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1 La maldii�on del penalty.>Qui�en de nosotros no se ha preguntado si los equipos mexianos est�anondenados a perder eternamente los partidos deisivos en las seriesde penalties? La mayor��a de los expertos oinide en que la raz�onprinipal del pobre desempe~no de nuestros tiradores es el nerviosismo.La psiolog��a y la brujer��a no han produido hasta ahora resultadospalpables. El objetivo de este trabajo es mostrar que las matem�atiaspueden aportar soluiones reales para liberar a los jugadores mexianosde lamaldii�on del penalty. Adem�as, analizaremos los fundamentos quesustentan algunos axiomas de nuestra ultura futbol��stia tales omo:i) Un penalty bien tirado es gol.ii) Un portero sin suerte no es portero.iii) El tiro de penalty debe ser raso, bien oloado y on potenia.2 Elementos b�asios de la teor��a de los pe-nalties.Las propiedades eseniales del modelo que emplearemos en nuestroan�alisis son:�Investigai�on apoyada por la Asoiai�on Mexiana de Cultura, A.C1



2 Guillermo Pastori) El tirador elige un punto (xi; yi) de la porter��a haia el ual dirigesu disparo on potenia.ii) De manera simult�anea, el portero se oloa en una regi�on 
(j) enla ual es apaz de detener el bal�on.iii) Debido a la potenia y a las habilidades naturales del tirador, elpunto (x; y) a donde �nalmente llega el bal�on se representa pormedio de una variable aleatoria.iv) La probabilidad de que el resultado del tiro sea gol es igual a laprobabilidad de que el bal�on entre a la porter��a menos la proba-bilidad de que el bal�on aiga en la regi�on 
(j) en que se olo�oel portero.En lo que resta de esta sei�on aotaremos on preisi�on las ara-ter��stias de este modelo. Supondremos que las variables x y y sonindependientes, normales on medias xi y yi, respetivamente, y ambason una desviai�on est�andar �.Las dimensiones (en metros) del �area libre dentro de los postes dela porter��a son 7:32 � 2:441. Para determinar la probabilidad de queel bal�on entre a la porter��a es neesario analizar los tiros que peganen los postes y el larguero, as�� omo los tiros rasos. En la �gura 1, el��rulo peque~no on entro en A representa el poste lateral de radio6 m, mientras que el bal�on on 11 m de radio es representado por el��rulo on entro en B.

Figura 1. Geometr��a de los tiros al poste.1Toda la informai�on t�enia de f�utbol puede onsultarse en [2℄



El deliado arte de tirar y detener penalties 3Denotemos por T al punto de ontato del bal�on on el poste y porP al punto al que se dirige el bal�on. Sean DT y TC paralelos a ladirei�on en la que viaja el bal�on y a la l��nea de gol, respetivamente.Observemos que el bal�on rebota paralelamente a la l��nea de gol uandolos �angulos DTB y BTC son iguales, digamos �.El punto medio de la l��nea de gol, el punto desde donde se tira elpenalty y el punto P haia donde se dirige el bal�on forman un tri�anguloret�angulo. El ateto opuesto a P de este tri�angulo tiene una longitudde 11 metros, mientras que el ateto opuesto al punto donde se tira elpenalty tiene una longitud ligeramente menor a 3:66 metros, digamos3:66� d. De esta forma vemos quetan(2�) = 113:66� d : (1)Por otro lado, el tri�angulo ABP es is�oseles. Sus lados iguales tienenlongitud d y la longitud del lado AB es la suma de los dos radios, estoes, 0:17. De la ley de osenos se obtiene la relai�ond2 = (0:17)2 + d2 � 2(0:17)d os(�) :que al anelar t�erminos produe2d os(�) = 0:17 : (2)La solui�on de este sistema de dos euaiones es � = 0:625 y d =0:105. Como el radio del poste es de 0:06m, la distania del poste alpunto P es de 0:045m. Hemos entones estableido que un tiro quepega en el poste rebota haia adentro de la porter��a si la distania delposte al punto al que se dirige el entro del bal�on es mayor a 4:5 m. Sien la disusi�on anterior reemplazamos la distania del entro de la l��neade gol al poste (3:66m) por la altura de la porter��a (2:44m), podemosdeterminar que los tiros que pegan en el larguero rebotan haia adentrode la porter��a si la distania del larguero al punto al que se dirige elentro del bal�on es ahora mayor a 4:9 m.El problema de los tiros rasos es m�as omplejo, ya que por razonesf��sias el bal�on no se desv��a por abajo del suelo. La altura m��nima quealanza el entro del bal�on est�a determinada por el radio del bal�on y esde 11 m. Debemos entones permitir tiros ligeramente desviados haiaabajo. Sin embargo, si el tiro est�a dirigido a un punto por abajo unierto umbral y0, el resultado ser�a un aletinazo y el portero tendr�aoportunidad de detener el bal�on. As��, representaremos los tiros rasosque entran a la porter��a omo aquellos donde la variable y2 [y0; 0:11℄.



4 Guillermo PastorObservemos entones que la probabilidad de que el tiro resulte raso espositiva.En resumen, la probabilidad de que el bal�on entre a la porter��auando el tirador pretende dirigir su disparo haia el punto (xi; yi)viene dada por12��2 ZZR exp�� 12�2 �(x� xi)2 + (y � yi)2�� dx dy ; (3)donde R es el ret�angulo [�3:615; 3:615℄ � [y0; 2:391℄. En lo suesivo,asignaremos a y0 el valor 0.La regi�on 
(j) donde el portero puede detener el bal�on est�a onsti-tuida por una regi�on b�asia que el portero puede oloar en diferenteszonas de la porter��a. Basados en estudios de Leonardo, en la �gura 2podemos deduir que esta regi�on b�asia est�a formada por la uni�on deuna regi�on elipsoidal, donde el portero puede detener el bal�on on lasmanos, y un segmento anular, en la ual el portero puede detener elbal�on on los pies.Si suponemos que la altura del portero es de 1:78m, los ejes de laelipse tendr�an una longitud aproximada de 1:58 y 1:28m, mientras quela distania del entro de la elipse a los pies del portero ser�a de 1:44m.Supondremos tambi�en que la apertura m�axima de las piernas es de �=8,es deir, de 22:5 grados. As��, si situamos el entro de la elipse en elorigen, entones la regi�on b�asia donde el portero ataja los penaltiesest�a desrita porf(x; y) : x2(0:79)2+ y2(0:64)2 � 1g[f(x; y) : x2+y2 � (1:44)2; 23�16 � arg(x; y) � 25�16 gAl lanzarse haia un punto de la porter��a, el portero oloa el peho(entro de la elipse) en ierto punto (xj; yj) de la porter��a, pero notiene ontrol de �omo gira la regi�on b�asia, ya que que la posii�on delas piernas est�a determinada por la fuerza de gravedad.
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Figura 2. Regi�on donde el portero detiene penalties.Es onveniente desomponer la probabilidad de que el portero puedadetener el bal�on en dos t�erminos, dependiendo si el tiro se levanta o siresulta raso. El tiro se levanta uando la variable y es mayor a 0:11,as�� que la probabilidad de que el portero detenga un tiro que se levantaviene dada por12��2 ZZS exp�� 12�2 �(x� xi)2 + (y � yi)2�� dx dy (4)donde S es la intersei�on de 
(j) on el ret�angulo [�3:615; 3:615℄�[0:11; 2:391℄. Para alular la probabilidad de que el portero detengaun tiro raso es neesario identi�ar la intersei�on de la regi�on 
(j) on



6 Guillermo Pastorla reta y = 0:11. Cuando esta intersei�on es no-va��a onsta de unoo dos intervalos. En el aso de que esta intersei�on sea el intervalof(x; y) : aj � x � bj, y = 0:11g, la probabilidad de que el porteroataje un tiro raso es12��2 ZZT exp�� 12�2 �(x� xi)2 + (y � yi)2)�� dx dy ; (5)donde ahora T es el ret�angulo [aj; bj℄� [y0; 0:11℄.3 El juego de los penalties.Una estrategia del tirador onsiste de ada uno de los puntos de laporter��a (xi; yi) haia donde el tirador puede dirigir su disparo. Su-pondremos que el onjunto de estrategias del tirador onsisten de adauno de los v�erties interiores de la uadr��ula de 61 � 61 m en quepodemos dividir uniformemente la porter��a. La �gura 3 muestra las 33estrategias que puede elegir el tirador.

Figura 3. Las estrategias del tirador.Observemos que hemos numerado las estrategias del tirador de ma-nera que al reejar on respeto al eje vertial entral de la porter��a,para i 6= 16; 17; 18, se obtiene una orrespondenia entre las estrategias(xi; yi) y (x34�i; y34�i).Las estrategias del portero onsisten de una serie de puntos donde elportero intuye que puede oloar el entro de la elipse de la regi�on 
(j)para tener mayor oportunidad de detener el tiro. Supondremos que elportero puede elegir siete direiones diferentes haia donde se puedelanzar, y que en ada una de estas direiones se puede arrojar onmuha o poa fuerza. En la �gura 4 numeramos estos atore puntos.
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Figura 4. Las estrategias del portero.La numerai�on de las estrategias del portero responde ahora a la si-metr��a entre las estrategias (xj; yj) y (x15�j; y15�j). Como ya se disuti�oen el p�arrafo anterior, la inlinai�on de las piernas est�a de terminadapor razones f��sias. En la siguiente tabla espei�amos las oordenadasde los diferentes puntos (xj; yj) as�� omo de los �angulos �j de inlina-i�on del eje de simetr��a de la regi�on 
(j). Estas oordenadas est�andadas en metros y resultan de identi�ar la porter��a on el ret�angulo[�3:66; 3:66℄� [0; 2:44℄.j xj yj �j1 1.25 0.73 0.23 1 1.1 0.65 0.56 1.29 1.057 0 1.46 �=29 -0.56 1.39 � � 1:0511 -1 1.1 � � 0:613 -1.25 0.73 � � 0:2
j xj yj �j2 1.95 0.75 0.24 1.48 1.48 0.66 0.7 1.7 1.058 0 1.78 �=210 -0.7 1.7 � � 1:0512 -1.48 1.48 � � 0:614 -1.95 0.75 � � 0:2Tabla 1. Espeifiaiones de las estrategias del portero.En la �gura 5 ilustramos la posii�on de las regiones 
(2) y 
(10)que se obtiene on esta informai�on. La l��nea punteada se~nala la retay = 0:11. La intersei�on de las regiones 
(2) y 
(10) on esta l��neason los intervalos [1:621; 2:366℄ y [�0:133; 0:100℄, respetivamente.
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Figura 5. Las regiones 
(2) y 
(10).Para ada pareja de estrategias (i; j) podemos alular la probabi-lidad de que el tiro sea gol empleando las expresiones (3), (4) y (5).Por ejemplo, supongamos que el tirador elige la estrategia 20 y el por-tero la estrategia 10. El tirador apunta entones su disparo haia elpunto (x20; y20) = (0:61; 1:22). Si denotamos por f(x; y) a la densidadonjunta 12��2 exp ��((x� 0:61)2 + (y � 1:22)2)Æ2�2� ;la probabilidad de que el tiro sea gol esZZR f(x; y)dx dy� ZZS f(x; y)dx dy� ZZT f(x; y)dx dydonde R es el ret�angulo [�3:615; 3:615℄� [y0; 2:391℄, S es la interse-i�on de 
(10) on [�3:615; 3:615℄ � [0:11; 2:391℄ y T es el ret�angulo[�0:133; 0:1℄� [y0; 0:11℄.Proediendo de esta manera obtenemos una matriz M(�) = (aij)de tama~no 33 � 14 uyas entradas son las probabilidades de que eldisparo sea gol dependiendo de las diferentes estrategias que seleionanel tirador y el portero. Observemos que por la simetr��a on respetoal eje entral vertial de la porter��a esta matriz satisfae las siguientesondiiones de simetr��a:8><>:ai;j = a34�i;15�j si i 6= 16; 17; 18 y j 6= 7; 8.ai;j = a34�i;j si i 6= 16; 17; 18 y j = 7; 8.ai;j = ai;15�j si i = 16; 17; 18 y j 6= 7; 8 . (6)



El deliado arte de tirar y detener penalties 9Con el �n de analizar el impato del nerviosismo en un penaltyonsideraremos dos asos: el de un jugador nervioso on una desviai�onest�andar � = 0:5m y el de un jugador fr��o e inmutable araterizadoon una desviai�on est�andar � = 0:3m. Para peribir de qu�e formala desviai�on est�andar arateriza la atitud de un tirador es oportunoreordar que un tirador oloa el 39% de sus tiros en un diso de radio� on entro en su objetivo (xi; yi), el 86% de sus tiros en un diso deradio 2� y s�olo el 1% de sus disparos se aleja m�as de tres desviaionesest�andar de su objetivo. En el ap�endie hemos inluido las matriesde probabilidades M(0.5) y M(0.3) on valores redondeados a uatroifras deimales.Consideraremos primero el aso del jugador nervioso on � = 0:5m.Nuestro modelo presupone que los onjuntos de estrategias y la matrizM de probabilidades son onoidos por ambos jugadores. En el rengl�oni apareen las probabilidades de que el tirador anote gol uando elige suestrategia i y el portero emplea ada una de sus 14 estrategias posibles.Por otro lado, la olumna j ontiene las probabilidades de que al porterole anoten gol uando �el emplea su estrategia j y el tirador ada unade sus 33 diferentes estrategias. Por lo tanto, el objetivo del tiradores elegir un rengl�on on entradas lo m�as alto posible, mientras que elportero busa una olumna on entradas lo m�as bajo posible.Si enontr�aramos un rengl�on uyas entradas fuesen mayores o igua-les a las de ualquier otro rengl�on, �esta ser��a la estrategia a jugar porel tirador. Sin embargo, despu�es de una mirada r�apida a la matrizM(0.5), es f�ail ver que tal rengl�on no existe. Ya que no hay una es-trategia �optima obvia del tirador tratemos de simpli�ar el juego elimi-nando las estrategias que evidentemente nuna debe emplear el tirador,esto es, aquellos renglones uyas entradas fuesen todas menores o igua-les a las de otro rengl�on. Un nuevo examen a la matriz muestra quetampoo existen estas estrategias. Despu�es de un an�alisis similar, peroahora desde el punto de vista del portero, se puede ver que el porterotampoo tiene una estrategia �optima obvia (ahora una olumna onentradas menores o iguales a las de ualquier otra) ni estrategias quesea evidente que nuna deba emplear (olumnas on entradas mayoresa las de alguna otra olumna).Es laro que la di�ultad que tiene el tirador en deidir qu�e es-trategia debe jugar radia en la inertidumbre que tiene aera de laestrategia que el portero elegir�a. Resulta entones importante sopesarqu�e tan riesgosa es ada una de las 33 posibles estrategias, esto es, u�ales el peor esenario de ada rengl�on. Como el m��nimo de ada rengl�onrepresenta el peor esenario asoiado a la orrespondiente estrategia,



10 Guillermo Pastorla estrategia menos riesgosa del tirador es aquella que ontiene el valorm�aximo de los 33 m��nimos. Para M(0:5) el m�aximo de los m��nimos esde 0.764 y se enuentra en los renglones 2 y 32:1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 142 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .833 .854 .764 .85232 .852 .764 .854 .833 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .856Esto signi�a que si el tirador elige ualquiera de estas dos estrate-gias, entones la probabilidad de que anote gol es siempre mayor o iguala 0.764. A ada una de estas estrategias se le onoe omo estrategiamaxim��n pura. Con respeto al portero, el peor esenario asoiado aada estrategia es el valor m�aximo de la orrespondiente olumna. Laestrategia del portero on menor riesgo es aquella donde se enuentrael m��nimo de los m�aximos. En el aso M(0:5) el valor m��nimo de losm�aximos de las olumnas es de 0.97 y se alanza en la olumna 7. Cuan-do el portero emplea la estrategia 7 la probabilidad de que le anoten esmenor o igual a 0.97. Esta es la estrategia minimax pura.Ya observamos que las estrategias 2 y 32 del tirador son razona-blemente buenas. Sin embargo, es laro que el tirador tendr�a mayoresoportunidades de anotar si logra enga~nar al portero y que el porterotendr�a una mayor probabilidad de detener el tiro si logra adivinar latrayetoria del bal�on. Una forma de tratar de enga~nar al portero, y ala vez emplear una buena estrategia, es mezlando las estrategias 2 y32, esto es, eligiendo la estrategia 2 on ierta probabilidad q y la estra-tegia 32 on probabilidad 1� q. Las probabilidades de anotar vendr��andadas por la estrategia mixta (ombinai�on onvexa) qr2 + (1 � q)r32,donde r2 y r32 denotan los renglones 2 y 32 de M(0:5). Por ejemplo, siel tirador elige ada una de estas dos estrategias on probabilidad 0:5,entones esta estrategia mixta ser��a:1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14.854 .810 .855 .845 .856 .856 .856 .856 .856 .856 .654 .855 .810 .854El m��nimo de este vetor es ahora 0.81, esto es, empleando estaestrategia mixta el tirador mejora su desempe~no y tiene garantizadoanotar on al menos una probabilidad de 0:81, independientemente dela estrategia que siga el portero. En la �gura 3 podemos apreiar queestas dos estrategias orresponden a dirigir el tiro a media altura y bienoloado a una distania de 61 m de los postes.Una estrategia que a menudo siguen los porteros es la de tirarse onprobabilidad 0.5 a ada uno de los lados lo m�as bajo y lejos posible,



El deliado arte de tirar y detener penalties 11que orresponde a elegir on probabilidad 0.5 las estrategias 2 y 13(ver �gura 4). Esta estrategia mixta viene dada por la ombinai�ononvexa 0:52 + 0:513, donde ahora 2 y 13 denotan olumnas deM(0:5). El m�aximo de este vetor es ahora de 0.981. Esto signi�a queel portero logra mejores resultados qued�andose pr�atiamente inm�ovil(estrategia 7) que lanz�andose al azar a los extremos. Sin embargo, siombinamos las tres estrategias on la misma probabilidad, (2 + 7 +13)=3, entones el m�aximo de esta nueva olumna es de 0:863. Hemosentones enontrado una estrategia que le garantiza al portero detenerasi el 14% de los penalties.A pesar de haber enontrado estrategias buenas de ambos jugadores,queda la duda si �estas son las mejores estrategias de los jugadores.Afortunadamente, el teorema m��nimax de von Neumann [4℄ a�rma queexiste una probabilidad P �, una estrategia mixta del tirador i� y unaestrategia mixta j� del portero, tales quei) Si el tirador emplea i� la probabilidad de anotar es mayor o iguala P �, independientemente de la estrategia del portero.ii) Si el portero elige j� la probabilidad de que le anoten gol es menoro igual a P �, independientemente de la estrategia del tirador.Adem�as, es posible determinar las estrategias �optimas i� y j�, as�� omola probabilidad �optima P � resolviendo un problema asoiado de progra-mai�on lineal [1℄. La existenia de algoritmos para resolver problemasde programai�on lineal nos permite enontrar las estrategias �optimas yel valor P � (ver [3, ap. 3℄). Para el aso � = 0:5 obtenemos:i) La probabilidad �optima es de P � = 0:849.ii) La estrategia �optima i� del tirador onsiste de elegir las estra-tegias 5 y 29 on probabilidad 0.289, las estrategias 14 y 20 onprobabilidad 0.131 y las estrategias 11 y 23 on probabilidad 0.08.iii) La estrategia �optima i� del portero se obtiene al elegir las estrate-gias 2 y 13 on probabilidad 0.347, la estrategia 7 on probabilidad0.233 y las estrategias 3 y 12 on probabilidad 0.037.En las �guras 6 y 7 ilustramos las estrategias �optimas del tirador ydel portero.



12 Guillermo Pastor

Figura 6. Estrategias �optimas del tirador. (� = 0:5).

Figura 7. Estrategias �optimas del portero. (� = 0:5).Consideremos por �ultimo el aso del jugador fr��o, impasible y onbuena t�enia de disparo uya desviai�on est�andar es de 0:3m. Em-pleando de nuevo la relai�on entre juegos matriiales y programai�onlineal se puede obtener que para � = 0:3 la solui�on del juego vienedada por:i) La probabilidad �optima es de P � = 0:959.ii) La estrategia �optima i� del tirador onsiste de elegir las estrategias2 y 32 on probabilidad 0:473, la estrategias 17 on probabilidad0:005 y las estrategias 13 y 21 on probabilidad 0:025.iii) La estrategia �optima j� del portero se obtiene al elegir las estrate-gias 2 y 13 on probabilidad 0:457, la estrategia 7 on probabilidad0:039 y las estrategias 3 y 12 on probabilidad 0:024.



El deliado arte de tirar y detener penalties 13Las �guras 8 y 9 muestran las estrategias �optimas del tirador yportero uando � = 0:3.

Figura 8. Estrategias �optimas del tirador. (� = 0:3).

Figura 9. Estrategias �optimas del portero. (� = 0:3).4 Conlusiones.Finalizaremos este trabajo presentando algunas reexiones sobre losresultados logrados.1. Es posible dise~nar estrategias �optimas para el tirador que le ga-rantien que la probabilidad de anotar sea mayor o igual a iertovalor P �.



14 Guillermo Pastor2. Cuando el portero onoe lo su�iente al tirador, entones se pue-den determinar estrategias �optimas para el portero que le garan-tien que la probabilidad de que le anoten gol no sea mayor alvalor P �.3. Las estrategias �optimas de ambos jugadores, as�� omo el valor P �,dependen de las habilidades y nerviosismo tirador del tirador. Porlo tanto, no existen reomendaiones universales para ualquierade estos jugadores.4. Aun en el aso de tiradores intranquilos e impreisos, la probabili-dad de anotar un penalty uando se siguen las estrategias �optimases bastante alta (erana 0:85 uando � = 0:5m).5. El prinipio `un penalty bien tirado es gol' es onsistente onnuestros resultados en el aso del tirador fr��o on una desviai�onest�andar peque~na, ya que entones la probabilidad de anotar unpenalty bien tirado es erana a 1.6. Cuando un penalty est�a bien tirado el portero tiene poa opor-tunidad de detener el disparo, aun para tiradores nerviosos e im-preisos. Luego, la expresi�on `un portero sin suerte no es portero'est�a sustentada en el heho de que a menudo el tirador empleamalas estrategias, omo la de tratar de oloar el bal�on donde lasara~nas tejen su nido estando muy nervioso.7. Sin embargo, no enontramos sustento para el prinipio `el tirode penalty debe ser raso, bien oloado y on potenia', ya queen general nuestros modelos reomiendan los tiros a altura mediasobre los rasos.8. La estrategia de los porteros de lanzarse aleatoriamente a los ladoslo m�as lejos posible y un poo bajo bajo es reomendable uandoel tirador es impasible y preiso.9. Por �ultimo, es evidente que el desempe~no de nuestros equiposf�utbol se bene�iar��a onsiderablemente si nuestros diretores t�e-nios tuviesen onoimientos b�asios de teor��a de juegos.Ap�endie.Las olumnas 9 a 14 de las matriesM(�) se obtienen por medio de lasrelaiones (6).
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