LA CONQUISTA DEL INFINITO
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L3 esencia de las matemiticas estd
precisamente en su |ibertad"

[Cantor 1882, p. S64)

Cantor es uno de los matemiticos mds fascinantes de fines
del siglo 19. Su obra destaca por su originalidad y por haber abier-
to nuevas perspectivas para la investigacidn matemdtica.

Cantor despoja al infinito del halo casi mistico que lo
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rodeaba. El infinito dejé asf de ser objeto de discusiones filos&ficas
o teolSgicas y pasS a ser una herramiepta de uso comiin para los mate-
mEticos. "La matemitica es la ciencia del infinito" afirma Weyl
| Weyl 1925, p. S11 ). La obra de Cantor rompe los esquemas rigidos que al
gunos tenian de lo que debia ser la investigacidn matemdtica. Las matemd-
ticas del siglo 20 tuvieron un gran desarrollo gracias a que alcanzaron
ese nivel de generalidad y abstraccidn, esa libertad a la que tanto contri-
buy$ la ccra de Cantor,

Las aportaciones de Cantor encontraron desde la suspicacia y
la duda de algunos hasta la abierta hostilidad de Kronecker. Estos
ataques, la diffcultad de los problemas que trataba de resolver, la
falta de reconocimiento a su trabajo, su aislamiento, su inestable
personalidad, hicieron que la vida de Cantor tuviera momentos dramd-
ticos. Cantor ers una persona llena de fuego creativo, entusiasta, era
apasionado, sensible, en ocasiones euffrico y otras sumido en la mis
profunda depresibn.

El trabajo de Cantor sbre un campo nuevo y sorprendente para
los matemfticos: la teorfs de conjuntos. Algunos de los resultados
eran verdaderamente increfbles. "Lo veo pero no lo creo® escribid
Cantor en 1877 {[Cantor/Dedekind p. 34]. Podemos darmes una idea de

t
1a novedad de esta teorfa viendo lo que dice Hausdoff de ella: "un
campo donde nads es evidente, donde lo corgrecto es a menudo paradd-

- »
jico y lo plausible falso [Hausdorff 1914 p. V]. Para Hilbert la

obra de Cantor representa "la mis admirable flor de la mente matemi—

tica y uno de los mfis altos logros de la actividad puramente
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intelectual del hombre" [Hilbert 1925 .p. 167]. La teorfa de conjun-
tos permite un tratamiento unificado de wuchas rawas de las matemf-
ticas y deja ver con claridad la estructura interna de ellas. Ramas
tales como la topologia de conjuntos, la teorfa de la dimensidn, la
teoria de la medida deben mucho al trabajo de Cantor.

El presente libro nos da una visifn detallada de la evolu~
cifn matemdtica de Cantor. Sus primeras investigaciones, slrededor
de 1870, fueron acerca de series trigonom&tricas y sus puntos singu-~
lares. De esta manera llegd al concepto de punto limite y a su teo-
ria de nimeros irracionales. Poco a poco se fue convenciendo que se
necesitaba una herramienta fundamentalmente nueva, una nocidn general
y clara de los conjuntos infinitos. Las aplicaciones al anflisis pa-
saron a segundo término y la teorfa de conjuntos fue desarrollada en
si misma., Entre los afios 1878 a 1884 aparecen sus trabajos fundamentales.
Las ideas de Cantor permitieron comparar los &rdenes de magnitud de con -
juntos infinitos. La idea fundamental es que dos conjuntos infinitos A, B
son equivalentes o de la misma cardinalidad, si se puede establecer una
correspondencia entre sus elementos de modo que a cada elemento dé 2 le
corresponda uno y solo un elemento de B e inversamente, es decir una co-
rrespondencia biunivoca. Por ejemplo, si tenemos el conjunto de los niimeros
naturales {1,2,3 .} y el conjunto de los nimeros cuadrados {1, 4, 9, l6..

se puede establecer una correspondencia entre ambos

1 1
2 4
3 - 9
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Asf{ pues estos dos conjuntos tienen el mismo orden de magnitud o cardinalidad.
Cantor también encontrd que el conjunto de los enteros positivos y negati-
vos, el conjunto de los nfimeros racionales y el conjunto de los niimeros
algebraicos tienen la misma cardinalidad.

Cantor encontrd también gue el conjunto de puntos en un segmento de recta

Y €l conjunto de puntos en una superficie tienen la misma cardinalidad.
Adem&s demostrd gue no puede existir una correspondencia biunivoca entre

el conjunto de los niimeros naturales y el conjunto de niimeros reales, esto

es que la cardinalidad de los naturales es estrictamente menor que la de

los reales. Cantor logrd al poder comparar conjuntos infinitos de diferen-

tes magnitudes, crear la aritmética de los nimeros transfinitos.

Las ideas de Cantor encontraron una fuerte resistencia sobre todo por parte
del poderoso e influyente Kronecker, quien pensaba que todas las operacio-
nes matemiticas se podian reducir a aquellas que trataban {inicamente con
nimeros enteros. Kronecker se rehusaba a aceptar el infinito como algo com~
pleto,

A Cantor le fue bloqueado el acceso a los grandes centros
de matemSticas como Berlin o GSttingen, donde hubiera tenido una ac~
cifn mis amplia. Cantor permanecid aislado en la pequena universidad
de Halle. A pesar de los ataques, Cantor tenfa una fe religiosa en
la veracidad de su obra. Siempre estuvo seguro que a 1la larga sus
ideas prevalecerian sobre las de Kronecker: "Hay la cue;tién sobre cuiles
ideas son mads poderosas, mis amplias, mis fructiferas, las de Kronecker
o las n&s; sdlo el &xito decidird después de un tiempo nuestra lucha"

[ ver Schoenflies 1927 p. 12]
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As mismo, Cantor buscd nuevos foros!ddnde poder expcier li-
bremeute sus ideas y donde discutirlas de mznera abierta. Su enérgica
contribucidn hizo posible la formacidn de la asociacidn alemana de
matemiticos. Tambi&n contribuy8 a la realizacifn de los primeros con-
gresos internacionales de matemiticas.

A pesar de los ataques, la importancia de la obra de Cantor
fue reconocida. El mismo Poincaré@ tradujo al francés uno de los tra-
bajos fundamentales de Cantor [Cantor 1883] Después de su trabajo
final de 1895, Cantor tuvo el reconocimiento de haber aportado algo de
importancia duradera a las matemdticas. A pesar de que las paradojas
descubiertas a la vuelta del giglo mostraban que no se habfan resuelto
las dificultades tedricas de manera satisfactoria, Hilbert resume la
actitud de gran parte de los matemiticos: "Nadie podrd arrojarnos del
paraiso que Cantor nos ha creado” [Hilbert 1925 p. 170].

Cantor dedic8 muchos aflios de infructuosos esfuerzos a tratar
de probar 1la hipStesis del continuo, esto es,que no existe un conjunto
con cardinalidad intermedia entre la de los nimeros naturales y la de
los reales o ;ontinuc. La importancia que.daba el mundo matemitico a
este problema-queda de manifiesto ya que Hilbert escogid este como el
primero de su famosa lista de problemas [Hilbert 1900] Cantor consi-

deraba su obra inconclusa pues nunca pudo probar la hipStesis del

continuo. Hay algo de trigico y de irdnico en esto a la luz del des-
cubrimiento de que esta hipStesis no puede ser demostrada { Cohen 1963)
AdemSs de darnos una exposicifn de la obra matemitica de
Cantor el libro de Dauben nos permite tener una imagen mias completa y
objetiva de la personalidad de Cantor. En forma breve aclara la rela-
cidn entre los colapsos nerviosos de Cantor con su trabajo matemitico

y los ataques externos. Nos muestra también los otros intereses de
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Cantor: la'eratins, filosdficos y religiosos. Aunque no es propiamen-
te una biograffa,s{ nos presenta a Cantor el hombre, dejando ver la
riqueza no s6lo de su trabajo matemitico sino de toda su personalidad.
El libro de Dauben es una magnifica guia para que el piiblico
general con un inter&s en las matemiticas conozca cdmo Cantor logrd

la conquista del infinito.
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