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Resumen

Este trabajo presenta la solucién de un problema derivado
de la Mecénica Clasica llamado propiedad tautécrona de la ci-
cloide, descubierto por el holandés Cristian Huygens y publicado
en su Tratado sobre la Teoria de Relojes de Péndulo en 1673. La
forma de resolverlo abandona un poco los métodos geométricos
y mecénicos utilizados a fines del siglo XVII en favor de los
analiticos y su soluci6n se obtiene a partir de algunos resulta-
dos y propiedades elementales de las Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias e Integrales. La solucién que aqui se expone, formé
parte de los primeros trabajos de investigacién que public6 Niels
Henrik Abel en 1823.

1 Introduccién

El principal objetivo de este trabajo es coadyuvar a la difusién y divul-
gacioén de problemas cientificos, cuya creacién ha significado un avance
en el conocimiento matematico yvun antecedente al desarrollo de nuevas
teorfas. La solucién del Problema Mecanico de Abel, se logra como una
aplicacién del teorema de convolucién y la integral de Abel estudiados
en un primer curso de Ecuaciones Diferenciales e Integrales, esto sugiere
dedicarlo a estudiantes de matematicas, en particular para alumnos de
fisica o ingenierfa. Esta aplicacién es sefialada como la primera que
abri6 el camino al formidable desarrollo de las ecuaciones integrales.
El trabajo se inicia con el enunciado del Problema Mecanico de Abel
seguido de una breve nota histérica; se dan definiciones y se demues-
tran algunas propiedades elementales de ecuaciones diferenciales; se
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resuelve el problema enunciado y finalmente, se dan algunos elementos
de solucién a un planteamiento mas general llamado el Problema de
la Braquistécrona a fin de comparar los métodos de solucién en ambos
problemas.

2 Enunciado del problema

Considere un hilo en forma de curva suave y una particula de masa m
que parte del reposo considerado en el punto (z,y) y se desliza sobre
el hilo hacia el origen, sin friccion y bajo la accion de su propio peso
Figura 1.

Figura 1:

En este planteamiento hay dos problemas:

Problema 1;Si la forma del hilo estd dada por y = y(z), calcular el
tiempo total de descenso de la particula.

Problema 2:Si el tiempo total de descenso se conoce, determinar la
forma del hilo.

El problema 2, se conoce como el Problema mecdnico de Abel.

3 Nota historica

En 1673 el fisico y matematico Cristian Huygens, publicé en su Tratado
Sobre la Teoria de Relojes de Péndulo, el siguiente descubrimiento: “El
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tiempo que tarda una particula de masa m en deslizarse sobre un arco
de cicloide entre dos puntos distintos, es independiente del punto en
que inicie su movimiento”. Este descubrimiento se le conoce como
la propiedad tautécrona de la cicloide o problema tautécrono. Los
estudios de Huygens acerca de la construccién y propiedades de las
curvas cicloide, tractriz, logaritmica, etc., pronto fueron conocidos por
los matematicos de fines del siglo XVII, propiciando que algunos re-
sultados se profundizaran o generalizaran, tal es el caso que Johann
Bernoulli plante6 en 1696 un problema mads general que la propiedad
tautécrona, conocido como el problema de la Braquistécrona que esen-
cialmente dice: “Entre todas las curvas suaves en un plano vertical que
unen dos puntos distintos A y B, construir aquella, a lo largo de la cual
una particula de masa m que se desliza sin friccion y bajo la accién de
la gravedad, tarda el menor tiempo”.

Huygens, Leibniz, Newton, Johann y Jacob Bernoulli entre otros,
resolvieron de distinta forma el problema de la braquistécrona y en par-
ticular, el problema tautdcrono, utilizando ingeniosos métodos heuris-
ticos, mecanicos y geométricos. Esas soluciones generaron discusiones,
polémicas, controversias y hasta desafios entre éllos, propiciando no-
table influencia en el desarrollo de los métodos infinitesimales. El tra-
bajo de estos cientificos, particularmente los de Johann Bernoulli, son
senalados como el antecedente de una de las mas importantes ramas de
las matematicas: el Calculo Variacional.

Pasaron mds de cien anos y el problema tautécrono volvié a ser
noticia cientifica, su solucién lograda por Niels Henrik Abel como una
aplicacién de ecuaciones diferenciales e integrales formé parte de sus
primeros trabajos de investigacién que publicé en 1823. Dicha solucién
es senalada como la primera aplicacién que abri6 la puerta al formidable
desarrollo de las Ecuaciones Integrales.

4 Solucion al problema 1

Por el principio de conservacién de la energia mecanica que dice
energia potencial + energia cinética = constante
se tiene que:

2

may + 0 + 1 ds

mgq =m -m|—
gy gv 5 i
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donde mgy es la energia pontencial en (z,y), mgv Y 3 im (‘f; ) son las

energias potencial y cinética en (u,v) de la particula de masamy s la
longitud del hilo medida desde cero.
Despejando el cociente de la ecuacién anterior:

= = xy/agly ).

Como la funcién de arco s decrece cuando ¢ aumenta, dt < 0, se escoge

ds _ = _ds
el signo negativo para tener £ = —./2¢(y — v) o bien dt = Vs

que integrando desde v = y hasta v = 0, se tiene:

T(y) = - 70dt
. e ds
B =/o v29(y —v)

1 ys'(v)dv
— 50/¢F6' (1)

y 2
Como y = y(z) se conoce, entonces s = s(y) = [1/1 + (Z—;) dy y de
0

aqui:

fly) = ') = |1+ (d—y-) )

/y f(v)dv 3)

Esta ecuacion se conoce como la ecuacién integral de Abel y permite
calcular el tiempo total de descenso, siempre que se conozca la curva.

Para resolver el problema 2), se necesitan algunas definiciones, teo-
remas y propiedades elementales de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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5 Resultados elementales de ecuaciones

diferenciales

Definiciéon 1 Sea f(t) una funcién definida para t > 0, entonces la
integral

00 b
/ et f(t)dt = Jim / e S f(t)dt
0 7%
se llama transformada de Laplace de f, siempre que el limite exista.

Definicién 2 Si dos funciones reales f v g son continuas a trozos para
t > 0, entonces su convolucién denotada por f * g, estd definida me-
diante la integral

frg= [ f(r)g(t - r)ar.

Teorema 1 (Teorema de Convolucién) Sean f(t) y g(t) continuas
a trozos para t > 0 y con transformada de Laplace, entonces

L{f*g}=1L [/f(f)g(t - T)df} =L{f()} L{9()} .
Demostracion: Sean

F(s) = LIf(t) = [ e f(r)ar

G(s) = Llg(t)] = / e~ f(a)da,

férmese el producto:

F(s)G(s) = (fe“STf(T)dfr) (fe‘s“f(a)da)

= //e_(”“)sf('r)g(a)dea
0 o

|
0\8

f(r)dr / e_(”")g(a)da
0
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Con 7 fijo, sea t =7 + ¢, dt = do

o0

= 7f(7)d7/e_“g(t—’r)dt

T

cambiando el orden de integracion

= 76_Stdt/tf(7)g(t — T7)dT

= /te‘“ {/tf(T)g(t— T)d’l‘}dt
= L{f*g}.

De este teorema, se obtiene una forma 1til para calcular transfor-
madas inversas:

L HF(s)G(s)} = £ +g = [ f(r)g(t —7)dr.

Definicién 3 -
I'(z):= /t’”‘le”tdt
0

se llama funcion gamma.

Propiedad 1
am I'(n+1)
ey = =g

Demostracién: Por definicién de transformada de Laplace
o<
L{t"} = / e *'t"dt.
0

Tomando u = st se sigue que:

L{t"} = /e‘“u—@-
0
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Propiedad 2

()=

Demostracion: Por definicién
oo

I'(z) = /tz"le_tdt

0

1 T 1,
F(§>—!t edt,

L .
Tomando uw = £2, se tiene que:

I‘(l) = /le_“22udu
2 S u

oo o0
= 4 / [ e+ dudy
00
Ahora, haciendo u = rcosf y v = rsen 6, se sigue que:
112 Fe
[I‘ (5)] = 4//6"’ rdrdf
00
=7
De donde I' (1) = /7. n

Una consecuencia inmediata de la propiedades 1y 2 es la

Propiedad 3

Demostracidn:

L[t‘%]:F(l_%) G =\/§

Estos resultados son suficientes para resolver el problema 2, pagina
2. [
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6 Solucion al problema mecanico de Abel
Si T'(y) es fijo, entonces y(z) es la funcién a despejar en la ecuacién (3)

17 f(v)dv

Note que esta ecuacién es la convolucién de las funciones f(y) y
g(y) = y_%, que al aplicarle transformada de Laplace, el teorema de
convolucioén y la propiedad 3, se tiene:

LIT(y)] = —=L[y 4] L1f(w)]
V29

= —=\SLle).
De donde:

Lfw) = 2a2tW)l

\/§

= @S%L[T(yn. )

Esta ecuacion se resolvera para el caso mas sencillo, cuando T'(y) es una
constante 7y. Esto implica que el tiempo de descenso es independiente
del punto de partida. Bajo esta hipétesis, la ecuacién (4) se trasforma
en

2g ;T
L) = Zsb
2g9T?

T
vV oo
S
donde ¢ = ==

w2
Dado q1\1é%_‘1 [\/ﬂ = y~3, se sigue que

—

fw =zt [\[Z] = by =\/§ - (5)

Igualando las ecuaciones (2) y (5), se tiene:

dz\?
1+ =] =
+(@)

[N

c

[ [

|0
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como ecuacion diferencial de la curva. Despejando x de (6), se tiene

que:
cC—Yy

T = dy .

=

y:csen%zg[l—coszﬂa )

Tomando

se sigue que:

z = 20/0032 odo
= c/(l + cos® ¢)dg
(2¢ +sen2¢) + k. (8)

N o

Como la curva debe pasar por (0,0), k = 0.
Haciendo r = £ y 6 = 2¢, (7) y (8) se transforman en

z = 7(0+senb)
y = r{1—cosb)

que son las ecuaciones paramétricas de una cicloide, es decir, la forma
del hilo que sigue la particula al desplazarse sobre él cuando se conoce
el tiempo es un arco de cicloide. Fig. 2.

Como 2r = ¢ = zg&, el didmetro de la circunferencia que genera la
cicloide estd determinado por el tiempo constante de descenso.

Se recuerda que una cicloide es la curva generada por un punto P

de una circunferencia de radio , que rueda sin resbalar a lo largo de

una recta situada en un plano.
A esta solucién llegaron por diferentes caminos Huygens, Leibniz,

Newton, JohannWb Bernoulli entre otros, utilizando ingeniosos
métodos mecanicos y geométricos. La solucién de Johann Bernoulli es
la més elegante y en opinién de George F. Simmons, constituye una
obra de arte intelectual del m4s alto nivel y quizds esta sea la razén
por la que aparece con mds frecuencia en los textos de Ecuaciones
Diferenciales.
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Figura 2:

7 Un poco sobre la braquistécrona y su
solucién

En 1696, Johann Bernoulli hizo un planteamiento mas general que el
Problema Mecéanico de Abel, conocido como el problema de la Braquis-
tdcrona, que esencialmente dice: “De entre todas las curvas suaves en
un plano vertical que unen dos puntos distintos A y B, no en la misma
vertical, construir aquella curva a lo largo de la cual una particula de
masa m que se desliza sin friccidn y bajo la accion de la gravedad, tarda
el menor tiempo”.

A contiuacién se presentan los elementos béasicos de la ingeniosa
solucién que el propio Johann Bernoulli construyé, utilizando geome-
tria, el principio de Fermat del tiempo minimo, la ley de refraccién de
Snell, Célculo, etc.

El principio de Fermat asegura que un rayo de luz que va de un
punto a otro, sigue la trayectoria para la cual el tiempo de viaje es
minimo. ‘

La ley de Snell establece que si 6, y 82 son los 4ngulos de incidencia
y refraccién respectivamente de un rayo de luz que pasa de un medio a
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otro con velocidades correspondientes de v; y v,, entonces

senf); senfb,

Uy V2

Suponga que un rayo de luz viaja de un punto A hasta otro punto P
con velocidad vy, y después entra a un medio més denso para ir desde P
hasta un tercer punto B con velocidad menor v,.

A

Figura 3:

De acuerdo con la féormula

distancia

tiempo = ———
p velocidad

y la notacién de la figura, los tiempos requeridos para que el rayo de
luz viaje de A a P y de P a B, son respectivamente

ok b+ (c—a)?
1] = ——————— " y ty = .
(3 U2

Por tanto, el tiempo de viaje total sera

VaTE Fre=op

0 V2

T=t1+t2:

Dado que el rayo de luz es capaz de seleccionar, entre todos los caminos
posibles que unen A con B y que pasan por P, aquel que minimice el
tiempo T (principio de Fermat), se debe tener que % = 0, de donde

T cC—X

uval+27 oy fp2 4 (c - )2
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y por la geometria de la Fig. 3, se tiene que

senfy, senfb,

() 1%

Esto es lo que asegura la ley de Snell.

Ahora considere que un rayo de luz cruza un medio Optico estrat-
ificado, ver Fig. 4, con velocidad constante en cada capa, pero decre-
ciendo al pasar de una capa a otra inferior y refractdndose hacia la
vertical. Aplicando la ley de Snell a la frontera entre capa y capa, se
tiene que

senth senfls senfls senb,

151 ) Vs Uy

Figura 4:

Si se permite que las capas se hagan mds delgadas y numerosas, en
el limite la velocidad de la luz decrece de modo continuo conforme el
rayo desciende, esto trata de ilustrar la Fig. 5, y se concluye que

sen

= constante.
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Figura 5:

Ahora considere un sistema coordenado como en la Fig. 6, y suponga
que la masa del cuerpo (como el rayo de luz) selecciona el camino de
descenso inés rdpido entre A y B. El razonamiento anterior nos da

6
227 = constante. (9)
A T

........... S
Y9

Figura 6:

Por el principio de conservacién de la energia ya enunciado, la veloci-
dad alcanzada por el cuerpo hasta cierto nivel, s6lo est4 determinada.
por su pérdida de energia potencial para llegar a ese nivel y no por el
camino seguido, es decir, zmv? = mgy y de aqui

v= /2y (10)

Por la geometria del problema, se tiene que:

1 1
Vi+tan?g 1+ (y)?

senf = cos B =

(11)
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Sustituyendo (11) y (10) en (9), tenemos:

1 1
k= =
n/1+@)?2  v295,/1+ (v)?

y de aqui
1 + (y/)2 —

Lo

Esta dltima expresion tiene la misma forma que la ecuacién (6) que se
obtuvo en el proceso de solucién del Problema Mecanico de Abel, y se
demuestra de manera analoga, que su solucién también es una cicloide.
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