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1. El problema

Cerramos los ojos e imaginamos la gráfica de una función real de varia-
ble real (un polinomio, una función racional, el coseno, la exponencial,
. . . ). Podemos distinguir sus ráıces, puntos cŕıticos, máximos, mı́nimos
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y aśıntotas. La gráfica nos permite reconocer las propiedades de la fun-
ción a vista de pájaro.

Cuando pasamos a funciones de R2 a R2, la situación es más compli-
cada. El caso particular de las funciones complejas es nuestro objetivo.

¿Cómo visualizar una función f(z) anaĺıtica compleja?

Desde mediados de los años 80’s, el uso de la visualización por compu-
tadora ha generado una gran cantidad de imágenes v.g. [30], [3], que a
pesar de su belleza no son siempre fáciles de interpretar. En particular,
su atractivo ha impulsado el interés en el área de dinámica holomorfa.

El presente art́ıculo muestra sucintamente ideas del estudio de funcio-
nes anaĺıticas, que se han usado desde fines del siglo XIX hasta nuestros
d́ıas.

El contenido es como sigue. En §2, jalamos y empujamos la red
cartesiana (de trayectorias horizontales y verticales) con una función
anaĺıtica compleja. Ambas operaciones producen redes muy distintas,
para una misma función. Ello nos lleva a diferenciar los puntos del do-
minio de una función en: regulares y cŕıticos, los cuales se describen
en §3 y §4, en particular véase la tabla (4). Una primera conclusión
es que localmente las funciones anaĺıticas complejas están controladas
cualitativamente por el orden de ramificación, que es un número ente-
ro positivo; un resultado de gran simplicidad. En §5 se presentan dos
herramientas para el estudio global de estas funciones: la noción de mo-
saico a dos colores y el algoritmo, que nosotros atribuimos a F. Klein;
a cada función anaĺıtica compleja en la esfera de Riemann le corres-
ponde un mosaico a dos colores con vértices en los puntos cŕıticos de
la función. Algunas familias de mosaicos y funciones, es el contenido
de §6. En §7 se comenta la correspondencia entre mosaicos y funciones;
aśı como un ejemplo de W. P. Thurston, que provee un mosaico a dos
colores que no proviene de una función racional (bajo el algoritmo de
Klein). Un segundo algoritmo de visualización que requiere jalar la red
polar y se debe esencialmente a S. Smale se presenta en §8. Dicho algo-
ritmo permite apreciar los ceros, polos y puntos cŕıticos de una función
simultáneamente. Cabe aclarar que el algoritmo de Smale está relacio-
nado con campos vectoriales anaĺıticos complejos y sus flujos, véase
[3]. Finalizamos en §9, con un listado de notas, no exhaustivo, sobre el
desarrollo del problema y referencias bibliográficas concretas.
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2. Empujando y jalando la red cartesiana

Nuestro objeto inicial es una función f(z) anaĺıtica compleja, para fijar
ideas un polinomio es adecuado. La notación para ella es

f : D ⊆ Cz −→ Cw

z = x+ iy 7−→ u(x, y) + iv(x, y) = Re f(z) + i Im f(z),

donde D es un conjunto abierto, conexo y w = f(z). Por definición, f(z)
anaĺıtica compleja significa que ella se expresa en cada punto z0 ∈ D
como una serie de potencias convergente en un disco abierto D(z0, r) =
{|z − z0| < r} ⊂ D, como veremos en (1).

Proveemos al plano C de la red cartesiana de trayectorias horizontales
y verticales

F1 = {Im z = y0 | y0 ∈ R}︸ ︷︷ ︸
en negro

, F2 = {Re z = x0 | x0 ∈ R}︸ ︷︷ ︸
en rojo

,

véase la figura 1.

Observación 2.1. Propiedades de la red cartesiana F1, F2.

i) Por cada punto z ∈ Cz, pasan exactamente una trayectoria hori-
zontal de F1 y una trayectoria vertical de F2.

ii) En cada punto las trayectorias horizontales y verticales forman un
ángulo de π/2.

iii) Las trayectorias horizontales y verticales de la red cartesiana están
orientadas, i.e. dados dos puntos en una trayectoria podemos decir
cual antecede al otro, siguiendo el orden de los ejes R e iR en C.

Operación de empujar1 una red. Dada una función f anaĺıtica com-
pleja, consideramos la red cartesiana F1,F2 en el dominio D ⊆ Cz y
calculamos su imagen bajo f en f(D) ⊆ Cw.

Las expresiones expĺıcitas para las trayectorias de la red empujada
son

R −→ Cz −→ Cw

x 7−→ x+ iy0︸ ︷︷ ︸
F1

7−→ u(x+ iy0) + iv(x+ iy0)︸ ︷︷ ︸
f∗F1

,

y 7−→ x0 + iy︸ ︷︷ ︸
F2

7−→ u(x0 + iy) + iv(x0 + iy)︸ ︷︷ ︸
f∗F2

,

donde al variar y0 ∈ R se describe las trayectorias horizontales; el me-
canismo ánalogo aplica para las trayectorias verticales.

La notación usual para la operación de empujar es f∗.

1 Las operaciones de empujar y jalar objetos bajo un morfismo son llamadas en inglés push-

forward y pullback.
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Figura 1. Empujando y jalando la red cartesiana bajo una función.

Operación de jalar una red. Dada una función f anaĺıtica compleja,
consideramos la red cartesiana F1,F2 en el contradomio f(D) ⊆ Cw,
calculamos la imagen inversa de ella bajo f en D ⊆ Cz. Las ecuaciones
resultantes para las trayectorias de la red jalada son

Cw −→ Cz

{y0 = 0}︸ ︷︷ ︸
F1

7−→ {Im f(z) = y0} = {v(x, y) = y0}︸ ︷︷ ︸
f∗F1

,

{x0 = 0}︸ ︷︷ ︸
F2

7−→ {Re f(z) = x0} = {u(x, y) = x0}︸ ︷︷ ︸
f∗F2

.

Las trayectorias de la red f ∗F1, f ∗F2 asumen la forma de curvas de
nivel (no de trayectorias parametrizadas, como sucede al empujar la red
cartesiana). Análogamente, f ∗ es la notación común para la operación
de jalar.

Si f posee función inversa f−1 : f(D) −→ D, entonces las operaciones
de jalar y empujar son inversa una de la otra en el siguiente sentido

D ⊆ Cz
f−−−→ f(D) ⊆ Cw

f−1

−−−−→ D ⊆ Cz

F1,F2
f∗−−−→ f∗(F1), f∗(F2)

f−1
∗−−−−→ F1,F2.

En breve f−1
∗ = f ∗.
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3. Puntos regulares

Decimos que z0 ∈ D es un punto regular de f cuando
df

dz
(z0) 6= 0.

Teorema 3.1 (De la función inversa). Para una función f : D ⊆
Cz −→ Cw anaĺıtica compleja, las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes.

1. z0 ∈ D es un punto regular de f .
2. En un disco abierto de z0 suficientemente pequeño D(z0, r) = {|z−
z0| < r} ⊆ D, f es invertible y se reescribe salvo cambios de
coordenadas como

z 7−→ z.

3. Por z0 pasa exactamente una trayectoria de la red jalada f ∗F1.
4. Por z0 pasa exactamente una trayectoria de la red jalada f ∗F2.
5. En una vecindad abierta de z0 suficientemente pequeña D(z0, r) =
{|z − z0| < r}, la función restringida

f : D(z0, r) ⊆ D −→ f(D(z0, r))

es 1 a 1.

La afirmación (2) usa f−1 como cambio de coordenadas

D(z0, r) ⊆ D f(D(z0, r))

f(D(z0, r))

f(z)

z
f−1(z)

-

�
�
�
�
��6

La afirmación (5) sobre biyectividad local de f produce claramente (3)
o (4). Usando la hipótesis de analiticidad, (5) implica que su derivada
es de rango máximo, que es la afirmación (1).

Nuestra descripción se hace más amplia e interesante al considerar
funciones que no son invertibles. En este caso f∗F1 y f∗F2 no necesa-
riamente forman una red en f(D), con las propiedades descritas en la
observación 2.1.

Ejemplo 3.1. La operación de jalar F1, F2 produce una red, la opera-
ción de empujar en general la destruye, i.e. algunas de las propiedades
enlistadas en la observación 2.1 se pierden. Consideramos tres funcio-
nes

f(z) = zn : Dn −→ Cw \(R+ ∪{0}), para n = 2, 3, 4,
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Figura 2. Tres ejemplos para los cuales al jalar la red cartesiana el resultado
es una red con las propiedades de la observación 2.1. Por otra parte al empu-
jar la red cartesiana, las trayectorias resultantes presentan auto intersección,
traslapes y/o orientaciones contradictorias. Para f(z) = zn, elegimos como
dominio un sector angular abierto en Cz que barre 2π/n radianes; este re-
sulta ser un dominio máximo donde las operaciones de jalar y empujar están
bien definidas.

donde Dn = {z | 0 < arg(z) < 2π/n} son sectores angulares abiertos
con vértice en el origen y ángulo 2π/n. Cada f es biyectiva con esa
elección de dominio e imagen.

Al empujar la red cartesiana, obtenemos f∗F1, f∗F2. Una mirada
muestra que la red empujada posee trayectorias con direcciones opuestas
en el eje real positivo R+, véase la figura 2. Esto es, al ampliar un
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poco más el dominio Dn para f(z) = zn; la red empujada pierde la
propiedad de que por casi todo punto pasan exactamente dos trayectorias
orientadas.

En contraste, bajo la operación de jalar se obtiene una red que posee
trayectorias con una única orientación en Dn, véase la figura 2. Es un
ejercicio simple hallar las redes f ∗F1, f ∗F2 en D = Cz y describir su
patrón de comportamiento para todo entero n ≥ 2.

El video [24] muestra el resultado de empujar una red v́ıa f(z) = zc,
para 0 ≤ c ≤ 4 variando en los reales.

La filosof́ıa es ((un punto regular z0 ∈ D de f es aquel donde las
propiedades de la observación 2.1 persisten en la red f ∗F1, f ∗F2)). Para

zn : Cz −→ Cw, n ∈ N, n ≥ 2,

los puntos regulares son Cz \{0}. En lo que sigue jalaremos redes y
miraremos a los puntos no regulares.

4. Puntos cŕıticos y forma normal

¿Cómo se comporta una red f ∗F1, f ∗F2 en un punto donde pasan más
de dos trayectorias de la red (i.e. en un punto no regular de f)?

La figura 2 confirma que un fenómeno más complicado ocurre.

Definición 4.1. Consideramos una función anaĺıtica compleja f : D ⊂
Cz −→ Cw, un punto cŕıtico z0 ∈ D de orden k ≥ 1 para f es aquel
donde exactamente las primeras k derivadas de f se anulan, i.e.





df
dz

(z0) = 0
...

dkf
dzk

(z0) = 0

dk+1f
dzk+1 (z0) 6= 0.

Un valor cŕıtico w0 ∈ Cw de f es la imagen de un punto cŕıtico, i.e.
w0 = f(z0).

El ı́ndice de ramificación de f en z0 es k + 1.

El significado del ı́ndice de ramificación se presentará en (4). Estos
conceptos están en consonancia con el hecho siguiente, f puede repre-
sentarse mediante una serie de potencias convergente en una vecindad
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de z0, i.e.

f(z) = f(z0) +
df

dz
(z0)(z − z0) + . . .+

1

k!

dkf

dzk
(z0)(z − z0)k+

1

(k + 1)!

dk+1f

dzk+1
(z0)(z − z0)k+1 + . . . (1)

Si z0 es punto cŕıtico de f , de orden k, entonces las primeras k derivadas
se anulan y se obtiene la serie

f(z) = f(z0) +
1

(k + 1)!

dk+1f

dzk+1
(z0)(z − z0)k+1 + . . .

La filosof́ıa es ((un punto cŕıtico z0 ∈ D de f es aquel donde algo es-
pecial ocurre con la red f ∗F1, f ∗F2)). El siguiente resultado lo establece
con precisión.

Teorema 4.1 (La forma normal local). Para una función f : D ⊆
Cz −→ Cw anaĺıtica compleja, las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes.

1) z0 ∈ D es un punto cŕıtico de f de orden k ≥ 1.
2) En un disco abierto de z0 suficientemente pequeño D(z0, r) ⊆ D,

f se escribe salvo cambios de coordenadas como

z 7−→ zk+1. (2)

3) Por z0 pasan exactamente k + 1 trayectorias de la red f ∗F1.
4) Por z0 pasan exactamente k + 1 trayectorias de la red f ∗F2.
5) En una vecindad abierta ponchada de z0 suficientemente pequeña

D(z0, r)\{z0} = {0 < |z − z0| < r}, la función restringida

f : D(z0, r)\{z0} −→ f(D(z0, r))\{f(z0)}
es k + 1 a 1.

La forma normal local de f en z0 ∈ D es (2).
Idea de la prueba. La afirmación (2) nos dice que existen dos cambios

de coordenadas anaĺıticos complejos z 7−→ g(z) y w 7−→ w− f(z0) tales
que el diagrama

D(z0, r) ⊆ D f(D(z0, r))

D2 C

f(z)

w − f(z0)g(z)

zk+1

-

-

6

?
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conmuta. La construcción de g puede leerse en [25, p. 284]. Véanse las
figuras 3 y 4. �

Conviene enfatizar la naturaleza de las afirmaciones en el teorema
4.1: (1) es una afirmación anaĺıtica, (2) es una condición de simplici-
dad, (3) y (4) son geométricas. Mientras que (5) solo usa conjuntos y
explica claramente el significado del ı́ndice de ramificación de f en z0.
Sorprendentemente las cinco afirmaciones son equivalentes cuando f es
anaĺıtica compleja.

Es inmediato verificar que los ceros z0 de f(z) con multiplicidad s ≥ 2
son puntos cŕıticos de orden s−1. Por ello ((los puntos cŕıticos de f son
más fácilmente visibles que los ceros simples de f )).

Recordemos que una función meromorfa en f : D ⊂ Cz −→ Cw es
aquella que en cada punto z0 ∈ D puede representarse mediante:
i) Una serie de potencias convergente (1) en una vecindad de z0, o
ii) una serie de potencias de la forma

f(z) =
a−k

(z − z0)k
+ . . .+

a−1

(z − z0)
+a0 +a1(z−z0)+ . . .+ak(z−z0)k+ . . .

(3)
convergente en una vecindad de z0 de la cual se remueve dicho punto,
con a−k 6= 0. En este caso z0 es un polo de f con multiplicidad−k ≤ −1.

¿Cómo usar la forma normal para estudiar los polos de una función

meromorfa f(z) : D ⊆ Cz −→ Ĉw?

Mantenemos la notación D para el dominio, si bien ahora puede

contener polos de f . Recordamos que la esfera de Riemann es Ĉ =
C∪{∞}. Utilizando la variable ν ∈ Z, por definición tenemos que:
f(z) posee un polo con multiplicidad ν ≤ −1 en z0 ∈ D si y solo si
1/f(z) posee un cero con multiplicidad ν ≥ 1 en z0.

Corolario 4.1 (La forma normal local para ceros y polos). Para una

función f : D ⊆ Cz −→ Ĉw meromorfa, no idénticamente constante, la
forma normal local de f en z0 ∈ D es

z 7−→





zν para z0 cero con multiplicidad ν ≥ 1

zν =
1

z|ν|
para z0 polo con multiplicidad ν ≤ −1.

En resumen, para una función f meromorfa en todos los puntos z0 ∈
D, tenemos las implicaciones siguientes

cero o polo de
multiplicidad
ν = ±1

=⇒ punto
regular ⇐⇒ ı́ndice de

ramificación 1,
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Figura 3. Mosaicos a dos colores para f(z) = zk, hemos coloreado de tal
forma que; z ∈ Cz es azul si Im zk > 0 y z ∈ Cz es gris si Im zk < 0 (la
definición 5.1 en §5 describirá nuestros mosaicos).

cero de
multiplicidad
ν ≥ 2

=⇒
punto cŕıtico
de orden
k = ν − 1 ≥ 1

polo de
multiplicidad
ν ≤ −2

=⇒
punto cŕıtico
de orden
k = |ν| − 1 ≥ 1





⇐⇒
ı́ndice de
ramificación
|ν| > 2.

(4)
Por ello se cumple que

{ceros y polos } ∩ {puntos cŕıticos} =

{ceros y polos con multiplicidad |ν| ≥ 2}. (5)
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Convenimos que la multiplicidad de los polos es negativa. Una ventaja

de ello es que toda función racional o meromorfa2 f : Ĉz −→ Ĉw

satisface la igualdad de Hurwitz
∑

(multiplicidades de ceros) +
∑

(multiplicidades de polos) = 0.

(6)
Ello nos lleva al concepto siguiente, el número n ≥ 0 de preimágenes
f−1(0) contadas con multiplicidad se llama el grado de f .

La igualdad (6) admite diversas pruebas. Una prueba casi topológi-
ca puede leerse en [18, cap. II §4], o bien usando la fórmula integral

1
2πi

∫
(f ′(ζ)/f(ζ))dζ que cuenta polos y ceros [25, p. 389], si bien este

camino requiere tratar con el infinito.
La naturalidad de las figuras 3 y 4 es como sigue: en la figura 3

se describe el comportamiento de los monómios f(z) = zk, mientras
que en la figura 4 se ilustra que este comportamiento persiste para
puntos cŕıticos de funciones arbitrarias. A continuación explicaremos la
conveniencia de usar dos colores en ellas.

5. Jalando colores; algoritmo de visualización de
Klein

En esta sección, nuestro objetivo es presentar un algoritmo de visuali-
zación que permita detectar los puntos cŕıticos de f con sus órdenes.

Como herramienta introducimos el siguiente concepto de mosaico ad
hoc.

Definición 5.1. Un mosaico a dos colores MΓ de la esfera de Rie-

mann Ĉz está generado por una gráfica Γ orientada, encajada en Ĉz,
de tal manera que

Ĉz\Γ =
(
T1 ∪ . . . ∪ Tυ ∪ . . .

)
︸ ︷︷ ︸

losetas azules

∪
(
T ′1 ∪ . . . ∪ T ′υ ∪ . . .

)
︸ ︷︷ ︸

losetas grises

, (7)

satisface lo siguiente:

i) Cada loseta Tυ o T ′υ es un dominio abierto, máximo y simplemen-

te conexo de Ĉz\Γ (la frontera de la cerradura de la loseta está
contenida en Γ).

ii) Cada loseta está coloreada con uno de dos colores posibles (azul
o gris).

iii) Dos losetas adyacentes mediante una arista de Γ poseen colores
distintos.

2 Por simplicidad, para funciones f : Ĉz −→ Ĉw usamos racional y meromorfa como sinónimos.
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iv) Cada vértice de Γ posee un número finito par o un número infinito
de aristas adyacentes.

En lo que sigue, convenimos que un mosaico MΓ y su descripción
como en (7) son un mismo objeto.

En casi todos nuestros ejemplos Γ y MΓ poseen un número finito
de vértices, aristas y losetas. Sin embargo, los ejemplos con un número
infinito de elementos son naturales y aún más interesantes.

Ejemplo 5.1. Consideramos un polinomio f de grado tres con puntos
cŕıticos z1, z2 de orden 1 y valores cŕıticos w1 = f(z1), w2 = f(z2).
De acuerdo a la forma normal tenemos dos ((mosaicos locales)) alrede-
dor de los puntos cŕıticos, véanse las figuras 4 y 5. ¿Es posible pegar
globalmente esos mosaicos locales de forma continua para formar un
mosaico a dos colores en todo el plano Cz? ¿Cómo podemos construir
ese mosaico?

punto regular
     de f

punto cŕıtico
de f orden 1

punto cŕıtico
de f orden 2

punto cŕıtico
de f orden 3

f

f

f

f

Figura 4. Mosaicos a dos colores en la vecindad de un punto regular y
puntos cŕıticos de órdenes 1, 2 y 3 (sin pérdida de generalidad con valor
cŕıtico 0).
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Figura 5. Los mosaicos locales para un polinomio de grado tres deben
pegar globalmente para formar un mosaico de Klein bien definido en todo

Cz.

Algoritmo de visualización de Klein (para funciones meromorfas
en la esfera de Riemann).

Consideramos una función meromorfa

f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 2.

Paso 1. Localizamos los puntos cŕıticos de f

z1, . . . , zm ⊂ Ĉz

y calculamos sus valores cŕıticos

w1, . . . , wn ⊂ Ĉw,

donde claramente m ≥ n. Más aún es posible mostrar que

2n− 2 ≥ m ≥ n ≥ 2,

pero no usaremos esta cota expĺıcitamente.

Paso 2. Consideramos una trayectoria orientada γ ⊂ Ĉw que pasa una
vez por todos los valores cŕıticos de f y que divide la esfera de Riemann
en dos dominios abiertos de Jordan

Ĉw\γ = T︸︷︷︸
loseta
azul

∪ T ′︸︷︷︸
loseta
gris

.

Convenimos que el dominio de Jordan (o loseta) T es aquel cuya fron-
tera es recorrida por γ en sentido antihorario y lo coloreamos con azul.
Paso 3. Calculamos la trayectoria generadora del mosaico

Γ = f ∗γ = {z | f(z) ∈ γ} ⊂ Ĉz.

Usando la continuidad de f y la forma normal es fácil verificar las
siguientes propiedades de la trayectoria generadora Γ:

1) es compacta,
2) está orientada,
3) contiene cada punto cŕıtico de f ,
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4) divide a Ĉz en dominios de Jordan.

Paso 4. Coloreamos las losetas (componentes abiertas conexas) de

Ĉz\Γ como sigue:

i) un punto z ∈ Ĉz es azul si f(z) está en la loseta azul T ,

ii) un punto z ∈ Ĉz es gris si f(z) está en la loseta gris T ′.

El siguiente algoritmo, nosotros lo atribuimos a F. Klein, quien pre-
sentó bellas figuras, véase [7], [15] y [26]. Aunque esas ideas también
están impĺıcitas en el trabajo de H. A. Schwarz [27] sobre ecuaciones
diferenciales, véase el comentario 2 en §9. El algoritmo se puede resumir
como sigue.

Teorema 5.1 (F. Klein). 1) Toda función meromorfa f : Ĉz −→ Ĉw,
de grado n ≥ 1, provista de una trayectoria γ que recorre sus valores
cŕıticos, determina un mosaico a dos colores

Ĉz\Γ = T1 ∪ . . . ∪ Tn︸ ︷︷ ︸
losetas azules

∪T ′1 ∪ . . . ∪ T ′n︸ ︷︷ ︸
losetas grises

, (8)

con n losetas de cada color.

2) La función f restringida a dos losetas adyacentes

f : T` ∪ T ′` −→ Ĉw\γ
es 1 a 1.

La ecuación (8) coincide con la definición 5.1, donde cada componente
conexa abierta de (8) es una loseta. La elección de γ y el cálculo de
Γ = f ∗γ pueden ser no triviales. Las veces que Γ atraviesa por un
punto cŕıtico zj dependen de la multiplicidad del punto. Para empezar
es conveniente el siguiente concepto.

Definición 5.2. Una función meromorfa f : Ĉz −→ Ĉw es afortunada3

si todos sus valores cŕıticos w1, . . . , wm están en R∪{∞}.
Corolario 5.1. Para una función meromorfa f : Ĉz −→ Ĉw afortuna-
da, su trayectoria generadora

Γ = {Im (f(z)) = 0} ⊂ Ĉz,

describe un mosaico a dos colores de Ĉz, con f(T`) = {w | Im (w) > 0}.
Observamos que Γ es fácil de graficar (en casos simples) y proviene

de jalar una trayectoria horizontal, por ello Γ ⊂ Cz es una trayectoria
de f ∗F1.

Las transformaciones de Möbius son los automorfismos anaĺıticos
complejos de Ĉ y nos permiten llevar cualquier ćırculo de Ĉw en la

3 Esta terminoloǵıa es sugestiva en castellano, por eso la introducimos, véase el comentario 7

en §9.
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recta R∪{∞}. Si los valores cŕıticos de g(z) están en un ćırculo, enton-
ces podemos llevarlos a R∪{∞}, como sigue:

Cz

Ĉw

Ĉz .

g(z)

M ◦ g(z)

M(w) =
aw + b

cw + d

��
�
��*

H
HHH

Hj
?

Por ello y sin pérdida de generalidad, para tal g tenemos que su
trayectoria generadora es

Γ = {Im (M ◦ g(z)) = 0} ⊂ Ĉz.

6. Familias de mosaicos

Ejemplo 6.1 (Monomios de grado n). Consideramos la función

zn : Ĉz −→ Ĉw, n ≥ 2,

en la esfera de Riemann. Es útil usar notación de parejas

(punto, multiplicidad u orden) ∈ Ĉ× Z

para polos, ceros y puntos cŕıticos (dichas parejas son llamados divisores
en geometŕıa algebraica). A continuación agrupamos sus datos.

Tabla. Para z 7−→ zn.
polos, ceros, puntos cŕıticos zj, valores cŕıticos

multiplicidad multiplicidad orden wι

(∞,−n) (0, n) (0, n− 1) 0
(∞, n− 1) ∞

La trayectoria generadora de zn está formada por; n rectas por el origen
que forman ángulos π/n y el ∞. Para grado n = 2, 3, 4 ellas son

{Im z2 = 0} = {2xy = 0} ,
{Im z3 = 0} =

{
y
(√

3x− y
)(√

3x+ y
)

= 0
}
,

{Im z4 = 0} =
{

4xy
(
x− y

)(
x+ y

)
= 0
}
.

El mosaico Ĉz\Γ de zn es una esfera con n gajos azules y n gajos grises,
véase las figuras 6 y 7.

Ejemplo 6.2 (Polinomios de grado 3). Consideramos en la esfera de
Riemann un polinomio afortunado de grado 3 con dos puntos cŕıticos
finitos de orden 1, como en la siguiente:
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Tabla. Para z 7−→ z3

3
− z.

polos, ceros, puntos cŕıticos zj, valores cŕıticos
multiplicidad multiplicidad orden wι

(∞,−3) (0, 1) (−1, 1) 2
3

(
√

3, 1) (1, 1) −2
3

(−
√

3, 1) (∞, 2) ∞
Su trayectoria generadora es

{
Im

(
z4

2
− z2

2

)
= 0

}
=

{
y
(
− 1 + x2 − 1

3
y2
)

= 0

}
⊂ Ĉz.

Véase la figura 6.

∞

∞

∞z3

∞

Figura 6. Dos mosaicos de Klein para polinomios de grado 3.

Ejemplo 6.3 (Polinomios de grado 4). Consideramos en la esfera de
Riemann dos polinomios afortunados de grado 4, como sigue:
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Tabla. Para z 7−→ z4

4
− z2

2
.

polos, ceros, puntos cŕıticos zj, valores cŕıticos
multiplicidad multiplicidad orden wι

(∞,−4) (0, 2) (−1, 1) 1
4

(
√

2, 1) (0, 1) 0

(−
√

2, 1) (1, 1) −1
4

(∞, 3) ∞
Es un polinomio afortunado y su trayectoria generadora es{

Im

(
z4

4
− z2

2

)
= 0

}
=
{
xy(−1 + x2 − y2) = 0

}
⊂ Ĉz.

El polinomio siguiente también es afortunado y posee 3 puntos cŕıticos
de orden uno.

Tabla. Para z 7−→ z4

4
− z3

3
− z2

2
+ z.

polos, ceros, puntos cŕıticos zj, valores cŕıticos
multiplicidad multiplicidad orden wι

(∞,−4) (0, 1), (c2, 1) (−1, 1) −11
12

(c3, 1), (c4, 1) (1, 2) 5
12

(∞, 3) ∞
Los puntos cŕıticos son fáciles de calcular, en contraste, los ceros poseen
expresiones más complicadas, por ejemplo

c1 = 4/9 +
(

7(5)2/3(1 + i
√

3)
)
/
(

9(2(107− 27
√

11))1/3
)

+
(

((1− i
√

3)(5(107− 27
√

11))1/3
)
/
(
9(2)2/3

)
.

Además su trayectoria generadora es
{
Im

(
z4

4
− z3

3
− z2

2
+ z

)
= 0

}
=

{
y

(
(x− 1)2(x+ 1) +

(
−x+

1

3

)
y2

)
= 0

}
.

Véase la figura 7.

¿Por qué hemos preferido esos ejemplos de polinomios de grados 3 y
4 en las figuras 6 y 7?
Una primera clasificación de los polinomios de grado n (fijo) en subfa-
milias usa que ellos poseen n− 1 puntos cŕıticos finitos. Cada partición

{k1, k2, . . . , k`}, con
∑̀

j=1

kj = n− 1,
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Figura 7. Tres mosaicos de Klein para polinomios de grado 4.

determina una subfamilia de los polinomios complejos de grado n, con

puntos cŕıticos finitos de esos órdenes (el orden n−1 del punto∞ ∈ Ĉz

se obvia). Nuestros ejemplos describen las posibles familias de polino-
mios para grados 2, 3 y 4, de acuerdo a los órdenes de puntos cŕıticos
finitos determinados por las particiones del grado correspondiente

grado 2 {1}
grado 3 {1, 1}, {2}
grado 4 {1, 1, 1}, {2, 1}, {3}.

Ejemplo 6.4 (Funciones racionales). Mostramos en la figura 8 cuatro
funciones racionales. La primera f(z) = 1/z es una función de Möbius

y carece de puntos cŕıticos en Ĉz, por lo que el algoritmo de Klein no

puede aplicarse (si bien dividir la esfera Ĉw usando R∪{∞} y jalar
los colores es natural). Los otros tres ejemplos son funciones racionales
con coeficientes reales, no afortunadas. Es fácil verificar que sus puntos
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cŕıticos en Cz son de orden 1 y vienen en parejas conjugadas complejas,
pero no reales.

0

0∞
∞

Figura 8. Cuatro mosaicos de Klein para funciones racionales de grados 1 a 4.

Ejemplo 6.5 (Funciones racionales afortunadas). Mostramos en la fi-
gura 9 cuatro funciones racionales afortunadas. Es un problema abierto
describir la topoloǵıa de los mosaicos que provienen de funciones racio-
nales afortunadas, para todos los grados.
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z3

z2 − 1

z4

z2 − 1

z5

z2 − 1

z6

z2 − 1

∞

R

Figura 9. Mosaicos de Klein para funciones racionales afortunadas, i.e. con
todos sus valores cŕıticos reales.

Ejemplo 6.6 (Funciones trascendentes). El algoritmo de Klein pue-
de extenderse para muchas funciones trascendentes con singularidades

esenciales4 aisladas f : Ĉz −→ Ĉw cuando seleccionamos γ adecuada-
mente.

Consideramos la función exponencial

ez : Cz −→ Cw .

Vista en Ĉz, el punto ∞ es una singularidad esencial aislada. La fun-

ción exponencial no posee puntos cŕıticos de orden finito en Ĉz. Po-

demos decir que posee un punto cŕıtico de orden infinito en ∞ ∈ Ĉz,

con valores asintóticos 0,∞ ∈ Ĉw respectivamente, para mayor detalle
véase [6]. Por ello proponemos γ = R∪{∞} y el algoritmo de Klein
trabaja, véase la figura 10. La trayectoria generadora que resulta es

{Im (ez) = 0} = {ex sen(y) = 0} ⊂ Cz .

Como segundo ejemplo, la función

sen(z) : Cz −→ Cw

4 Recordemos que z0 es una singularidad esencial de una función f(z), cuando el desarrollo en

series de Laurent de f(z) alrededor de z0 posee un número infinito de potencias negativas.
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1

1

−1

−1

0

π−π

π

2

−π

2

3π

2

2π

−πi

πi

0 0 1−1

ez

−π2ππi

3π

2

Figura 10. Mosaicos de Klein para tres funciones trascendentes en el plano
complejo (ez no asume el valor cero, hemos removido dicho valor en el
contradominio).

satisface que sus puntos cŕıticos finitos y sus valores cŕıticos coinciden
con los de la función real sen(x). El seno es una función afortunada y
su trayectoria generadora es

{Im (sen(z)) = 0} = {cos(x) senh(y) = 0} =
{

1

4
(e−ix + eix)(ey − e−y) = 0

}
⊂ Cz .

En la figura 11 mostramos los mosaicos de las funciones exponencial, el
coseno y la cotangente en la esfera de Riemann. En particular, los mo-
saicos de la exponencial y la cotangente son anaĺıticamente equivalentes
bajo los siguientes cambios de coordenadas:
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Ĉz Ĉw

Ĉz Ĉ

ez

i
w + 1

w − 1
2iz

cot(z)

-

-

6

?

véase [23, p. 85].

i

Figura 11. Mosaicos de Klein para funciones trascendentes. En los 3 casos

el número de losetas que se acumulan en ∞ ∈ Ĉz es infinito.

Ello naturalmente origina los siguientes conceptos.

Definición 6.1. Dos mosaicos a dos colores MΓ y MΥ, generados por

dos gráficas Γ, Υ en Ĉz, son anaĺıticamente equivalentes si existe
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una transformación de Möbius que lleva Γ en Υ preservando sus orien-
taciones (el ejemplo anterior ilustra esta definición).

Dos mosaicos MΓ y MΥ, son topológicamente equivalentes si
existe un homeomorfismo topológico de la esfera de Riemann que lleva
Γ en Υ preservando sus orientaciones.

Observación 6.1. Para construir el mosaico en el caso de tener sin-
gularidades esenciales aisladas, es necesario que γ visite una vez cada
valor cŕıtico y cada valor asintótico. Véase [6] para la descripción to-
pológica de los valores asintóticos y [2, §3.1, §4.3] para la teoŕıa que
surge de jalar la red cartesiana bajo funciones con singularidades esen-
ciales.

Como hemos visto en §4 y §5, un punto cŕıtico z0 de f determina en
su mosaico de Klein una esquina con número finito de losetas (i.e. un
vértice z0 de Γ con un número finito de aristas). Ello nos conduce al
resultado siguiente.

Corolario 6.1. Para f : Ĉz −→ Ĉw con singularidades esenciales
aisladas (en el sentido de series de Laurent). Si es posible construir

un mosaico de Klein tal que un punto e0 ∈ Ĉz aparece como esquina
de una infinidad de losetas del mosaico, entonces e0 resulta ser una
singularidad esencial aislada de f .

7. ¿Un rećıproco para el algoritmo de Klein?

El algoritmo de visualización de Klein visto mediante un diagrama es
como sigue:

valores cŕıticos
{w1, . . . , wn} y γ ⊂ Ĉw

mosaico a dos colores
Ĉz\Γ

curva generadora
Γ = f ∗γ

f : Ĉz −→ Ĉw

¿ . . .?

�
�
��@

@
@R

�
�

�	 @
@

@I

Los signos de interrogación nos sugieren la búsqueda de funciones a
partir de mosaicos a dos colores topológicos en el plano o en la esfera de
Riemann, véase la figura 12. De acuerdo a [11], los mosaicos topológicos
(a)–(e) provienen de funciones meromorfas adecuadas.
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a) b) c)

d) e) f)··
·

··
·

··
·

···
···

Figura 12. ¿Cuáles de estos mosaicos topológicos a dos colores son equi-
valentes topológicamente al mosaico de alguna función meromorfa?

Un contraejemplo debido a W. P. Thurston. El mosaico (f) en
la figura 12 se debe a W. P. Thurston. Este mosaico topológico a dos
colores no es equivalente topológicamente al mosaico de una función
racional, véanse la figura 3 en [16] y el comentario 8 en §9.

Un resultado rećıproco al algoritmo de visualización de F. Klein, es
como sigue.

Teorema 7.1 (L. J. González–Cely [10]). Todo mosaico a dos colores

en Ĉz:

1) Con n ≥ 2 mosaicos azules y n grises (coloreados alternadamente)
y

2) donde todas las losetas escapan una vez a ∞ ∈ Ĉz,

es equivalente topológicamente al mosaico de un polinomio complejo

P : Ĉz −→ Ĉw

de grado n (construido mediante el algoritmo de visualización de Klein,
para una trayectoria γ adecuada).

8. Jalando la red polar

Debido a que los ceros y polos simples son puntos regulares (5), en
general ellos no son detectados por los mosaicos de Klein. Buscando
enmendar esta situación, en esta sección, nuestro objetivo es presentar
un algoritmo de visualización para una función f que permita detectar:
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• los ceros de f con sus multiplicidades,
• los polos de f con sus multiplicidades,
• los puntos cŕıticos de f con sus órdenes.

Proveemos a la esfera de Riemann Ĉw de la red polar de trayectorias
radiales y circulares

R = {arg(z) = θ0 | θ0 ∈ [0, 2π)}︸ ︷︷ ︸
en negro

, C =
{
|z| = r0 | r0 ∈ R+

}
.

En la figura 14, hemos dibujado la familia de trayectorias R en la esfera

de Riemann Ĉw. Es conveniente enfatizar que, los ćırculos maximales

que pasan por 0 e ∞ en Ĉw se descomponen en dos trayectorias de
R y sus puntos extremos; análogamente como ocurre con R− ∪{0} ∪
R+ ∪{∞}.
Observación 8.1 (Propiedades de la red polar). 1. Por cada punto

z ∈ Cz \{0} pasan exactamente una trayectoria radial de R y una
trayectoria circular de C.

2. Las trayectorias radiales y circulares forman un ángulo de π/2.
3. Las trayectorias radiales R están orientadas, i.e. dados dos puntos

en una trayectoria radial el más cercano al origen antecede al más
lejano al origen.

Algoritmo de visualización jalando la red polar (para funciones
meromorfas en la esfera de Riemann).
Consideramos una función meromorfa

f : Ĉz −→ Ĉw, de grado n ≥ 1.

Paso 1. Localizamos los ceros y polos de f con sus multiplicidades, los
puntos cŕıticos de f

z1, . . . , zm ⊂ Ĉz

(con sus órdenes) y calculamos sus valores cŕıticos

w1, . . . , wn ⊂ Ĉw.

Paso 2. Definimos dos losetas en Ĉw de colores azul y gris para {Im (w)
> 0} e {Im (w) < 0} respectivamente, obteniendo

Ĉw\ {R+ ∪{∞} ∪ R− ∪{0}} = T︸︷︷︸
loseta
azul

∪ T ′︸︷︷︸
loseta
gris

.

Paso 3. Calculamos la trayectoria generadora del mosaico

Γ̂ = {z | Im (f(z)) = 0} ⊂ Ĉz.

Paso 4. Con ello Ĉz\Γ̂ queda descompuesta en losetas que coloreamos
como sigue.

1) un punto z ∈ Cz es azul si Im (f(z)) > 0,
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2) un punto z ∈ Cz es gris si Im (f(z)) < 0.

Véase la figura 14.
El algoritmo que nosotros atribuimos a S. Smale (quien lo introduce

en sus trabajos con campos de Newton en [28] y posteriormente mejo-
rado por H. Benzinger [5] y A. Alvarez–Parrilla et al. [1], [3, §4.4]), nos
proporciona el siguiente resultado.

Teorema 8.1 (S. Smale). 1) Toda función meromorfa f : Ĉz −→ Ĉw,
de grado n ≥ 2, determina un mosaico a dos colores

Ĉz\Γ̂ = T1 ∪ . . . ∪ Tn︸ ︷︷ ︸
losetas azules

∪T ′1 ∪ . . . ∪ T ′n︸ ︷︷ ︸
losetas grises

, (9)

donde n ≤ n, con igualdad si y solo si f es afortunada.

2) Los ceros f son pozos (atractores) y los polos son fuentes (repulsoras)
de las trayectorias f ∗R; en esos puntos las losetas alternan sus colores.

3) Los puntos cŕıticos de f (distintos de ceros y/o polos) son multi–
sillas de las trayectorias f ∗R.

4) Las multiplicidades de los ceros, polos y los órdenes de los puntos
cŕıticos están dados como en la figura 13 para las trayectorias de f ∗R.

Con ello hemos extendido la idea del algoritmo de Klein, incluyendo
la detección de singularidades esenciales como en el corolario 6.1.

Ejemplo 8.1. Consideramos la siguiente función racional

z3 − 1

z2
: Ĉz −→ Ĉw

y agrupamos sus datos a continuación.

Tabla. Para z 7−→ z3−1
z2

.

polos, ceros, puntos cŕıticos zj, valores cŕıticos
multiplicidad multiplicidad orden wι

(0,−2) (1, 1)
(
21/3e

π
3
i, 1
)

3
22/3

e
π
3
i

(∞,−1)
(
e

2π
3
i, 1
) (

21/3eπi, 1
)

3
22/3

eπi

(
e

4π
3
i, 1
) (

21/3e
−π
3
i, 1
)

3
22/3

e
−π
3
i

(0, 1) ∞
La trayectoria generadora es

Γ̂ =

{
Im

(
z3 − 1

z2

)
= 0

}
= {y(x4 + y4 + 2x2y2 + 2x) = 0} ⊂ Ĉz,

ella consta del eje real y un óvalo simétrico respecto a dicho eje, que
pasa por 0, −21/3.



VISUALIZACIÓN DE FUNCIONES COMPLEJAS 103

2 3

· · ·
−2 −3

· · ·

· · ·

orden 1 orden 2 orden 3

1

−1

puntos regulares puntos cŕıticos

  ceros con
multiplicidad

  polos con
multiplicidad

Figura 13. Comportamiento local de f∗R alrededor de zj ∈ Ĉz. En la
primera ĺınea, los ceros de f son pozos (atractores). En la segunda ĺınea, los
polos de f son fuentes (repulsoras). En la tercera ĺınea, primera columna
punto regular de f , en el resto los puntos cŕıticos de f son multi–sillas con
un número par de sectores hiperbólicos. En la tercera ĺınea el color es azul
si el valor cŕıtico satisface que Im (f(zj)) > 0, es gris si Im (f(zj)) < 0,
o tienen colores alternados (como en la figura 4) si f(zj) = 0, ∞. Las
columnas 2, 3, . . . describen los puntos cŕıticos de orden 1, 2, . . ..

Es instructivo considerar la composición (1/w) ◦
(
(z3 − 1)/z2

)
y ve-

rificar como cambian los ceros, polos y puntos cŕıticos.

Tabla. Para z 7−→ z2

z3−1
.

polos, ceros, puntos cŕıticos zj, valores cŕıticos
multiplicidad multiplicidad orden wι

(1,−1) (0, 2)
(
21/3e

π
3
i, 1
)

22/3

3
e

2π
3
i

(
e

2π
3
i,−1

)
(∞, 1)

(
21/3eπi, 1

)
22/3

3
eπi

(
e

4π
3
i,−1

) (
21/3e

−π
3
i, 1
)

22/3

3
e
π
3
i

(0, 1) 0

La figura 15 muestra los mosaicos de Smale y de Klein para (z3−1)/z2.
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0∞

∪ ∪

∞

f

f

Cz Cw

γ = R

γ = R

Figura 14. Los mosaicos locales para una función meromorfa deben pegar

globalmente para formar un mosaico a la Smale bien definido en todo Ĉz\Γ̂.

Recordemos que en el algoritmo de Smale γ = {R+ ∪{∞}∪R− ∪{0}}.
Ahora aplicando los algoritmos de Klein y Smale; f meromorfa en Ĉ es

afortunada si y solo si Γ = Γ̂ es posible para una elección adecuada de
γ.

9. Breves palabras del desarrollo de esta técnica

Como gúıa inicial de la literatura para el lector interesado, hacemos los
siguientes comentarios (necesariamente incompletos).

1. Hasta donde sabemos F. Klein fue pionero en construir mosaicos
asociados a funciones anaĺıticas complejas, elaboró bellas figuras que
pueden admirarse en [7], véase también [15] y [26].

2. A. H. Schwarz estudió mosaicos de Ĉ que provienen de ecuaciones
diferenciales complejas de segundo orden, en particular la ecuación hi-
pergeométrica de Gauss, véase [27] para su trabajo original. En [31,
§5.3], M. Yoshida proporciona una explicación moderna de la teoŕıa y
figuras expĺıcitas para los mosaicos que emanan de la teoŕıa de Gauss–
Schwartz.
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Ĉw

Ĉz
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Figura 15. Mosaicos para la función meromorfa f(z) = (z3 − 1)/z2 de

grado n = 3 y no afortunada. a) Mosaico de Smale Ĉz\Γ̂ obtenido jalando

la red polar bajo f , aparecen 2n = 4 losetas. b) Mosaico de Klein Ĉz\Γ
para la misma función, aparecen 2n = 6 losetas de acuerdo al teorema 5.1.

Evidentemente Γ̂ 6= Γ.

3. R. Nevanlinna estableció un diccionario entre: funciones anaĺıticas
complejas, mosaicos y gráficas discretas, véanse [21], [22, cap. XI §2] y
[23, cap. 6].

4. Motivados por problemas variacionales J. Jenkins [13] y K. Strebel
[29] introdujeron las redes de trayectorias horizontales y verticales para
diferenciales cuadráticas. S. Kerckhoff et al. [14], observaron que esas
foliaciones son flujos de billares (1–formas holomorfas). En [20] se enun-
ció la equivalencia entre diferenciales cuadráticas, 1–formas y campos
complejos (en la categoŕıa racional compleja). Recientemente en [2], la
equivalencia se extiende para el caso de funciones anaĺıticas complejas
con singularidades esenciales.

5. G. V. Bely̆ı introdujo el estudio de superficies de Riemann com-
pactas S y mosaicos formados por copias de un triángulo euclidiano
fijo. Ello es equivalente a considerar funciones racionales con solo tres
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valores cŕıticos, digamos {0, 1,∞}; que ahora se conocen como funcio-
nes de Bely̆ı. Ello dio origen a la teoŕıa de dibujos de niños (dessins
d’enfants) impulsada por A. Grothendieck en su manuscrito Esquisse
d’un programme (1984). El trabajo original de Bely̆ı es [4]; [19] presen-
ta una introducción, mientras que [17, cap. 2] proporciona una visión
panorámica.

6. La idea de jalar la red polar se debe a S. Smale. El resultado de jalar
el campo radial atractor bajo una función, f ∗(−x ∂

∂x
− y ∂

∂y
) se conoce

como campo de Newton asociado a f y tiene la propiedad de que el
ω–ĺımite de sus trayectorias coincide con los ceros de f . Véanse [28],
[1], [2, §3.2] y [3]. Ello produce un ((método de Newton continuo)) para
hallar ceros de funciones anaĺıticas complejas.

7. A. Eremenko y A. Gavrielov establecierón en [9] el resultado siguien-
te. Si todos los puntos cŕıticos de una función racional f pertenecen a
un ćırculo C en la esfera de Riemann, entonces f(C) es también un ćırcu-
lo. Esta es nuestra motivación para el concepto de función meromorfa
afortunada.

8. W. P. Thurston hab́ıa enunciado desde mediados de los 80’s un
resultado profundo de caracterización combinatoria de la dinámica de
una función racional; ver el enunciado y la prueba en A. Douady y
J. H. Hubbard [8]. Thurston mismo formuló la pregunta: ¿cuándo un
mosaico a dos colores (topológico) en la esfera proviene de una función
racional? Véase S. Koch y T. Lei [16].

9. Al jalar mediante f las redes cartesianas o polares se obtienen cam-

pos vectoriales anaĺıticos complejos en Ĉz; que a priori tienen ceros,
polos, singularidades esenciales y puntos de acumulación de las tres an-
teriores clases. El resultado rećıproco es válido; ((todo campo anaĺıtico
complejo singular en una superficie de Riemann que posee ceros, polos,
singularidades esenciales y puntos de acumulación puede obtenerse ja-
lando la red cartesiana o la red polar, para funciones adecuadas)), véase
[2, §3].

10. El trabajo de A. Guillot [12] muestra otras bellas relaciones entre
campos vectoriales complejos y estructuras geométricas.

Agradecimiento. A Iván González Ballesteros quién colaboró en la
presentación de las figuras.
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[10] L. J. González–Cely, ((Combinatorial aspectos of complex polynomials and tesellations
of the Riemann sphere)), 2019.
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