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ALGUNAS APLICACIONES DEL ALGEBRA
LINEAL EN LA GEOMETRIA EUCLIDIANA

Por: lLuis Verde Star

Sean L., 'L-2~ dos segmentos de recta en el plano euclidiano ]RZ .

1

Supongamos que los extremos de- L son los puntos a y b v los ekffemos

de L, son ¢ y_d. Notacién : L1¥ fa,b7, L2=[c,d 1 .

Si por los extremos de L. trazamos rectas paralelas a L, y por

1

los extremos de ”LZ trazamos rectas perpe_ndicula.res a L

5" los puntos

de interseccién de éstas cuatro rectas, que llamaremos. p,q,r,s, son los
vértices de un rectidngulo, diremos que éste rectingulo estd generado por

L1 y L2 (en éste orden), (Ver fig. 1)

Si.ahora repetimos tal construccién pero reemplazando \L,1 “por

L, v L

5 por L

obtendremos un rectidngulo con vértices e,f,g,h, en

2 1’

g\énel_"é,il" diferente del rectingulo ¥p,q, T8, .

Fig. 1
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Demostraremos que el 4rea del rectdngulo p,q,r,s esigual que el 4rea
del'recténgulo e,f,g,h . Nbétese que en algunos casos, como L1 parale-

lo a LZ 6 1ongitud Li=0, 'i=16 2 ambos rectingulos se reducen a un seg-

i

mento de recta, Nbtese también que la construccibén de tales rectingulos se

puede efectuar para cualquier par de segmentos Ll s L2 aun cuando éstos

segmentos de recta no se intersecten.

Introducimos ahora un sistema de coordenadas cortesianas ortogona=-
les e identificamos los puntos del plano con vectores de R usando la nota-
P o ) | 2 2 . '
‘c1on X =‘(x1,x2), »y=(y1>,y2) etc, vy ”x ” = XI + x2 ‘= longitud del vector x .
%

Si %X,y e¢e® definimos: (x,y)= 1 N » entonces tenemos que
: x, ¥, :

. det (x,y)= X ¥V, " %X, V)
Recordemos que toda rotacidn en R se puede representar por una matriz

Cos o sen q ; o >
304— ~a<eo=zT , que detR, =cos, +sen, =l

N

’ o
c\~sen ¢ cos ¢

y que |l R«x = 1xI para todo x QIRZ .

Usaremos también que det(ST)= det S -det T, donde Sy T son matrices

cuadradas de la misma dimensién.



-21 -
Sean U=b-a, v=d-c, = |'det(u »v) |

Proposicién: A= irea del rectingulo p,q,r,s,= irea del rectdngulo e,f,g,h.

Demostracién : Sea Ry una rotacién tal que u'=Ra u=‘(ui ,0),
( &=~ arctan (uz/ul), Ol=w TT/Z si u1=0) , sea v'=R0, v . Entonces

ROL (ﬁ,v)=(u',v') y por lo tanto det(u',v')=det R, det(u,v)=det' (a,v)

| ’ v 1 ! !

y A: |de‘c(u,v)!=‘uivé—u2_vl 1V2 |= lul | ‘Vzl

pero |w [ =llu'.=flull 'y  Iv) | = longitud de la componente
de ! 'perpendicular a u'= longitud de la componente de- v perpendicu-

lar 2 u, por lo tanto A es el 4rea del rectingulo P,q,T,8 »

Si tomamos una rotacién RB tal que v'=R v‘=(Vi »0), u'=Rz u

B8
1

1

obtenemos A= | det(u',v') | = l-u"z v bvy 1] 'u_'z =¥ - longitud

de la componente de' u pe‘rpen‘dicular a v = 4rea del rectdngulo e,f,g,h.

Corolario 1: Si a,b son los extremos de un lado de un rectdnguloy d es
cuaiquier punto en el lado opuesto, entonces el 4rea del rectidngulo es igual a

Idet(b-'a', d-a) |

Demostracién.- Témese a=c en la proposicién anterior.

Corolario 2: Si a,b,c son los vértices de un tridngulo entonces el 4rea del .

L3



-22 -
tridngulo esti dada por 1/2 | det(b-a, c-a) |

Demo straciéﬁ. - fConst‘ruimos un. rectingulo en la fof«rrné siguiente: por los
puntos ayb trazamés-r,ectas perpendiculares al,s'egment.o ‘\: a,b ] ,

por el punto ¢ trazamos una recfé pa‘t‘ral‘ela ail segir;ento | tia..,b' ‘] , sean |
py q los puntos deviiite‘:‘fseccv:i»c'm de ‘e's;cas i‘ectas. Es claro que | -p,q,a,b( |

son los Vérfices de un rectingulo (ver fig. 2) .

c Q
Fig. 2 .
a b
Area del tridngulo cab = irea del tridngulo p-a:b  pues tienen la
misma base y la misma altura = [|p-a || ,

pero drea del tridngulo pab =1/2 4rea del rectdngulo p,q,a;b, vy éste
es el recta',ngulo generado por los segmentos L1= [a,c T, L2'=[ a,b ]

y por lo tanto su drea es iguala | det(b-a,c-a) |

El corolario anterior puede utilizarse para calcular 4reas de poligo-
nos (no necesariamente convexos). Por ejemplo, si al;'az, ' ra."3, coe ah.
son los vértices de un poligono estrellado con respecto a un punto. b en

su interior, (esto es; los segmentos [ ai,b ] estin contenidos en el inte~-

rior del poligono para: i=1,2,..., n) y ademis los vértices estdn ordéna-

4
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dos de tal forma que el fndice i crece al recorrer el perimetro del poli-
’gono en la direccibén positiva usual (contra las ‘manec':illas del reloj) entonces,
si definimos u.,= a.=b,! i=1,2,4ee, 0, U ,_ =W Yy denotamos el 4rea del

oo 1 - ntl 1- R ‘ -

poligono por A tendremos

2}

A=1/2 ,det(ui y ui+1)

T

i=1
No es necesario tomar valores absolutos debido a las condiciones de
orientacién de los vértices. Nbtese que el punto b puede ser alguno de los

vértices del poligono.

Para evaluar un determinante solo se requieren operaciones de suma y
multiplicacién, por ésto en algunos casos es méis conveniente calcular dreas
usando determinantes que usando trigonometria o f6rmulas que requieren el

c4lculo de distancias y por tanto de raices cuadradas.

. Estudiaremos ahora la relacién entre el producto ekscaﬁlar en RZ y le

funcidén ‘det considerada como una funcién de dos variables de R .

Si %, v € IR.Z denot_amo_sv el producto escalar de x e y por ‘

<Xy > = x‘1y1 +t %, 7, y definimos arg(x)= &4ngulo desde el veétor

A

(1,0) =l vector x medido en la direccibén positiva usual (contra las maneci-

-5 =
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. s N, , 2 :
llas del reloj). Definimos la funcién y .. y* para y e R por la ecua-

cién y¥=(-y ,yl), entonces tenemos:

2

(y¥)e=y , fy¥l = Nyl . argly®)= m/2 +argly)

Del corolario 1 se obtiene que para todo par de vectores X,y € R

ldettx,y) [ = x| |yl [sene] donde B=arg(y)-arg(x) ,

‘como las rotaciones del plano tienen determinante igual a +1 es facil ver

que’ ‘;iet(x,y) ==l Jly| sen ® pues es suficiente considerar el caso

x=(x1,.0) .

Consideremos.la ecuacién :
L eX, ¥y s ==y, Xy + V) %5 = det(y,x) = - det(x,y)

como -(y*)*=vy ' se tiene
<X,y >= - det(x,y*)

== fix | I y*|senfargly¥)-arg(x) )

- x| Iyl senln/2 vargy)-ars(e))

S x| v | costarely-areta))

= |x || Uy cos 6  donde 6 es el dngulo entre

X e y.

(la or'ientaci()n de '8 no importa porque cos 8= cosg(-8)) .
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Este Gltimo resultado generalmehte se demuestra utilizando la ley de los co-

senos, aqui hemos usad6 la identidad cos 6=~ sen( w/2 +86)

También se pueden usar determinantes para calcular volimenes, por ejem-

plo: si :a,b,c,d son puntos en HR3 tales que los segmentos .
fTa,b], [a,c ], [ a,d ] son aristas de un paralelepipedo, el vo-
lumen de éste es igual a ] det(b-a, c-a, d-a) | , pues. se puede encon-

trar una rotacién que transforma la matriz (b-a, c~a, d-a) en la matriz

{ : \
Tl bea I 0 0
0 Fpeayp o
0 O-At”d—a”
& . s




