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ALGUNAS APLICACIONES DEL ALGEBRA 
LINEAL EN LA.GEOMETRIA EUCL~DIANA 

Por:· Luis Verde Star 

Sean L
1

, L
2 

dos segmentos de recta en el plario eüclidiano m.2 
• 

Supongamos que los extremos de· L1 son los puntos ~ y b y los eXtremos 

de L 2 son .f. y-ª... Notaci6n: L¡= [a, b J, L 2= [ c,d ] 

. . 

Si por los extremos de L
1 

trazamos rectas paralelas a L
2 

y por 

,• 

los extremos de L 2 t!azamos rectas per~endicµlares a L
2 

, los puntos 

de intersección de éstas cuatro rectas, que llamaremos. p,q,r, s, son los 

vértices de un rectángulo, diremos que éste rectángulo está generado por 

L
1 

y L
2 

(en éste orden). (Ver fig. 1) 

SL.ahora repetimos tal construcción pero ree:fnplazando L
1 

por 

L
2 

y L
2 

por L
1 

, obtendremos un rectángulo con vértices e,f,g,h, en 

géner~f diferente del ~ectáng\l.Io p, q, r, s, 

Fig. 1· 

h 
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Demostraremos .que el área del rectángulo p, q, r, s es igual que el área 

del .rectángulo e, f, g, h • N6tese que en algunos ~aso s, como L
1 

par ale-

lo a 6 longitud L.=O, i""l 6 2 
1 

ambos rectángulos se reducen a un seg-

mento de recta. N6tese también que la construcción de tales rectángulos se 

puede efectuar para cualquier par de segmentos L
1 

, L
2 

aun cuando éstos 

segmentos de recta no se intersecten. 

Introducimos ahora un sistema de coordenadas cartesianas or.togona-

les e identificamos los puntos del plano con vectores de usando ·la nota-

Si definimos: (x, y)= (xl 
. X 

2 

Y1 J 
Yz 

entonces tenemos que 

2 
Recordemos que toda rotación en BR se puede representar por una matriz 

'( cos O( 
RO! = 

.. · . -sen oc. 
sen C()' _ 

1T' < C'L :5: ,,. 

co s OI • 

2 2 
que det Rot =cos~ + senOC. =1 

y que 11 Re( X 11 = 11 X 11 para .todo 

Usaremos también que det(ST)= det S ·det T, donde S y T son matrices 

cuadradas de la misma dimensión. 
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Sean U=b-a, v=d-c, A=ldet(u,v)I 

Proposici6n: A= área del,rectángulo p,q,r,s,= área del rectángulo e,f,g,h. 

Demostración : Sea Ro..· una rotación tal que ' u'=Roc u=(u
1

, O), 

OI.=- TT/2 si sea v'=R v. 
<Y 

Entonces 

RlX (u,v)=(u',v') y por lo tanto det(u',v')=det RO' c:let(u,v)=det (u,v) 

y 1 ' 1 1 ' ' 1 1 ' ' A= det (u, v) . = u 1 v' - u v = u v 
12 2·1 12 1 = 1 u' l 

1 

pero ! u~ 1 = 11 u' 11 = 11 u l l y 1 v; 1 = longitud de la componente 

de v' perpendicular a u 1 = longitud de la componente de v perpendicu-

lar a u, por lo tanto A es el área del rectángulo p, q, r, s • 

Si tomamos una rotación R 
13 

tal que v'= R
8 

v' =(v~, O} , u' =R 8 u 

obtenemos A= 1 det(u·1 ,v1
) 1 ~ 1-u; v~ 1 = 1 v~ 1 1 u.; 1 = 1\ v 11 • longitud 

de la componente de . u perpendicular a v =área del rectángulo e,f,g,h. 

Corolario 1: Si a, b son los extremos de un lado de un rectángulo y d es 

cualquier punto en el lado opuesto, entonces el área del rectángulo es igual a 

1 det(b-a, d-a) 1 

Demostraci6n. - Tómese a=c en la proposición anterior. 

Corolario 2: Si a,b,c son los vértices de un triángulo entonces el área del 
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triángulo está dada por 1/2 1 det(b-a, e-a) 

Demostraci6n. - Construimo$ un. rectángulo en la forma siguiente: por los 

puntos a y b trazamos rectas perpendiculares al segmento ta, b J 1 

por el punto e trazamos una recta paralela al segmento [ a, b J , sean 

p y q los puntos de intersecci6n de .estas rectas. Es claro que p,q,a, b 

son los vértices de un reCtángülo (ver fig. 2). 

Fig. 2 

Area del triángulo c a b = área del triángulo p·a b pues tienen la 

·misma base y la misma altura = 11 p-a 11 , 

pero área del triángulo p a b = 1/2 área del rectángulo p,q,a:, b, y éste 

es el rectángulo gener~do por los segmentos , L{ [a, c J, L 2= [ a, b ] 

y por lo tanto su área es igual -a J det(b-a, e-a) l 

El corolario anterior puede utilizarse para calcular áreas de polígo-

nos (no necesariamente convexos). Por, ejemplo, si a
1
,a

2
, 

son los vértices de un polÍgono estrellado con respecto a un punto b en 

~u interior, (esto es; los segmentos [ ªi' b ] están contenidos en el inte-

rior del polígono para• i=1, 2,. *., n) y ademá.s los vértices están ordena.-
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dos de tal forma que el Índice í crece al recorrer el perímetro del polí-

gono en la direcci6n positiva usual (contra las manecillas del reloj) entonces, 

si definimos u.= a.-b,' i=l,2, ••• , n, u =u 
1 1 n+l 1-· 

polígono por A tendremos 

/ 

n 
A= 1/2 2: det(ui, ui+l) 

i=l 

y denotamos el área del 

No es necesario tomar valores absolutos debido a las condiciones de 

orientaci6n de los vértices. N6tese que"el punto b puede ser alguno de los 

vértices del polígono. 

Para evaluar un determinante solo se requieren operaciones de suma y 
/ 

multiplicé;l.ci6n, por ésto en algunos casos es más conveniente calcular área·s 

usando determinantes que usando trigonometría o f6rmulas que requieren el 
\ 

cálculo de distancias y por tanto de raíces cuadradas. 

Estudiaremos ahora la relaci6n entre el producto escalar en JR.
2 

y la 

funci6n det considerada como una funci6n de dos variables de 
2 

1Rt • 

Si x, y denotamo_s el producto escalar de x
1 

e y por 

y definimos arg(x)= ángulo desde el vector 

1 

(1, O) al vector x medido en la cfirecci6n positiva usual (contra las ·maneci-
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llas del reloj). Definimos la función y ... y':' 
2 

para y E m.. por la ecua-

arg(y':') = rr/2 + arg(y) 

Bel corolario 1 se .obtiene que para todo par de vectores 
2 

x, y E m.. 

l det(x,y) 1 = ll x ll 11 y n 1 sen 0 l donde 0=arg(y)-arg(x) , 

·como las rotacion,es del plano tienen det~rmina,nt~d igual a + 1 es fácil ver 

que det(x, y)= 1\ x !I l!Y 11 sen 0 pues es suficiente considerar el caso 

x= (x , O) • 1 . 

. Consideremos. la ecuación : · 

<x,y':' > =- y 2 x 1 + y
1 

x 2 = det(y,~) = - det(x,y) 

se tiene 

<X,y > = - det(x,y':') 

= - 11 X ll 11 y':' llsen(arg(y':')-arg(x)) 

= - 11X11 
'' y n 

sen( TT /2 +arg(y )-arg(x) ) 

= 11X11 ll y l1 cos(arg(y)- arg(x) ) 

= 11 X 11 ll y li cos 0 donde Q es el ángulo entre 

X ,e y • 

(la orientación .de 0 no importa porque cos 0= cos(- 0)) • 
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Este último resultado generalmente se demuestra utilizando la ley de los i;::o-

senos, aquíhemos usadó la identidad cos 0=- sen( -rr/2 + 0) 

También se pueden usar determinantes para calcular volúmenes, por ejem-

plo : Sl a, b, C, d son puntos en ffi 
3 tales que fos segmentos 

[ a,b ] , [ a,c J , [ a, d ] son aristas de un paralelepípedo, el vo-

lumen de éste es igual a J det(b-a, c-a, d-a) 1 , pues se puede encon-

' trar una rotación que transforma la matriz (b-a, c-a, d-a) en la matriz 

+ - f1 b-a l! O O 

O + ll c-a 11 O 

+ 
O O . - !! d-a 11 
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