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1. Antecedentes histdoricos.

Es bien conocido el “tridngulo”

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

(que se supone que se prolonga indefinidamente hacia abajo).
Muchos llaman a esta disposicion de ntmeros tridngulo de Pascal,
atribucion equivocada, como suele ocurrir.

Esta disposicion contiene, ordenadamente, los niimeros que usamos
en el llamado teorema del binomio de Newton, otro error.

En realidad, el filésofo y matemaético Blaise Pascal uso este triangulo
en el estudio de probabilidades, en una correspondencia con Pierre de
Fermat que comienza en 1654, a propdésito de calculo de probabilidades
— el tridangulo consigna, también en forma ordenada, el nimero posible
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de eventos con una determinada condicién. (Hay quienes afirman que
Pascal padecia de dolor de muelas, y que acostumbraba abstraerse de
su dolencia encontrando propiedades interesantes en el tridngulo — las
hay en cantidad apreciable).

Resulta interesante consignar, ademas, que Pascal tampoco es, co-
mo se acostumbra a decir, el primer matematico que se ocupo de las
probabilidades.

En el siglo anterior, Gerolamo Cardano, uno de los mejores mate-
maticos italianos de entonces, se ocupo seriamente en determinar, por
ejemplo, la probabilidad de que una determinada carta de naipe apare-
ciera durante el juego, problema que no seria ajeno a Pascal ni a Fermat.
Sin embargo, entre otras afirmaciones, Cardano asevera que esa proba-
bilidad aumenta bastante si en forma previa se unta convenientemente
la carta con jabén!.

El tridngulo fue usado también por un contemporéaneo y rival (en
la resolucién de ecuaciones ciibicas por radicales) de Cardano, Niccolo
Fontana, mas conocido como Tartaglia (o también Tartalea, pues era
tartamudo, debido a una herida de espada que recibié en la mandibula
cuando pequeno).

En realidad, sin embargo, el tridngulo aparece el texto El precio-
so espejo de los cuatro elementos, (o El espejo de jade de las cuatro
incdgnitas, como también se ha traducido) del matemdtico chino Zhu
Shijie, aparecido en 1303.

En cuanto al teorema del binomio
(a+b)" =a™ +na"*b+...+nab"t + 1",

el resultado se conoce desde antiguo; el matematico arabe Al-kasi lo usa
en su Llave de la Aritmética (Miftah al-hisab), en 1427, sin pretender
que es un descubrimiento suyo (él llama “elementos de los exponentes”
a los ntimeros del tridngulo de Zhu Shijie).

Lo que Isaac Newton hizo en sus Principios Matemadaticos de la Filo-
sofia Natural (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica), en 1687,
fue ampliar el exponente natural n del teorema a ntimeros racionales

ICardano, un personaje notable, fue médico y astrélogo ademsds de matematico,
inventé el cardan que hoy usan los automdéviles. Alguna vez decidié que, en lo
posible, debia obtener un beneficio por cada una de sus actividades; tal ganancia
podia consistir en avanzar en el conocimiento de algin asunto, pero su aficién a los
juegos de cartas debia reportarle también alguna utilidad.
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cualesquiera, obteniendo tanto sumas finitas como series infinitas. (El
resultado esta, al pasar, en el libro 1, en el escolio a la proposicion 93
del Libro Primero, a propdsito del célculo del drea de un semicirculo).

En lo que sigue haremos honor a la historia, y, evitando otras ex-
presiones, nos referiremos al tridngulo de Zhu Shijie, o, simplemente, el
triangulo.

2. El triangulo: primera aproximacion.

Si mostramos el tridangulo de Zhu Shijie a una persona cualquiera,
que vamos a llamar Blas, probablemente observara de inmediato que es
simétrico, que tiene sélo nimeros “1” en los “lados” (no en la base) y
que la sucesiéon de los nimeros naturales aparece al interior de los lados;
es posible que luego advierta cémo es que se obtiene los niimeros inte-
riores del triangulo, vale decir, se suma los dos niimeros inmediatamente
arriba del que se va a escribir.

Posteriormente, es posible que Blas observe, ademas, que si mira
detenidamente una determinada fila, se tiene, (alternativamente), que
la suma de todos los niimeros de cada fila es una potencia de 2, o bien,
que cada fila es una potencia de 11, segiin se aprecia a continuacion:

suma potencia de 11
1 1=20 1=11°
1 1 2 =2! 11 =11t
1 2 1 4 =22 121 = 112
1 3 3 1 8 =23 1331 =113

1 4 6 4 1 16 =21 14641 = 11*

3. El triangulo: segunda aproximacion.

3.1. Los numeros combinatorios.

Convengamos primero que 0 es un ntimero natural. Tomemos n, k €

N, k£ < n y escribamos
n\ n!
k) Kl(n—k)
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Blas se sorprendera agradablemente al reconocer en esta formula
los nimeros del tridangulo, ordenados convenientemente. Sélo tiene que
contar con precision. Por ejemplo, (g) = 10 se encuentra intersectando
la fila del 5 (la sexta) con la columna del 2 (la tercera, y un tanto

oblicua).

Para llevar mejor la cuenta de filas y columnas, puede serle conve-
niente anotar el tridngulo en forma no-simétrica:

columnas 0 1 2 3 4 5

filas

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1

Esta notaciéon permite ahora expresar con claridad las propiedades
que se aprecia en el tridngulo (y que no son, claro esté, propiedades del
tridngulo):

Proposicion 1. Sean n, k € N, k < n; entonces:

Por supuesto, la tltima propiedad es més dificil de leer. Ademas, si
Blas es perspicaz observara que la propiedad 4 deberia haber sido escrita
con antelacién, tal vez, en primer lugar. (Lo referente a potencias de 11
serd postergado, por ahora).
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3.2. Heuristica de la demostracion.

Nuestro buen Blas podra hacer algunos experimentos y comprobar
las afirmaciones anteriores para el caso de niimeros concretos. Mas atn,
puede habérselas con las férmulas de manera directa; por ejemplo, pue-
de hacer

(Z) TR (nn!— B (n —nl!c)!k;! T (n—k) (nn!— (n—k)! (n i k)

Ello le mostrard, ademds, que puede abreviar los enunciados 1 y 2 (si
es que no los habia hecho antes).

La afirmacion 4 ofrecerd mayor resistencia, pero, si el acervo de
nuestro invitado contempla el teorema del binomio, escribira eventual-

e (e ()

k=0 k=0

3.3. Demostracion inductiva.
3.3.1. Excurso.

Es un paso importante darse cuenta de cuando se requiere hacer
demostraciones recursivas y cuando son ellas evitables. Uno de los in-
gredientes consiste en saber, realmente, desde dénde empiezan demos-
tracién y enunciado.

Blas podria hacer buen uso, por ejemplo, de una pregunta al estilo
de

., Cuadl es el nimero que sigue en la sucesion 1,2,3,4,5,...7

que, en este caso particular, podria ser el nimero 1811040006 (pues
estaba pensando en la ‘ley’

15092000 (n — 1) (n —2) (n—3)(n —4) (n —5) +n

(aqui se considera el orden tradicional, de los niimeros naturales desde
el 1, para no estorbar eventualmente el ejemplo).

Por el contrario, cuando presentamos la lista (que puede completarse



48 ARTURO MENA LORCA

hacia arriba)

52 = 25

152 = 125
252 = 625
352 = 1225

se puede colegir que, siguiendo la ley de formacién, para hacer 752 basta
tomar 7 x 8 = 56 y agregar 25 al final: 5625, y hacer una conjetura
conveniente al respecto. Aqui, la induccién no es indispensable, pues se
trata de la férmula

(10n 4 5)* = 100n (n + 1) 4 25,

que es valida para todo ntimero real n.

(Se podria también en ocasiones recurrir a una variable continua
para una afirmacién de variable discreta. Por ejemplo, que se cumple
2% > 2% 4+ 17 a partir de algiin z > 0 es més ficil de demostrar para
nimeros reales que naturales — si bien es cierto que el caso discreto se
puede tratar “antes”).

En cualquier caso, nuestro sufrido Blas puede colegir, a propésito de
la pregunta inicial de esta seccién, que el enunciado de la proposicién
es mas confiable que el triangulo que dibuja.

3.3.2. Induccion finita.

El hacer o al menos sugerir la demostracion inductiva de nuestra
proposicion relativa al triangulo de Zhu Shijie tiene como subproducto
la organizacién de las diferentes propiedades: es claro que las propie-
dades 1 y 2 se abrevian usando la ntmero 3; la demostracion de la
5 depende de la del teorema del binomio y por tanto de la 4; pero,
ademas, cuando se quiera comenzar la induccién, habra que recurrir
siempre a la regla de formacion, que deberia ser la primera en la lista
de propiedades (y, qué curioso que el cociente Wlk), sea siempre un
nimero natural - cosa no tan evidente de demostrar sin la regla de
formacién).

4. Aproximacién conjuntistica.

En analogia con aquellos concursos en que se pide descubrir una me-
lodia en un minimo de compases, podriamos proponer ahora enunciar
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la demostracion de cada “propiedad del triangulo” en una sola palabra.

Ello requiere de una mirada mas de conjunto.

4.1. Un “nuevo” triangulo.

Podemos recurrir al concepto de conjunto de las partes de un con-
junto dado A y hacer el cdlculo correspondiente siguiendo la disposicién
sugerida por los siguientes casos:

0|1 2 3 4 D
0| @
12| {a}
2| o {a} {a,b}

{v}
{a} | {b.c}
3|19 | {b} {a,c} | {a,b,c}
{c} | {a,b}
{a,b}
3| & | g
4| @ {c} (b, c} {a.b. d} {a,b,c,d}
{d}t | {b.d} | {a,b.c}
{c. d}
{a, b} {c,d, e}

{a,c} {b,d, e}
{a} {a,d} {b,c,e} (b.c.d.e}

{a,e} | {b,c,d}

{b} {a7 C7 d? e}
{b,c} {a,d, e}

5012 {c} {a,b,d,e} | {a,b,c,d, e}
{d} {b,d} {a,c, e} {a.bc e}

{b, e} {a,c,d}
el eay | fabe | @hed

{c,e} {a,b,d}
{d, e} {a,b,c}

Se podria observar atentamente esta tabla, y concluir que, dado un
conjunto A con n elementos, si cuenta los subconjuntos de A que tienen
exactamente k elementos, obtiene precisamente (Z) de ellos; en otras
palabras, ha reproducido, nuevamente, el tridngulo de Zhu Shijie.

De acuerdo a lo que se observa en la tabla de arriba, cada vez que
se elige k elementos de A, quedan n — k elementos ’sobrantes’; esto es,
cada vez que se elige un subconjunto B de A se elige, inevitablemente,
su complemento A — B (lo que explica el orden en el que se escribi6 los
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subconjuntos en la ltima tabla). De manera que es obvio que el niimero
de subconjuntos de A que tienen (exactamente) k elementos es igual al
numero de subconjuntos de A que tienen (exactamente) n—k elementos.
Es decir, la demostracion de la propiedad 3, esto es, la simetria (Z) =
(nﬁk), requiere ‘sélo’ del concepto de complemento de un subconjunto
de un conjunto dado.

Resulta ahora méas directo que con el célculo numérico que se ten-
ga, por ejemplo, (8) = 1 (pues no hay mdas que un conjunto vacio),
(") =1 (") = n, etc.

n 7 \1

Ahora bien, cuando se suma

() () () (7))

se estd contando todos los subconjuntos de A, que son, en total, 2".

De manera que la demostracion de la propiedad 5 requiere ‘sélo’” del
concepto de conjunto potencia.

4.2. Cardinal del conjunto potencia.

A propdsito, seria interesante realizar la demostracién de que el
cardinal del conjunto de las partes de un conjunto finito A es 24l es
decir,

Proposicion 2. Si A es un conjunto finito de cardinal n, entonces
P (A)| =2 =27,

Demostracion: Para cada subconjunto B de A definimos la “funcién
caracteristica”1p de B de la siguiente manera:

1 sixzeB

¢B@*‘{0 si v ¢ B
Asi, tenemos una funcion U : P(A) — {f: A — {0,1}: f es funcién}.
Ahora bien, cada funcién f : A — {0,1} define el conjunto B =

{r e A: f(xz) =1}, y por lo tanto ¥ es sobreyectiva; ademads, si B #
B’, es obvio que se tiene g # Yp:.

Por lo tanto, ¥ es biyectiva, y, en consecuencia

IP(A)| = |{f:A—{0,1}: f es funcién}| = 2.
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Se observard, sin duda, que este resultado se basa en uno ante-
rior. Lo importante, nos parece, es que Blas registre que la afirmacién
P (A)| = 24 recoge un hecho bastante natural. (Ademés, él puede tal
vez aventurar que la misma demostracién le serviria para conjuntos
infinitos).

Blas podria querer intentar probar primero la siguiente afirmacién
para, desde alli volver al cardinal de las partes de A:

Proposicion 3. Si A es un conjunto finito de cardinal n,k <n, y
Pr (A) ={X € P(A): |X| =k}, entonces
Py (A)] = (})

Ello requeriria de induccion. El paso crucial del argumento esta,
una vez mas, en la ley de formacion del triangulo, es decir, (Z) =
() + (-

Ahora bien, aceptada la relacién anterior, ella nos indica cémo con-
tar los conjuntos en Py (A) : si A = A" U {b}, donde |A'| =n -1y,
(por lo tanto), b ¢ A’ para obtener los subconjuntos de A que tienen k
elementos, hay que contar por separado los que contienen a b y luego
los que no lo contienen:

Se toman los conjuntos de A’ que (ya) tienen k elementos, que son
(”;1), y se anaden los conjuntos de A’ que tienen k£ — 1 elementos, a
cada uno de los cuales se agrega b.

5. El tridngulo visto como listado de po-
tencias.

5.1. El “etcétera” de Newton.

El gran Isaac Newton hizo la misma observacién sobre las potencias
de 11 que anotamos al comienzo: la segunda fila tiene escrito el nimero
11; la tercera tiene 121 = 112 y asi, sucesivamente...

Parece que Newton pensé que, como se tiene que 113 = 112 x 11,
por tanto, para hacer 113 hay que escribir, segtin el método abreviado
de multiplicacion,

1
+

1
2
3

Wl DN

1
1
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similarmente, para hacer 11* = 113 x 11, se escribe

1
+

1
3
4

S| W W
== W

1
1 1

Lo tnico que sucede, entonces, es que se esta siguiendo la regla de
formacion del tridngulo, y, anotandola tal vez de otra manera. En cual-
quier caso, Newton examiné hasta la quinta fila, la del 4, y escribié a
continuaciéon “&c 7, que es la manera en que entonces se abreviaba et
caetera.

El problema es que, para 11° = 11* x 11, se tiene

1 4 6 4 1
+ 1 4 6 4 1
1 6 1 0 5 1

de manera que parece que Newton se equivoco, por no haberse acordado
de la suma con reserva (“me reservo 17, “llevo 17...). Sin embargo,
como quiera que estamos hablando de Newton, es mejor que dejemos
la decisién al lector tal vez para después de la siguiente seccion.

5.2. Bases de numeracion.

Como se sabe, el sistema de numeraciéon que nosotros usamos es
el posicional de base 10. Asi, cuando escribimos, por ejemplo, 3425,
estamos anotando

3000 + 400 + 80 + 7, es decir, 3 x 10% + 4 x 10% + 2 x 10 + 5.

Para enfatizar que estamos usando base 10, podemos anotar 3425
(si no declaramos una base, sub-entendemos que se trata de la base 10).

Si anotamos en otra base, con los mismos digitos senalamos otro
nuimero. Por ejemplo,

34255 =3 X 67+ 4 X 62 +2x6+5=3x216+4x36+2x6+5=
80910

Por supuesto, si estamos trabajando, por ejemplo, en base 6, los
digitos que cuentan son 0, 1,2, 3,4, 5; de otra forma, tendriamos errores
inttiles de notacién.

Por ejemplo, si quisiéramos escribir n = 3485, tendriamos, en reali-
dad,
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n=3xX6>+4x62+8x6+5=3x634+4x6>2+(6+2)xX6+5=

3X6°+(A4x6*+6x6)+2x6+5=3x6"+5x62+2x6+5,
y deberfamos haber escrito n = 3525.

Recordemos ahora que Newton, considerando los ntimeros en base
10, encontré que cada fila registraba las potencias de 11. Una conjetura
natural podria ser, entonces, la siguiente (de acuerdo a la descripcion
anterior):

Conjetura 1. Si consideramos el triangulo en base b, en tanto cuanto
no excedamos la base de numeracion, tendremos escritas, en las filas,
las potencias de b + 1.

Hagamos algunos experimentos:

Si la base es 5, tenemos sucesivamente
ls=1=¢°

115=1%x54+1=6=6"

1215 =1x52+2x5+1=236=6

13315 =1x5"+3x52+3x5+1=216=06"

Nuestro experimento termina alli, pues ya en la siguiente fila exce-
demos la base de numeracion y estariamos escribiendo incorrectamente.
Podemos intentar con bases mayores que 10, con analogo resultado.

Un caso interesante seria tomar precisamente b = 11. Para no tener
inconvenientes de notacion, tenemos que introducir un digito adicional
para anotar 10; usaremos K, como suele hacerse para los niimeros de
identidad, o de pasaporte (en algunos paises). Tal notacién nos alcanza
ahora hasta la sexta fila, la del 5, segin se comprueba de inmediato.
Deberiamos tener escritos, hasta esa fila, s6lo potencias de 12. Veamos:

lgy =1 =12

Mg =1x114+1=12=12!

12107 = 1 X 11242 x 11+ 1 = 144 = 12?

1331, = 1 x 113+ 3 x 11243 x 114+ 1= 1728 =128

1464131 = 1 x 114 +4 X 113 4+ 6 x 112 +4 x 11 + 1 = 20. 736 = 12

I5KK511 =1x11°+5x 117 +10x 113+ 10 x 112 +5 x 11+ 1 =
248.832 = 125

En fin, los ejemplos son sugerentes.
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El teorema general es un tanto dificil de enunciar con entera pre-
cisién (note que, cada vez que agregamos una nueva fila, es mayor el

numero de bases que salen de competencia), pero es un ejercicio salu-
dable.

6. Comentario.

Como se sabe, es frecuente que las fabulas de Esopo (y otras) ter-
minen en una ensenanza moral. Uno no puede escapar a la sensacién de
que tales moralejas sean anadidos posteriores, que arruinan la poesia de
la fabula propiamente dicha. En este caso, bien o mal, se ha tratado un
hermoso tema, y, con alguna reticencia, anadimos algunos comentarios.

El tema tratado es especialmente instructivo respecto de lo que se
acostumbra a llamar matemadtica moderna y la matematica antigua.

El tridangulo de Zhu Shijie nos sirve para ilustrar que la oposicién
entre moderna y antigua, ademas de irrelevante y lingliisticamente dis-
cutible, puede ser inconveniente. Nuestro caso presenta, por el contra-
rio, un interesante vaivén: el tridngulo permite ver directamente las
férmulas elementales de los niimeros combinatorios; el tratamiento de
conjuntos se apoya en esa mirada, le da solidez y la amplia; el triangulo
se reviste de mayor significado (si se nos permite la expresion); algunas
propiedades conjuntisticas no estan ya en la memoria RAM sino a la
vista...

Incluso, nos parece que un alumno al que se le propone el tema se
dara inevitablemente cuenta, por ejemplo, de por qué Pascal y Fermat
usaban el tridngulo en su discusion acerca de probabilidades.

Hay por lo general varias estrategias para abordar el estudio de un
tema. A menudo, una de las mds interesantes consiste precisamente en
poner un pie en la historia.
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