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Resumen

Este ensayo tiene como propésito hacer un balance de lo
sucedido con uno de los 23 problemas que mencionara Hilbert
en el ano de 1900 como ejemplo de la riqueza y vastedad de la
matemadtica en aquél momento: el relativo a la no contradiccién
de los axiomas de la aritmética. En la primera parte se presen-
tan los antecedentes inmediatos que llevaron a este problema,
haciendo hincapié en la importancia que Hilbert le atribuye en
relacidon al fundamento de la matematica. Tras esclarecer la
naturaleza de lo que se diera en llamar Programao de Hilbert
(tendiente a fundamentar la matematica cldsica), se presentan
de manera informal los teoremas de Gdédel que fueron decisivos
en la reorientacion del problema, y que tanta luz arrojaron sobre
la posibilidad de hallar una prueba elemental de la no contradi-
ccién de la aritmética. Hacia el final se explica la demostracién
que diera Schiitte sobre la consistencia de la aritmética de Peano
(probada por vez primera en 1936 por Gentzen), y se hacen al-
gunas precisiones acerca de su caracter. Para terminar se re-
valoriza la importancia de este tipo de demostraciones en tanto
que medios para fundamentar la matematica, y se precisa su
lugar en el contexto de la légica moderna.

En el segundo Congreso Internacional de Matematicas celebrado
en Paris en el verano de 1900, David Hilbert presenté una lista con
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los problemas mas relevantes que, en su opinién, habria de enfrentar
la matemédtica de cara al siglo veinte. La seleccién tuvo como base
el impulso que imaginaba tales problemas darian a nuevos avances y
desarrollos. La lista contenia un total de veintitrés de ellos. El segundo
se refiere al fundamento de las matematicas y lo enuncid escuetamente
como sigue:

Investigar la consistencia de los axiomas de la
aritmética

A cien anos de este inusitado evento vale la pena hacer un alto en
el camino y recapitular lo sucedido con este problema, que condujo,
entre otras cosas, a dos de los mas notables resultados de la légica y la
matematica modernas: a los teoremas de Godel.

Origen del problema

El estudio del fundamento de las matematicas ocupa un lugar desta-
cado en la obra de Hilbert. Un afio antes, en 1899, habia expuesto
una nueva presentacion de la geometria euclidiana en la que renueva la
organizacién axiomatica de esta disciplina, tomando en cuenta el dis-
cernimiento que la matematica del siglo diecinueve habia alcanzado en
este dominio. Su libro El Fundamento de la Geometria fija un nuevo
nivel de eficiencia y rigor para el método axiomatico. Hermann Weyl
comenta:

“ ... fue como si en el horizonte ... hubiese aparecido de
sibito el Sol. Con toda claridad vemos determinado el con-
cepto axiomdtico segln el cual toda la geometria es un sis-
tema hipotético-deductivo: sélo depende de la definicién
implicita de conceptos y relaciones relativas a los objetos
espaciales contenida en los axiomas, y no de la descripcién
de su contenido intuitivo. Erige un sistema completo y nat-
ural de axiomas geométricos. A estos se les exige que sat-
isfagan ciertas condiciones de consistencia, independencia, y
saturaciéon.” (H. Weyl, 1944, p. 51)

En su trabajo, Hilbert renuncia a todo intento por definir o describir
los objetos espaciales basicos con que trata la geometria: todo lo que
se tiene que saber acerca de ellos estd en los axiomas. En este sentido
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utiliza a los postulados como definiciones implicitas de los objetos con
los que tratan. A diferencia de Euclides, para él la pregunta sobre la
evidencia de los postulados es irrelevante: son tan sélo hipdtesis sobre
las que nos hemos de apoyar para desarrollar sus consecuencias logicas.
Valga recordar la frase que habria pronunciado en 1891 y que sintetiza
su punto de vista axiomadtico: Debe ser posible reemplazar en todos
los enunciados geométricos las palabras punto, linea y plano por mesa,
silla y tarro de cerveza sin cambiar en nada la estructura formal de
la geometria (v.g. trazar una silla de una mesa a otra seria el primer
postulado de Euclides). Presumiblemente, Hilbert ve en su trabajo una
continuacién del viejo suefio de los gedmetras tendiente a desarrollar
una teoria puramente racional de la estructura del espacio.

Si bien la lista de axiomas que presenta para la geometria parece
completa, atn subsiste la duda sobre la estructura Iégica del edificio que
sobre ella se levanta. Fue él mismo el primero en moverse en este nivel
metageométrico, preguntandose por la independencia de sus postulados,
por su consistencia y saturacién (prefiero ésta voz antes que la expresion
completud tan en boga hoy en dia). No pudo haber mejor culminacion
de la matemética decimonénica, con su inexorable pérdida de la certeza,
que el discernimiento de la naturaleza del método axiomatico por parte
de Hilbert. Para él, ya no ha lugar la pregunta por la verdad de los
axiomas, y s6lo las interrogantes por su independencia, consistencia y
saturacién tienen sentido. Lo demds cae fuera de la jurisdiccién de la
matematica.

Histéricamente, la introduccién de la axiomatica formal plan-
te4 varios problemas que la antigua axiomatica no conocio.
Mientras los axiomas fueron evidentes, estaba implicito en
la naturaleza de la légica el que, al deducir correctamente
a partir de ellos, no se podia ir a parar a contradicciones.
Pero cuando los axiomas pasaron a ser simples suposiciones
ni verdaderas ni falsas, no pudo excluirse la posibilidad de
que deduciendo correctamente a partir de ellos se llegase a
una contradiccién. ;Cémo asegurar, pues, la consistencia de
un sistema axiomatico? En segundo lugar, al axiomatizar
una teoria deductiva ;cémo asegurar que toda proposicion
de la teoria es demostrable a partir de los axiomas adop-
tados (problema de la saturacién o completud seméntica)?
Estos fueron, en esencia, los problemas mas importantes que
el nuevo enfoque trajo consigo.
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Para abordar el problema de la consistencia e independencia de los
axiomas Hilbert sigui6 en un principio el método de la construccién de
modelos: interpretaciones de los términos indefinidos de una teoria que
hacen verdaderos a los postulados. Fue precisamente esta senda la que
lo condujo al problema de la consistencia de los axiomas de la aritmé-
tica. En efecto, una solucién parcial al problema de la consistencia de
los postulados de Euclides consistié en exhibir un modelo aritmético
de ellos, mostrando que no son mas que una expresién distinta de los
hechos del 4lgebra lineal y de la teoria de las ecuaciones lineales.!

.Con qué materiales construy$ Hilbert los modelos de las distintas
geometrias? La respuesta es: basicamente, con los que se encuentran
en el sistema de los nimeros reales, aunque esto no siempre fue asi.
Por ejemplo, el modelo de Poincaré para la geometria hiperbélica se
construye con materiales tomados de la geometria euclidiana. Esto
significa que todo aquél que acepte la geometria euclidiana con sus
puntos, lineas, circunferencias, etc. puede, mediante un simple cam-
bio en la nomenclatura, obtener la geometria no euclidiana. Hilbert
en cambio, sélo acudié a la aritmética, disciplina que probé ser un
terreno sumamente fértil para construir un modelo, de modo que si
una contradiccién fuese deducible de los postulados de Euclides, ésta
conduciria necesariamente a un resultado similar en el sistema de los
nimeros reales.

De lo anterior se sigue que la salvaguarda de la consistencia de la
aritmética lo es también de las distintas geometrias. No obstante, en el
punto en que se encontraba el problema a principios del siglo veinte no
se contaba con tal salvaguarda (como tampoco se cuenta hoy en dia).
La solucién al problema de la consistencia de las geometrias era parcial:
no se habia probado sin més que éstas fuesen consistentes, sino que lo
serian en la medida en que la aritmética de los nimeros reales lo fuese
(consistencia relativa). Restaba por resolver este dltimo problema.

Situaciones como la anterior no se presentan cuando el mo-
delo es de naturaleza combinatoria y se obtiene consideran-
do sélo un nimero finito de objetos y relaciones entre ellos.
En tales casos se estd ante una prueba absoluta de consis-

1El modelo para la geometria euclidiana se determina al asignar a la palabra
punto el significado terna ordenada de nimeros reales, a la palabra recta el signifi-
cado conjunto de puntos P que son solucion de una ecuacién vectorial P = Py + ta,
donde Py es un punto fijo arbitrario, t un nimero real cualquiere y a un vector no
nulo, a la palabra plano el significado conjunto de puntos P que son solucién de
una ecuacion vectorial P = Py + sa@ + tb etc., tal como se definen estas nociones en
geometria analitica.
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tencia y ya nada puede hacernos dudar. La idea subyacente
es que los eventos no se pueden contradecir entre si, sélo las
proposiciones: si los axiomas reflejan la verdad con respecto
a cierto sistema de objetos, no se puede dudar de su con-
sistencia. A manera de ejemplo consideremos el siguiente
modelo combinatorio de la geometria de los siete puntos de
Fano.

Términos indefinidos

Punto, recta, incide (relacién binaria).

Axiomas

Al. Si Ay B son puntos distintos, al menos una recta
incide con ellos.

A2. Si A y B son puntos distintos, a lo mas una recta
incide con ellos.

A3. Si M y N son rectas distintas, al menos un punto
incide con ellas.

A4. Hay al menos una recta.

Ab5. Cada recta incide con al menos tres puntos.

A6. Ninguna recta incide con més de tres puntos.

A7. No todos los puntos inciden con una misma recta

T A|II|O
a | * * *
b *
c *
d| %
e *
f *
g * *

Arriba, axiomas de Fano para el plano proyectivo de si-
ete puntos. Estos postulados sélo tratan con la relacién de
incidencia entre puntos y rectas (el punto z incide con la
recta y). Abajo de los axiomas, tabla sefialando la relacién
de incidencia entre ciertos objetos a, b, ¢, ... (los puntos) y
ciertos conjuntos finitos de puntos A, ®,T, ..., (las rectas)
que hacen verdaderos a los axiomas. Cada asterisco en la
tabla indica que el punto pertenece a la recta o que la recta
incide con el punto (v.g., el asterisco en el cruce del segundo
renglon y la sexta columna indica que el punto b pertenece
a la recta ©). El valor de este tipo de modelos radica en
que cada axioma se puede verificar por inspeccién directa
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(de la tabla en este caso). Por ejemplo, del hecho de que
cada columna de la tabla tiene tres asteriscos se sigue que
los axiomas A5 y A6 son verdaderos en esta interpretacion.

;Seré posible definir un modelo combinatorio para los axio-
mas de la aritmética? La respuesta es negativa: simples
consideraciones hacen ver que todo modelo de los mismos
ha de consistir en una infinidad de objetos.

Necesidad de una prueba de consistencia absoluta

Hilbert advirtié rdpidamente que, como consecuencia de los trabajos de
Weierstrass y Dedekind relativos a los nimeros irracionales, el problema
de la consistencia de un sistema de axiomas para los nimeros reales
remitia al problema correspondiente en relacién a los niimeros enteros.
Més en este caso, al igual que en el de la teoria de conjuntos, el método
de los modelos no procuraba ninguna ayuda, ya que para estos sistemas
axioméaticos no habia ninguna teoria a la que se pudiese apelar. Si lo
que se queria era dar una respuesta definitiva a la pregunta por la
consistencia, habia que proceder de manera distinta. El rumbo que
habrian de tomar las investigaciones era el de la bisqueda de una prueba
directa de la no contradiccién de la aritmética o, en palabras de Hilbert,
de una prueba absoluta de consistencia.? A fin de cuentas, el problema
comenzaba a dar lugar a nuevos avances y desarrollos.

En 1904, en el Congreso Internacional de Heidelberg, Hilbert ex-
puso un primer bosquejo sobre cémo lograr una prueba absoluta de la
consistencia de la aritmética. Su plan consistia en demostrar que todas
las férmulas derivables en la aritmética poseian cierta propiedad (la
de ser homogéneas), mostrando que los axiomas la tenian y que ésta
era hereditaria, en el sentido de que a partir de férmulas homogéneas
s6lo se podian derivar férmulas con la misma propiedad. La prueba
de consistencia se lograria al probar que la negacién de una féormula
homogénea no lo es, lo que equivaldria a demostrar que a partir de los
axiomas no se pueden derivar contradicciones. A la sazén Hilbert se
encontraba muy lejos de alcanzar su objetivo. Enfrentaba, ademds, la
crisis desencadenada en torno al fundamento de las matemdticas entre

2 En los distintos trabajos que Hilbert consagra al fundamento de las
mateméticas, el significado del término aziomas para la aritmética es unas veces
el de aziomas para el sistema de los nimeros reales y otras el de aziomas para la
teoria de los nimeros naturales, de modo que cuando nos referimos al problema
de la consistencia de los axiomas de la aritmética nos podemos estar refiriendo a
cualquiera de estos dos.



EL SEGUNDO PROBLEMA DE HILBERT 79

otras cosas por la aparicién de paradojas como la del conjunto de todos
los conjuntos de Russell, a la cual se vinieron a sumar afnos més tarde
las severas criticas de Brouwer en torno al empleo de nociones como la
del infinito actual o el uso del Principio del Tercero Excluido en cier-
tas areas de la matemadtica. Hilbert, a diferencia de los intuicionistas,
no estaba dispuesto a renunciar al paraiso que Cantor ha creado para
nosotros, a la teoria de conjuntos, y juzga que una prueba de consis-
tencia de una teoria que englobe nociones constructivas e ideales serd
suficiente para justificar su legitimidad. No obstante, aun debia forjar
las herramientas necesarias para lograr su propésito.

Probar de manera directa la consistencia de una teoria axiomatica
X requiere someter a un examen minucioso sus proposiciones y sus
demostraciones. Una prueba de consistencia diria: en la teoria X es
impostble demostrar dos proposiciones una de los cuales es la negacion
de la otra. Esta tarea se antoja imposible en la matemadtica usual, en la
que las proposiciones se presentan bajo una extrana mezcla de lenguaje
ordinario y lenguaje simbdlico, y las demostraciones no tienen una es-
tructura bien definida que permita un andlisis exhaustivo. Para someter
la demostracién a un examen minucioso habia que reducir las proposi-
ciones a meras férmulas (combinaciones de signos carentes de todo
significado), y las demostraciones a simples combinaciones de formulas
sujetas a reglas precisas. De este modo, toda demostracién se conver-
tirfa en un objeto concreto susceptible de ser examinado en todas sus
partes, tal como lo son las derivaciones algebraicas.?

La formalizacion

La prueba de consistencia absoluta de la aritmética se llevaria a cabo a
través de su total formalizacién. A ésta se superpondria una teoria de
la demostracion consagrada al analisis minucioso de las demostraciones
aritméticas ya formalizadas. El objetivo de esta nueva teoria seria
probar de manera indubitable que en la teoria formalizada no es posible
demostrar dos férmulas contradictorias entre si (v.g. una la negacién de
la otra). Para distinguir esta segunda teoria de la primera Hilbert acuri6

3Si bien en la axiomatica formal los términos primitivos carecen de significado,
en ella las demostraciones atin dependen del lenguaje ordinario, en el que nombres,
adjetivos, verbos, etc. se usan segin atributos gramaticales que intervienen en su
manejo, y en el que los términos l6gicos no, y, si ... entonces ... , para todo, etc.
poseen significados sobre los que descansan las deducciones. Esto incorpora cierto
grado de subjetividad en las demostraciones que para los fines que Hilbert persigue
hay que eliminar.
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el vocablo metamatemdtica. El esquema era grosso modo el siguiente:

Primero. Todo lo que hasta ese momento habia constituido la
aritmética se convertia en objeto de una formalizacién estricta, en un
conjunto de férmulas demostrables. Las férmulas de este cuadro se
habrian de distinguir de las de la matemadtica usual en que estarian
construidas con signos tomados de un alfabeto predeterminado y en
conformidad con reglas precisas que no apelarian al significado que los
signos pudiesen tener.

Segundo. A esta matemadtica formalizada se habria de superponer
una segunda teorfa, una metamatemdtica, cuya funcién seria la de ase-
gurar a la primera mediante una prueba de su consistencia. En contra-
posicién a aquélla, esta segunda teoria tendria un contenido preciso (se
ocuparia de las férmulas y las demostraciones formales de la primera) y
en ella se utilizarfan métodos de deduccién intuitivos alejados de toda
sospecha (deduccién material).

A lo anterior se le vino a conocer bajo el nombre de Programa de
Hilbert.

Sorprendentemente, la tarea de formalizacién ya habia sido hecha
casi en su totalidad por los logicistas. En Principia Mathematica (1910-
1913) Russell y Whitehead suministran una enorme evidencia experi-
mental de que la matematica clésica se puede representar en un célculo
l6gico recurriendo a un numero muy reducido de signos y reglas de
inferencia. Esto resulta particularmente cierto en el caso de la arit-
mética elemental, cuya formalizacién s6lo requiere, ademas de signos
para las variables, los conectivos, los cuantificadores y la igualdad, de
los simbolos +, -, s y 0 para las operaciones de suma, producto y suce-
sor y el nimero cero. Lo tnico que habia que hacer era adaptar el
simbolismo de Russell y Whitehead al programa declarando que las
férmulas del céalculo 16gico son enunciados ideales que nada significan
por si mismas (en Principia los signos se introducen con la intencién de
comunicar). Transformada la aritmética en un juego deductivo someti-
do a reglas precisas, Hilbert y sus seguidores encaminaron sus esfuerzos
a demostrar mediante un razonamiento intuitivo e irrebatible que la
teoria formalizada era no contradictoria.

Una idea que se juega en el programa es que si bien en
miultiples teoremas matemadticos aparecen nociones no cons-
tructivas (como la de infinito actual), en la deduccién de los
mismos sélo se realiza un nimero finito de pasos légicos. Si
la deduccién fuese errénea, los errores saltarian a la vista
(las reglas del juego habrian sido rotas, lo que se haria no-
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torio tal como una jugada ilegal en el ajedrez). Es asi que
Hilbert pretende establecer la validez de la matem4tica no
constructiva apelando al caracter finitista de las demostra-
ciones matemadticas. La idea subyacente es que los métodos
deductivos de la matematica adquieren una forma tan exac-
ta al ser formalizados, que se transforman en objetos de
inspeccién e investigacion directa. La suficiencia de los
métodos finitistas en el tratamiento de los formalismos obe-
deceria a la naturaleza constructiva de estos dltimos.

Hacia el final de los anos veinte habia gran confianza en llevar a buen
término el programa. Para entonces ya se contaba con una prueba de la
consistencia de ciertos fragmentos de la teoria formal de los niimeros en
los que el esquema inductivo se restringe a férmulas no muy complejas.
Sobre la imposibilidad de extender dichas pruebas a la totalidad de la
aritmética habremos de decir algo mas adelante.

Considérese el siguiente sistema de axiomas Z en el que los
signos s, +, - y 0 formalizan a las funciones sucesor, suma
y producto y al nimero cero.

=z (Identidad)

z =y — (Alx) = A(y)) (Axioma de Leibniz)

—(sz = 0) (Axiomas para el
sucesor)

ST=8y—zT=y

z+0=z (Axiomas para

. la suma)

T+ sy =s(z+y)

z:-0=0 (Axiomas para el
producto)

r-sy=x-y+zx

(A(0) AVz(A(z) — A(sz)) — A(z)) (Axioma de induccién
completa)

A este sistema hemos de afniadir las reglas deductivas y los
axiomas del célculo de predicados de primer orden. Aunque
Z no contiene al signo <, el predicado z < y se puede definir
como sigue:

T<y=qrdz(-(z=0Az+z=1y).
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Si bien sélo se cuenta con la adicién, la multiplicacion y
la funcién sucesor, el poder expresivo de Z es enorme, pu-
diéndose traducir en él diversas proposiciones relativas a los
numeros naturales y demostrar aquellas tenidas como ver-
daderas en la teoria de los nimeros como, por ejemplo, el
teorema de Euclides sobre la existencia de una infinidad de
nimeros primos o el algoritmo de la divisién. En 1925 W.
Ackermann probé de manera constructiva la consistencia
del sistema que resulta al restringir el axioma de induccién
completa a férmulas A(x) en las que la variable z no figu-
ra libre dentro del alcance de algin cuantificador, mas el
método por él utilizado no es extensible al sistema en su
totalidad.

Para entender correctamente la naturaleza del programa y el sen-
tido de los teoremas de Godel, conviene hacer algunas precisiones. La
primera de ellas se refiere al cardcter del lenguaje simbdlico requerido
en la formalizacién, y la segunda a los procedimientos demostrativos
admisibles en una prueba de consistencia.

En cuanto al lenguaje, éste debia cenirse a la exigencia de que sus
reglas de construccién fueran explicitas y sélo apelaran a la forma de
los simbolos, no a su significado. A su vez, la reconstruccién formal
de la teoria requeria que tanto los axiomas como las reglas deductivas
se estipularan de antemano y fueran enteramente sinticticas, es decir,
que sélo apelaran a la forma de las férmulas, no al significado que se
les pudiera adscribir a los signos. Asi, las demostraciones matematicas
quedarian formalizadas como combinaciones reglamentadas de férmulas
cuya figura quedaria expuesta a la mirada. Este dltimo requisito era
inapelable: si los objetos de estudio de la metamatematica eran, no los
objetos usuales de la matematica clasica —nimeros, funciones, espacios
de funciones, etc.— sino sus métodos de prueba, habia que materializar
las demostraciones dandoles una forma concreta, accesible a la intui-
cién.

Si bien todas estas exigencias fueron satisfechas plenamente, no to-
das las dificultades fueron superadas con ello: aun faltaba satisfacer
una tercera condicién relativa a los métodos de prueba aceptables en
la metamatemadtica, es decir, por toda demostracioén de consistencia de
las teorias formalizadas.

Precisemos la naturaleza de esta cuestién. Tras la formalizacién, las
demostraciones matematicas quedarian reducidas a meras sucesiones
de férmulas, en las que cada una de las férmulas seria un axioma o se
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habria inferido de anteriores mediante la aplicacién de alguna regla de
inferencia. Asi, la teoria se convertiria en un cdlculo o sistema simbélico
sometido a reglas de combinacién muy precisas. En este sistema ciertas
sucesiones de combinaciones de signos serian pruebas, y otras no. En
particular, cada proposicién P y su negacién no-P quedarian represen-
tadas mediante expresiones de la forma ¢ y —¢, donde la unica diferen-
cia entre ellas serfa que en la segunda figuraria antepuesto el simbolo
“=”, que corresponderia a la negacién en el lenguaje formal. Por ejem-
plo, en el sistema Z la proposicién 2 es un nimero primo est4 represen-
tada por la férmula Vz(3y(z -y = ss0) = (z = 1V z = ss0)), mientras
que su negacion, es decir, la proposicién 2 no es un nimero primo esta
simbolizada por la férmula -Vz(3y(z - y = ss0) = (z = 1 V z = s50))
que resulta de anteponer el simbolo “=” a la primera.

En este contexto, como ya lo hemos sefialado, la consistencia de la
teoria equivaldria a la imposibilidad de derivar, con base en los axio-
mas y las reglas de inferencia dadas, dos férmulas de la forma ¢ y —¢,
y el problema de la no contradiccién quedaria reducido a un problema,
de combinatoria (;qué combinaciones de simbolos se pueden derivar
con estas reglas de inferencia formal a partir de estas férmulas (axio-
mas)?). Esta posibilidad de convertir las demostraciones en mosaicos
o despliegues simbdélicos hizo pensar a Hilbert que su objetivo se podria
alcanzar, es decir, que se podria probar la consjstencia de la teoria me-
diante un argumento de naturaleza combinatoria que no iria mas alld
de la aritmética elemental, de modo que las formas de argumentacion
utilizadas en la prueba metamatematica estuvieran al margen de toda
sospecha. De no satisfacerse esta condicién, ninguna prueba de consis-
tencia seria admisible como fundamento de la matemadtica clésica.

Para hacer mas clara esta ultima la exigencia, pensemos en el ca-
so contrario. Supongamos, por ejemplo, que con base en el axioma de
eleccidon hemos demostrado que el axioma de eleccién es consistente con
el resto de los axiomas de la teoria de conjuntos. ;No habria en ello
una circularidad, una peticién de principios? El argumento equivaldria
a decir lo siguiente: si aceptamos el axioma de eleccién, podemos de-
mostrar que el axioma de eleccién no introduce contradicciones en la
teoria de conjuntos; una demostracion de escaso valor epistemolégico:
el principio X nos dice que el principio X es confiable.

A finales de los anos veinte Hilbert y sus seguidores no imagina-
ban los problemas que encontrarian en su camino. Kurt Goédel era
entonces un estudiante de la Universidad de Viena que preparaba su
disertacién doctoral sobre la completud del cdlculo de predicados, una
de las herramientas fundamentales en el programa de formalizacién.
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Aunque este resultado armonizaba enteramente con las expectativas de
Hilbert, nada parecido se podria decir de los teoremas que ya entonces
se gestaban en su imaginacién. Justo al inicio de 1931 Gddel puso en
duda la viabilidad del programa con dos resultados cuyos ecos atin se
escuchan no sélo en las matemaéticas, sino en disciplinas tan distantes
como la filosofia de la mente o la teoria de la eleccién racional. En un
breve articulo que no sobrepasa las 25 pédginas este joven académico
demostré dos hechos sorprendentes:

G1) Como quiera que se formalice la matematica cldsica, si la formal-
izacion es consistente, siempre habra en ella proposiciones inde-
cidibles, es decir, proposiciones de la forma ¢ y —¢ que no son
deducibles en el sistema. A este resultado se le conoce como pri-
mer teorema de incompletud de Gédel.

G2) En todo formalismo de esta indole, digamos SF, siempre es posi-
ble construir una férmula aritmética o que expresa la propiedad
de que SF' es consistente. El sequndo teorema de incompletud de
Godel afirma que la féormula o no es deducible en SF en caso
de que SF sea consistente. En breve: Godel demuestra que en
ningin sistema formal consistente se puede demostrar la férmula
« que afirma su consistencia.

Como se ve, estos resultados marchan en la direccién contraria a
la del proyecto de Hilbert, el cual aspira, primero, a una formalizacién
completa de la matemadtica clasica y, segundo, a una prueba elemental
de su consistencia.

De los teoremas de Godel nos habremos de ocupar con mayor detalle
en la siguiente seccién, no sin antes advertir al lector que la exposicién
serd un poco maés técnica que la desarrollada hasta ahora, en parte
porque el trabajo de Goédel no se entenderia cabalmente sin adentrarse
en los mecanismos en que se apoya, y en parte porque a partir de
su intervencién se vio que el problema de la consistencia no se podria
resolver sin recurrir a métodos de demostracién mas sofisticados que los
suministrados por la aritmética elemental, y que habremos de explicar
parcialmente.

Godel

A la distancia, la fase del formalismo que perduré hasta 1930 se contem-
pla como un tanto ingenua. Como ya lo hemos senialado, esta etapa, car-
acterizada por el trabajo constructivo en la teoria de la demostracién,
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llegbé a un abrupto final con los teoremas de Godel, que llevaron a una
profunda revisién del programa de Hilbert (si no es que a su destruc-
ci6én) y dejaron una huella indeleble en la légica moderna. Utilizando
tan sélo métodos finitistas como los aceptados por la escuela de Hilbert,
Godel demostré que a partir de la aritmética formal, la consistencia de
un sistema formal no se puede probar mediante un argumento que se
pueda repetir dentro del formalismo (como se puede, por ejemplo, re-
producir en Z el teorema de Euclides sobre la existencia de una infinidad
de nimeros primos). Esto significa, entre otras cosas, que los recursos y
métodos de razonamiento incorporados en todo formalismo aritmético
no muy restringido son insuficientes para probar su consistencia, es de-
cir, que para alcanzar la anhelada prueba de consistencia es forzoso
recurrir a una teoria en cierto sentido mas potente que la que se ha
formalizado.

Lo anterior significé un fuerte golpe a la pretensién de Hilbert de
eliminar para siempre los problemas de fundamentacion de las matemd-
ticas: ahora resultaba que la justificacién de cualquier teoria con cierto
poder expresivo habria de encontrarse en otra teoria que de alguna ma-
nera la desbordaba, quedando pendiente el problema de la consistencia
de esta ultima. Esto ponia en entredicho la posibilidad de justificar la
validez del andlisis, el uso del infinito actual o la legitimidad del tercer
excluido con una prueba finitista de consistencia.

., Cémo llegé Godel sus descubrimientos? En la teoria de la de-
mostracién de Hilbert las matemaéticas son tratadas como un sistema
de signos sometido a reglas de manipulacién muy precisas, mientras
que la metamatemaética se mantiene dentro de la esfera de la argu-
mentacién intuitiva, pues en ella hay un contenido objetivo y preciso
como lo son las férmulas (sucesiones de signos) y la pruebas formales
(sucesiones de férmulas). Godel, al investigar estas cuestiones, se dio
cuenta de que la metamatemaética, dedicada al examen de las posibil-
idades combinatorias de los formalismos, era de una indole no muy
distinta a la de la aritmética constructiva, y mediante un ingenioso ar-
tificio creado por él logré traducir sus enunciados a la aritmética (es
decir, subsumid la metamatemaética en la aritmética). Bésicamente, la
idea consiste en substituir los objetos del formalismo —signos, férmulas,
pruebas formales— por nimeros de tal modo que las reglas de con-
struccién del formalismo (i. e. las reglas que rigen la edificacién de
férmulas y pruebas) queden expresadas en términos de simples opera-
ciones con los nimeros correspondientes. De este modo, el discurso
metamatematico se convierte en un discurso aritmético. Este m3todo
se aplica practicamente a cualquier formalismo, incluyendo todos los
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sistemas ideados por Hilbert y su escuela para la aritmética y la teoria
de conjuntos. En particular, al aplicar este novedoso método a la teoria
formal de los niimeros —digamos, a un sistema como el sistema Z recién
mencionado-, la metateorfa (i. e., la disertacién metamatemética)* se
convierte en parte de la teoria formalizada, pues sus enunciados son de
corte aritmético, y sus proposiciones se pueden expresar dentro de la
teoria formal (suponiendo que ésta es suficientemente expresiva). Con
ello, la metamatematica queda formalizada en la teoria de que trata.

Con este recurso a su disposicién, Godel mostré c6mo construir en
cualquier formalismo A que contenga una representacién de la aritmé-
tica recursiva (como, por ejemplo, Z) dos férmulas que desde el punto
de vista metamatemaético expresan dos cuestiones relevantes:

1) una férmula G que dice de si misma ser indemostrable en A, es
decir, que afirma, en su lectura metamatemética, que La férmula
G es indemostrable en A,

2) una férmula C que afirma la consistencia de A, es decir, que en su
lectura metamatematica, afirma que en el sistema A no es posible
probar dos formulas ¢ y —¢, una de las cuales es la negacidn de
la otra.

Estas dos férmulas son los principales actores de los famosos teore-
mas de incompletud de Godel que, dado nuestro interés en el problema
de la consistencia, debemos citar de manera mas precisa. En ellos se
hace referencia explicita a la propiedad de la consistencia y los podemos
enunciar parcialmente como sigue:

(1) Si el sistema A es consistente, entonces G es indemostrable en A.

(2) El enunciado C que expresa la consistencia de A es indemostrable
en A.

El primer teorema tiene consecuencias muy interesantes respecto a
la relacién entre las nociones de verdad y demostrabilidad en la aritmé-
tica. Supongamos que A es en realidad consistente. Dado que G dice
de si misma que es indemostrable en A, se sigue de inmediato que es
verdadera, pues en realidad G no se puede demostrar en A. Por otra
parte, afiadiendo como hipétesis que A es w-consistente (véase la nota

“En general, el prefijo meta indica que se trata de una nocién perteneciente a la
metamatematica, no al formalismo, como cuando se dice metateorema, metavariable,
metateoria, etc.
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al pie)®, se prueba que la férmula =G tampoco es demostrable en Ay
G es indecidible en el formalismo (es decir, A no lo decide), aunque su
verdad se ha determinado mediante consideraciones metamatematicas.
La conclusién a la que se llega mediante esta extraha situacién es que el
conjunto de férmulas demostrables en A no coincide con el de férmulas
verdaderas (G es verdadera si y s6lo si no es demostrable en A).

Por su parte, el metateorema (2) es de suma importancia para el
problema de la consistencia. Su demostracién se logra formalizando en
A la del metateorema (1), es decir, derivando en A la férmula

C—G

que es la transcripcién formal de la proposicién (1). Si la férmula C,
que expresa la consistencia de A, fuese demostrable en A, también lo
serfa la férmula G, pues se tendria como teoremas C y C — G, y G se
inferiria en un sélo paso, cosa que, por el primer teorema, sabemos que
no sucede en caso de que A sea consistente. Por consiguiente, la férmula
C no es demostrable en A, es decir, A es incapaz de probar la férmula C
que afirma su propia consistencia. He aqui dos limitaciones inherentes
a los formalismos aritméticos considerados por Hilbert: no pueden ser
completos en un sentido absoluto, ni pueden contener la garantia de
su propia coherencia. Para probar la consistencia de la aritmética, del
analisis o de la teoria de conjuntos no queda otro recurso que ir mas
alla de lo que permite el sistema, i. e., hay que recurrir a métodos mas
generales que aquellos que figuran en el formalismo.

La situacién anterior trajo consigo una enorme desilusion entre los
seguidores del programa, pues se hizo evidente que una solucién como la
propuesta por Hilbert para el problema de los fundamentos, basada en
una prueba elemental de la consistencia de una teoria como la de Can-
tor, estaba lejos de ser alcanzada. Nuevamente se suscitaban problemas
que habrian de estimular el avance y desarrollo de la matematica.

La solucién esperada por Hilbert al problema de la con-
sistencia apuntaba en la direccién opuesta a la senalada

5Una aclaracién técnica. Un formalismo es w-inconsistente si para algiin predica-
do P(z) se tiene que ~P(k) es demostrable para cada k € N al igual que la férmula
JzP(x); de lo contrario se dice que es w-consistente. La segunda parte del teorema
(1) es la siguiente:

(1) Si el sistema A es w-consistente, entonces ~G es indemostrable en A.

La w-consistencia es una condicién més poderosa que la de consistencia simple. Esta
hipétesis fue eliminada posteriormente por Barkley Rosser en favor de la consistencia
simple en 1936, por lo que aqui no nos ocuparemos més de ella.
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por el segundo teorema de Godel. Desde el punto de vista
de Hilbert, las teorias matemaéticas habrian de formar una
suerte de pirdmide en cuya base se encontraria aquella for-
mada por los elementos més simples. Esta base serviria co-
mo punto de partida para asegurar la consistencia de todo
el edificio. Asi, por ejemplo, la aritmética finitista probaria
la consistencia de la aritmética de Peano, y una vez proba-
da la coherencia de ésta tultima se le podria utilizar para
probar la consistencia de, digamos, la teoria de conjuntos
sin el axioma de eleccion, para a su vez utilizar esta teoria
en una prueba de la consistencia de la teoria de conjunto
con el axioma de eleccién, etc. de modo que cada vez que
se hubiera probado la consistencia de un nivel, lo habido
en €l se podria utilizar para asegura la consistencia de los
subsiguientes niveles, cada vez mds complejos. No obstante,
a la luz del teorema de Godel se puede ver que la situacién
es otra. En efecto, si acabar un sistema significa probar su
consistencia, es imposible contentarse con las suposiciones
que en él se hacen (no basta considerar el sistema a la luz de
sus métodos y principios, pues estos son insuficientes para
probar su consistencia: hay que hacer la siguiente suposi-
ci6n). Para continuar con nuestra metédfora diremos que la
imagen de la piramide ha de ser invertida, ya que para con-
solidar un piso jes necesario construir el siguiente! (Para
acabar un sistema, hay que acabar el sistema que formali-
za 12 prueba de su consistencia). En tal caso, como afirma
Jean Piaget, la base de la pirdmide se encontrarfa suspendi-
da en la cuspide, una cispide inconclusa por si misma, y
que debe ser elevada sin cesar. En verdad, las consecuen-
cias del teorema Godel para el programa de Hilbert fueron
devastadoras.

Gentzen et al

Tras la catéstrofe godeliana todo parecia indicar que lo Unico que que-
daba por hacer era finiquitar las investigaciones y marcharse a casa.
Pareciera como si la teoria de la demostracién hubiese fracasado, pues
Jquién irfa a estar satisfecho con una justificacién de la matemadtica
transfinita de Cantor que fuese mds amplia que la teoria cantoriana?
Los seguidores del programa adoptaron actitudes que iban desde la
incredulidad hasta la resignacién. Hilbert mismo se negé a aceptar
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la imposibilidad de una prueba de consistencia finitista, mientras que
otros optaron por modificar el programa, renunciando a la pretension
de una prueba absoluta de consistencia. De inmediato se planted el
siguiente problema: hallar una prueba de consistencia que cayese fuera
del formalismo en cuestién pero que fuese aceptable para todos, in-
cluyendo a los intuicionistas. Esto al menos para algunos fragmentos
de la matematica. La bisqueda de tales pruebas inicié de inmediato.

No hubo de pasar mucho tiempo antes de que se hubiesen obtenido
algunos resultados en relacién a la aritmética. En 1936 Gerhard Gentzen,
un joven colaborador de Hilbert, logré probar la consistencia de la arit-
mética mediante un argumento que no es finitista en el sentido estricto
de la palabra, pues en él se acepta como evidente un argumento induc-
tivo que penetra en la segunda clase de los niimeros ordinales de Can-
tor. Pruebas similares fueron presentadas posteriormente por Acker-
mann (1940), Lorenzen (1951), Schiitte (1951, 1960), G6del (1958) y
Hlodovskii (1959). El problema con este tipo de demostraciones es
que implican la aceptacién de principios en general mas poderosos e
inciertos que aquéllos cuyo funcionamiento consistente se prueba con
ellos. Por ejemplo, la demostraciéon de Gentzen asegura que el princi-
pio de induccién finita, fundamental en la demostracién de multiples
teoremas de la aritmética y del anilisis cldsico, es compatible con los
demés axiomas de Peano acerca de los niimeros naturales.® El incon-
veniente radica en que la demostracién hace uso de una extensiéon un
tanto del principio de induccidn, que lo acepta como valido no sélo para
los nimeros naturales, sino para una clase méas extensa de nimeros que
los contiene como un subconjunto propio: nos referimos a los numeros
ordinales numerables, definidos y estudiados en la teoria transfinita de
Cantor, y de los que aquéllos no son sino la parte correspondiente a los
conjuntos finitos.

Si bien a la luz del segundo teoremas de Godel dificilmente po-
driamos imaginar cémo podrian ser las cosas de otra manera, el teo-
rema de Gentzen nos muestra cudl es el minimo requerido para lograr
la demostracién de consistencia de la aritmética de Peano, es decir,
el minimo que debemos suponer dadas las restricciones impuestas por
Godel. No obstante, desde un punto de vista epistemolégico, la de-
mostracién no se puede considerar como un fundamento de la teoria,
pues en ella se supone algo mds poderoso que la induccién finita para

SEl principio establece lo siguiente: que si una propiedad P(z) es vélida para
z = 0 y es hereditaria, en el sentido de que si un ndmero n tiene la propiedad,
también su sucesor sn la tiene, (i.e., que P(n) — P(sn) para todo n € N), entonces
la propiedad es vélida para todos los nimeros naturales: Vz € N, P(x).
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asegurar a la induccién finita.

En cuanto a la demostracién de consistencia de la aritmética de
Peano, al final del texto el lector encontraréd un apéndice con un co-
mentario una tanto técnico de la demostracién que diera Schiitte en
1951, la cudl no es substancialmente distinta a la de Gentzen. Creemos
relevante incluir este comentario en la medida en que muestra el avance
y el tipo de desarrollos a que condujo el problema de la consistencia en
el siglo veinte, siendo tal resultado quiza el mas importante que se ha
logrado en este renglén. Adn asi, no se puede negar que el razonamien-
to de Gentzen tuvo que pagar el precio de un nivel substancialmente
menor de evidencia que el esperado por Hilbert. El problema radica
en que si se duda de los métodos de la aritmética ordinaria como, por
ejemplo, de la induccién finita, cuya consistencia se quiere probar, con
mayor razén se debe dudar de aquellos métodos que hacen uso de la
induccién transfinita. De acuerdo con el programa, lo que procederia
en tal caso seria formalizar tales métodos de induccién transfinita y
comprobar que el nuevo sistema es consistente como garantia de su fia-
bilidad. No obstante, dado que la misma forma de induccién no seria
suficiente para asegurar la consistencia del sistema que la formalizase
(a consecuencia del segundo teorema de Gddel), seria necesario recurrir
a sistemas de tipo superior, cada uno de los cuales estaria a su vez en
espera de su respectiva prueba de no contradiccién (como ya lo hemos
sefialado). En este sentido, pocos han sido los avances reportados, y en
la actualidad casi nadie investiga el problema en tanto que busqueda
de un fundamento para el analisis cldsico o la teoria de conjuntos: en
esas zonas no se han logrado grandes victorias.

El presente, el futuro

Al reflexionar sobre el valor de las pruebas de consistencia surge la
duda sobre si éstas algin dia ocuparan el sitio de privilegio que Hilbert
habia reservado para ellas, en el sentido de asegurar la solidez de todo
el edificio matematico. En el mejor de los casos, lo que priva es la
confusién. Escuchemos algunas opiniones contrastantes al respecto:

La bisqueda de tales métodos de deduccién [métodos que
desbordan el marco de los sistemas que se examinan y que
sin embargo estructuran alguna capacidad concreta de nues-
tras mentes finitas, de modo que aun los intuicionistas los
aceptarian] comenzé de inmediato, y se vio coronada por el
éxito. Gentzen encontré la herramienta bajo la forma de
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la induccion transfinita, con cuya ayuda logré probar la no
contradiccion de la teoria de los niimeros en su totalidad. El
rebano de los nimeros naturales puede vivir y desarrollarse
en paz; ningin lobo podra volverse contra él. (Péter, 1961,
p. 247).

El valor de verdad que puede atribuirse a este razonamiento
[el de Gentzen] es sin duda menor que el de los que satisfacen
las exigencias iniciales de Hilbert, y es esencialmente una
cuestién de psicologia para cada matemadtico. (Bourbaki,
1972, p. 70).

Cuando G. Gentzen lleno el vacié de una prueba de consis-
tencia para la aritmética, ..., logré su propdsito sélo con
una disminucién substancial del estdndar de evidencia de
Hilbert. La linea divisoria de los que es intuitivamente dig-
no de confianza se torna de nuevo imprecisa. En la medida
en que toda la energia se hubo de canalizar a la defensa del
terruno aritmético, la invasion del andlisis nunca se empren-
did, por no mencionar la teoria general de conjuntos.

Este es el punto en el que se encuentra el problema; no hay
a la vista ninguna solucién. Pero al margen de lo que nos
depare el futuro, es indudable que Hilbert y Brouwer con-
dujeron el problema de los fundamentos de las matemadticas
a un nuevo nivel. Un regreso al punto de vista de Ru-
ssell y Whitehead en Principia Mathematica es inimagin-
able. (Hermann Weyl, 1944a, p. 620). '

Para resumir diremos que ha menester no insistir en las pruebas de
consistencia como tnica via de validacién de las teorias axiomaéticas.
En este sentido éstas han perdido casi todo su valor. No obstante, co-
mo tema de investigacién se presentan como un verdadero reto tras las
restricciones impuestas por los teoremas de Godel, acentuando su atrac-
tivo. Para quienes se interesan en el fundamento de las matemadticas
se plantea el problema de investigar si el programa de Hilbert es par-
cialmente realizable, es decir, de determinar si alguna porcion de la
matematica transfinita se puede justificar por medio de una prueba
finitista de consistencia, cuestién interesante por si misma. También
debemos mencionar el problema de investigar qué otros métodos po-
drian ser ttiles para atacar el problema de los fundamentos. Ante la
imposibilidad aparente de una justificacién finitista surge la pregun-
ta: ;a qué teorias constructivas se puede reducir la matemdtica? La
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biisqueda de un programa reduccionista de tal indole es materia de
investigacién en la actualidad.

No obstante, el sitio de mayor interés en torno a los fundamentos se
ha desplazado a otro lugar. A diferencia de Hilbert, ya no se trata de
justificar las teorias axiomdticas, sino de investigar los vinculos entre
la matemadtica constructiva y la no constructiva. Todo esto se engloba
en lo que se sigue llamando teoria de la demostracién, aunque con un
sentido distinto. Si en un principio el horizonte se limité a los métodos
finitistas, esto se debid al radicalismo epistemoldgico de Hilbert y al
papel asignado a la metamatemadtica. Pero al liberarse la teorfa de la
demostracién (ahora distinta de aquélla) del fardo de ser un instrumento
para la solucién del problema del fundamento de las matematicas, se le
transformd, en el fondo, en un medio para explorar la dos tendencias
predominantes en matematicas, la constructiva y la platénica. Este fue
el destino de lo que inicialmente planteé Hilbert como el problema de
investigar la consistencia de la aritmética, el sitio al que se llegé tras
el impulso que el problema dio a la investigacién y a nuevos desarro-
llos. En esto Hilbert no se equivocé: la vida de la matemaética son sus
problemas, la bisqueda de soluciones, la sed de saber, y sin el afén
de resolver el problema de la consistencia jamds habriamos tenido el
privilegio de un Godel, al menos del Godel que conocimos.

Apéndice. La prueba de Schiitte

La prueba de Schiitte presupone cierta familiaridad con la aritmética
ordinal de Cantor y la ldgica matematica. Si el lector no se siente
cémodo con su lectura, le recomendamos que le dé una ojeada superfi-
cial o la abandone por completo sin sentirse desesperanzado.

Grosso modo, el procedimiento seguido por Schiitte es el siguiente.
Supongamos que lo que se quiere es probar la consistencia del for-
malismo aritmético Z. Para tal fin Schiitte construye un sistema de
deduccién natural Z* con el mismo lenguaje que Z y las siguientes
propiedades:

(1) Si una férmula ¢ es derivable en Z, también lo es en Z*

(2) Si P es una derivacién de una férmula ¢ en Z*, entonces P se puede
reemplazar por una derivacién P’ de ¢ con la propiedad de que
todas las férmulas elementales que figuran en P’ siguen estando
presentes en ¢, con la posible substitucién de términos constantes
por variables (las férmulas elementales son todas aquellas de la
forma s =t 6 =(s = t), donde s y t son términos cualesquiera).
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Los axiomas de Z* son las formulas elementales cerradas (sin vari-
ables) que son correctas, es decir, que al ser evaluadas conforme a las
operaciones de suma, producto y sucesor dan lugar a un enunciado
aritmético verdadero. Por ejemplo, 2-(2+3) = 10y =(2-3 = 5)
son férmulas elementales cerradas que, siendo verdaderas en tanto que
enunciados aritméticos, son axiomas de Z*; por el contrario, 1 +1 =10
y (0 = 0) no son axiomas de Z, pues como enunciados aritméticos son
falsas.

Una caracteristica del sistema Z* que lo distingue de Z, y en general
de los sistemas formales considerados por Hilbert, es que incluye una
singular regla de inferencia que admite una infinidad de premisas; a ésta
se le llama Regla de Induccion Infinita. Las demostraciones basadas en
ellas son una extensién de la nocién tradicional de demostracién, en la
que solo se admite un numero finito de premisas en cada paso. La regla
se enuncia asi:

Del conjunto {A(k) A D |k € N} se infiere VzA(z) A D (Ind. inf.)

Con base en el teorema (2) es ficil demostrar la consistencia de Z*.
En efecto, si el sistema fuese inconsistente, la férmula —(0 = 0) seria
un teorema. No obstante, esta férmula sélo seria derivable de otras con
la misma forma, por lo que los axiomas considerados en su derivacién
deberian ser iguales a ella, es decir, se deberia tratar de un axioma, lo
que no es el caso. En virtud del teorema (1), la consistencia de Z es
una consecuencia inmediata de la de Z*, pues si Z fuera inconsistente
la misma contradiccién se podria derivar en Z*. Sin entrar en detalles,
diremos que en la prueba del teorema (2) se recurre a la induccién
transfinita. Su uso en la demostracién de Schiitte se logra asignando
en cada derivacién de Z* un nimero ordinal a cada una de las férmula
que figuran en ella. Dada la forma en que se hace la asignacidn, es
indispensable llevar la induccién hasta un nimero ordinal que abarque
a todas las derivaciones posibles. Dicho niimero no es finito, sino el
ordinal €y, el primer ordinal transfinito inaccesible por medio de las
operaciones de suma, producto y exponenciacion con ordinales menores
que é1.7 Asi, el recurso a la induccién transfinita es inevitable.

En la prueba del teorema (2) se considera inicialmente una
derivacién que no cumple con el enunciado del teorema,
es decir, una derivacién en la que se aplicaron reglas de in-
ferencia en cuya conclusién ya no figuran algunas férmulas

"Formalmente, ¢¢ se define como sigue: g = w**, donde w es el conjunto de
los ordinales finitos, cuyos elementos podemos identificar con los nimeros naturales.
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presentes en las hipétesis. Se procede entonces a demostrar
que el ultimo paso en que se aplicé alguna de tales reglas
se puede substituir con un derivacién que no recurre a ellas
(es decir, que en el drbol de la derivacién se puede podar
cada rama en que se han aplicado tales reglas e injertar en
su lugar otra deduccion en la que no se recurre a ninguna
regla de tal naturaleza y que tiene la misma conclusién).
Por el modo en que se asignan los nimeros ordinales a las
férmulas de la derivacién, hay, para cualquier ordinal o < gg
una prueba con ordinal § > «, pero a todas ellas les corre-
sponde siempre un ordinal 3 < €y. Por tanto, la induccién
transfinita no se puede detener antes de &g.

Aunque a la luz de la matematica constructiva la induccién trans-
finita hasta €4 atin conserva un cierto valor, en el sentido de que comen-
zando con cualquier derivacién P por complicada que ésta sea, en s6lo
un ndmero finito de aplicaciones del procedimiento se habra llegado a
la derivacién P’ referida en el teorema (2), no podemos decir que esta
peculiar aplicacién de la induccién transfinita hara sentir mas seguro a
alguien que duda del principio de induccién finita: en este sentido, la
prueba de consistencia de Schiitte no tiene ningin valor epistemolégico;
mas bien, su interés radica en que establece un vinculo entre fragmentos
progresivos del principio de induccién y permite explorar el alcance de
algunos métodos constructivos de demostracién (esto en el sentido laxo
de la palabra) que a su vez podrian ser ttiles al investigar el problema
de la consistencia del andlisis o algunas de sus partes. En esta direc-
cién ya hay algunos resultados en la teoria de la demostracién, aunque
a éstos no se les atribuye ningiin valor como fundamento, sino como
respuestas a problemas tedricos de interés general.
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