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Resumen
En este trabajo daremos un poco de historia sobre la vida
de Galois para después presentar algo de historia sobre la
solución de la ecuación cúbica y el Teorema de Abel–Ruffini
sobre la imposibilidad de dar la solución por radicales a la
ecuación general de quinto grado.
Después de estos antecedentes es donde entra el trabajo de
Galois sobre cómo decidir si una ecuación polinomial dada es
resoluble o no por medio de radicales.

1. A modo de excusa

La historia sobre la vida de Évariste Galois está llena de imprecisiones,
diversas versiones, muchas veces no sólo encontradas sino francamente
opuestas, de romanticismo, de medias verdades y muchas veces de total
desconocimiento de los sucesos verdaderos. Hemos tratado de poner en
este trabajo las versiones más o menos aceptadas sobre los diversos
aspectos de la muy interesante y triste vida de uno de los matemáticos
más grandes de toda la historia, pero no podemos asegurar que sean los
verdaderos. No lo sabemos y posiblemente habrá aspectos que nunca
serán aclarados del todo.

Asimismo, hemos incluido muchas páginas de la red con el fin de
que el lector interesado pueda profundizar en algunos aspectos sobre la
vida, la obra y la herencia de Évariste Galois. Sin embargo, por un lado,
las páginas de la red cambian casi tan rápido como nuestros poĺıticos
de partido y es posible que lo que aqúı pongamos haya desaparecido
cuando el lector lo quiera consultar, y por otro lado, en realidad es
más fácil encontrar innumerables referencias de cualquier tema con una
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simple búsqueda que con páginas dadas de antemano. Sin embargo es
nuestra obligación poner de la manera más precisa posible algunas de
nuestras fuentes y por eso hemos incluido estas direcciones.

2. Antecedentes

Évariste Galois nació el 25 de octubre de 1811 en Bourg–la Reine, una
comuna en las afueras de Paŕıs, Francia, y murió el 31 de mayo de 1832
en Paŕıs, a los 20 años, 7 meses y 6 d́ıas.

Su padre fue Nicholas-Gabriel Galois y su madre Adelade–Marie De-
mante. Su hermana mayor era Nathalie–Theodore y su hermano menor
Alfred.

Fue educado hasta los 12 años por su madre y fue hasta ese en-
tonces que empezó su educación académica formal en el liceo Royal de
Louis–le–Grand de Paŕıs. Ah́ı empezó el aspecto más importante de su
personalidad, mucho más que su faceta de matemático: su pensamiento
poĺıtico y una rebeld́ıa hacia la autoridad, sus sentimientos antiecle-
siásticos y antimonárquicos. Su primer contacto con las matemáticas
fue hasta los 15 años, esto es, el trabajo matemático de toda su vida
lo desarrolló en aproximadamente 5 años y es hasta nuestros d́ıas un
tema relevante y de mucho interés en varias ramas de las matemáticas
y en śı mismo.

Fue el curso impartido por M. Vernier el que despertó el genio ma-
temático de Galois. En 1828 quiso entrar a la prestigiada École Poly-
technique pero puesto que le faltaba mucha formación básica, fue re-
chazado. Siguió sus estudios en el Louis–le–Grand con el profesor M.
Richard que apreció el potencial de Galois. Es por ese tiempo que pu-
blicó su primer trabajo: una demostración de un teorema sobre fraccio-
nes continuas periódicas; poco después encontró la clave para resolver
el problema de la resolubilidad de las ecuaciones polinomiales por radi-
cales. Sus avances más notables fueron en el desarrollo de la teoŕıa de
grupos (que aunque fue Galois el que más avances realizó en la teoŕıa
de grupos y le dio una forma diferente y estructurada, no fue el inven-
tor de ella pues tanto Lagrange como Ruffini ya la hab́ıan estudiado e
hicieron importantes contribuciones a ella).

Poco antes de presentarse a su segundo y definitivo examen de in-
greso a la École Polytechnique, el padre de Galois se suicidó. Galois
se presentó al examen en estas condiciones y, con sus maneras habi-
tuales de rebeld́ıa y desprecio por la autoridad, se negó a seguir las
indicaciones de los examinadores al rehusar justificar sus enunciados y,
naturalmente, fue rechazado de manera definitiva.
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Figura 1: “Analyse algébrique. Démonstration d’un théorme sur les
fractions continues périodiques.” Annales de Gergonne, 19 (1828-1829),
p.294-301. Tomado de http://archive.numdam.org/ARCHIVE/AMPA/AMPA

1828-1829 19 /AMPA 1828-1829 19 294 0/AMPA 1828-1829 19 294 0.pdf,
dominio público.

Entonces entró a la menos prestigiosa École Normale al mismo tiem-
po que sus trabajos sobre teoŕıa de grupos eran evaluados por la Aca-
demia de Ciencias. Estos trabajos nunca fueron publicados en vida
de Galois. Originalmente, el art́ıculo sobre estos temas fue enviado a
Cauchy quien lo rechazó pues el trabajo teńıa puntos en común con los
art́ıculos de Abel de 1824 y 1826. Galois lo revisó y lo volvió a enviar y
en esta ocasión, Cauchy lo remitió a la academia para su consideración.
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Sin embargo Fourier, secretario vitalicio y encargado de su publicación,
murió poco después de recibirlo y la memoria se traspapeló.

De cualquier manera Galois publicó 3 art́ıculos en esos mismos años
(1830–1831) en el Bulletin des Sciences Mathématiques de M. Férussac
los cuales probaron sin ninguna duda que Galois hab́ıa llegado mu-
cho más lejos que cualquier matemático en la resolución de ecuaciones
polinomiales.

Figura 2: “Analyse d’un Mémoire sur la résolution algébrique des
équations”. Bulletin des Sciences Mathématiques XIII: 271 (1830).
ŒUVERS MATHÉMATIQUES D’ÉVARISTE GALOIS, M. Émile Pi-
card, Gauthier-Villars et Fils, Paris 1897. Tomado de

http://openlibrary.org/books/OL6975080M/

Œuvre mathmatiques d’Évariste Galois, dominio público.

En julio de 1830 los republicanos, entre ellos Galois, exiliaron al rey
Carlos X pero fueron aplastados por el nuevo rey Luis Felipe de Orleans.
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Figura 3: “Mémoire sur les conditions de résolubilité des équa-
tions par radicaux”. Journal de Liouville, tomo XI, 1846. ŒUVERS
MATHÉMATIQUES D’ÉVARISTE GALOIS, M. Émile Picard,
Gauthier-Villars et Fils, Paris 1897. Tomado de

http://openlibrary.org/books/OL6975080M/

Œuvre mathmatiques d’Évariste Galois, Dominio público.

Por participar activamente con los republicanos, Galois fue expulsado
de la École Normale. A principios de 1831, y con apenas 19 años de
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Figura 4: “Des équations primitives qui sont solubles par radicaux”.
Journal de Liouville Tome XI, 1846. Œuvers mathématiques d’Évariste
Galois, M. Émile Picard, Gauthier-Villars et Fils, Paris 1897. Tomado
de

http://openlibrary.org/books/OL6975080M/

Œuvers mathematiques d’Évariste Galois, dominio público.
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edad, Galois fue encarcelado por sedición por un poco más de un mes
y después de ser absuelto fue encarcelado nuevamente por sedición en
julio (posiblemente encarcelado hasta octubre).

Durante 1831, Galois hab́ıa redondeado su trabajo sobre grupos y lo
hab́ıa enviado a Poisson a la Academia de Ciencias, el cual primero lo
sometió a la misma pero después recomendó su rechazo pues “sus argu-
mentaciones no estaban ni lo suficientemente claras ni suficientemente
desarrolladas para permitir juzgar su rigor”. Galois recibió la carta de
rechazo en prisión.

La parte final del reporte de Poisson dice:

Hemos hecho todo esfuerzo posible para entender la prue-
ba de Galois. Su razonamiento no es suficientemente claro
ni suficientemente desarrollado para que nosotros podamos
juzgar si es correcto y no podemos dar idea de ello en este
reporte.

El autor anuncia que la proposición que es el objeto especial
de esta memoria, es parte de una teoŕıa general susceptible
de muchas aplicaciones. Posiblemente se comprobará que
las diferentes partes de una teoŕıa se aclaran mutuamente,
y son más fáciles de captar en conjunto en lugar que cada
una de manera aislada. Nos gustaŕıa entonces sugerir al au-
tor que debe publicar todo su trabajo completo para poder
formarnos una opinión definitiva. Pero en el estado en que
está la parte que él ha sometido a la academia, no podemos
proponer su aceptación.

Dos d́ıas antes de su muerte, Galois fue liberado de su encarcela-
miento. Los detalles de su muerte, supuestamente por un ĺıo de faldas,
no están claros y hay 2 ó 3 versiones totalmente distintas. Lo que śı su-
cedió la noche del 29 de mayo de 1832 es que Galois escribió varias
cartas a los republicanos y escribió una copia de lo que hab́ıa remitido
a la academia junto con otros art́ıculos a su amigo Auguste Chevalier.

En la madrugada del 30 de mayo de 1832, Galois perdió un duelo
a pistola con Pescheux d’Herbinville, un artillero oficial (versión de
Alejandro Dumas en sus memorias), falleciendo el 31 de mayo de 1832
a las 10 de la mañana en el hospital Cochin.

Sus últimas palabras, dirigidas a su hermano Alfred, fueron “ ¡No
llores! Necesito todo mi coraje para morir a los veinte años”.

Su hermano y su amigo Auguste Chevalier recopilaron sus manus-
critos. Es altamente probable que los hayan dado a conocer a muchos



8 Gabriel Villa Salvador

Figura 5: “Lettre de Galois á M. Auguste Chevalier”, Journal des
mathématiques pures et appliquées XI: 408415. ŒUVERS MATHÉMA-
TIQUES D’ÉVARISTE GALOIS, M. Émile Picard, Gauthier-Villars et
Fils, Paris 1897. Tomado de

http://openlibrary.org/books/OL6975080M/

Œuvre mathmatiques d’Évariste Galois, Dominio público.

matemáticos de la época, pero únicamente atrajeron la atención de
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Figura 6: Tomada de http://m759.net/wordpress/?p=8451

Liouville en 1843.

Las obras de Galois fueron publicadas finalmente en el número de
octubre de 1846 en Journal des Mathematiques Pures et Appliquées
después de que Liouville revisó sus manuscritos y declaró que Galois
hab́ıa resuelto el problema de Abel. Gracias a Liouville es que ahora
conocemos el trabajo de Galois.

3. Las ecuaciones de grado 3

Al principio del siglo XVI, Scipione del Ferro (1465–1526) encontró un
método para resolver una clase de ecuaciones cúbicas: las del tipo x3 +
ax = b. De hecho todas las ecuaciones cúbicas pueden ser reducidas
a esta forma si permitimos a a y a b ser negativos, pero los números
negativos no eran conocidos por aquel entonces. Del Ferro mantuvo su
resultado secreto hasta justo antes de su muerte cuando se lo comunicó a
su estudiante Antonio Fiore.

En 1530 Niccolo Fontana conocido como Tartaglia (1500–1557) re-
cibió dos problemas en ecuaciones cúbicas y anunció que pod́ıa resol-
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Figura 7: Tomada de
http://www.librosmaravillosos.com/

grandesmatematicos/capitulo20.html

verlos. Pronto fue retado por Fiore. En el duelo, Tartaglia resolvió los
problemas que eran de la forma x3 +ax = b para los cuales él hab́ıa ob-
tenido un método general mientras que Fiore fracasó en los problemas
que recibió los cuales eran de la forma x3 + ax2 = b que le resultaron
muy dif́ıciles y no los pudo resolver. Tartaglia ganó.

Más adelante Gerolamo Cardano (1501–1576) persuadió a Tartaglia
de revelar su secreto para resolver ecuaciones cúbicas. Tartaglia acce-
dió bajo la condición de que Cardano no los revelaŕıa nunca y que en
caso de que Cardano publicara un libro sobre ecuaciones cúbicas, le
debeŕıa dar tiempo a Tartaglia para publicar sus resultados. Algunos
años después, Cardano supo del trabajo previo de Del Ferro y publicó el
método de Del Ferro en su libro “Ars magna” (el Gran Arte) en 1545,
significando, posiblemente, que Cardano le dio 6 años a Tartaglia pa-
ra publicar sus resultados y de cualquier forma dio debido crédito a
Tartaglia por una solución independiente de las ecuaciones cúbicas.
Aunque Cardano sintió que cumplió su promesa, no aceptó los retos
de Tartaglia. El reto fue eventualmente aceptado por Lodovico Ferrari
(1522–1565), originalmente sirviente de Cardano y posteriormente su
colaborador. Ferrari superó en la competencia a Tartaglia y éste per-
dió su prestigio y su dinero.

Como dato curioso, Ferrari murió envenenado con arsénico por su
hermana.



Las ecuaciones polinomiales como el origen de . . . 11

Cardano hab́ıa notado que el método de Tartaglia requeŕıa de ráıces
cuadradas de números negativos. Cardano incluyó estos cálculos en Ars
magna pero posiblemente sin entenderlos. Rafael Bombelli (1526–1572)
estudió este problema en detalle y por esto es considerado a menudo
como el descubridor de los números complejos.

Finalmente fue Ferrari en 1540 quien resolvió la ecuación de cuarto
grado y este resultado también fue publicado en Ars Magna en 1545.

4. La ecuación de grado quinto

Es en el trabajo de Paolo Ruffini (1765–1822) donde se encuentra una
prueba casi completa de que las ecuaciones generales de quinto grado
en adelante no pod́ıan resolverse por radicales (1799).

Figura 8: Tomada de
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/22/Ruffini paolo.jpg

Ruffini usó teoŕıa de grupos pero todo lo que usaba teńıa que ser
inventado y desarrollado por él mismo. Lagrange hab́ıa usado permu-
taciones y se puede argumentar que ya los grupos hab́ıan aparecido en
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el trabajo de Lagrange, sin embargo Lagrange nunca compuso permu-
taciones, por lo que no podemos decir que la teoŕıa que usó Lagrange
se pueda considerar totalmente como teoŕıa de grupos. Ruffini fue el
primero en introducir la noción de orden de un elemento, conjugación,
la descomposición ćıclica de elementos de los grupos de permutaciones
y las nociones de primitividad e imprimitividad. También probó, en-
tre otras cosas, que el orden de una permutación es el mı́nimo común
múltiplo de las longitudes en la descomposición en ciclos disjuntos y
que S5 no tiene subgrupos de ı́ndice 3, 4 u 8.

En 1824 Niels Henrik Abel (1802–1829) publicó su demostración
sobre la irresolubilidad de la ecuación de grado 5 [1] lo cual hab́ıa
obtenido en 1823. Puesto que no teńıa dinero, Abel tuvo que presentar
su resultado en únicamente 6 páginas y resultó ser muy obscuro y de
forma dif́ıcil de leer. Una prueba más detallada la publicó en 1826 en el
Journal de Crelle (Journal für die reine und angewandte Mathematik)
[2]. Este art́ıculo fue conocido por Galois pocos meses después de la
muerte de Abel.

Figura 9: Versión de 1824 del teorema de Abel, publicada por él mismo.
Tomada de

http://www.abelprisen.no/nedlastning/

verker/1824 abel memoir.pdf
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Figura 10: Publicado en Journal für die reine und angewandte Mathe-
matik 1, 1826. Tomada de

http://www.abelprisen.no/verker/

oeuvres 1839/oeuvres completes de abel 1 kap02 opt.pdf

5. El teorema de Galois

Como mencionamos antes, la noche previa a su duelo, o presunto duelo,
no lo sabemos de cierto, Galois escribió parte de su trabajo en una
carta enviada a Auguste Chevalier, en la cual incluyó un resumen del
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manuscrito rechazado por la Academia y Poisson. Esta carta, junto
con el manuscrito antes mencionado, es el gran legado de Galois. Es
importante hacer notar que este trabajo de Galois está influenciado
y motivado por trabajos de Lagrange, Ruffini y Abel. El trabajo de
Lagrange sobre polinomios simétricos, es decir polinomios p(x1, . . . , xn)
tales que para toda σ ∈ Sn, se tiene

σ(p(x1, . . . , xn)) = p(xσ(1), . . . , xσ(n)) = p(x1, . . . , xn),

fue utilizado por Ruffini que usó los resultados de Lagrange para probar
que en el caso en que g(x1, x2, x3, x4, x5) es un polinomio y f(x1, x2, x3,
x4, x5) = g(x1, x2, x3, x4, x5)

m para m ∈ N, entonces si

f(x1, x2, x3, x4, x5) = f(x2, x3, x1, x4, x5) = f(x1, x2, x4, x5, x3)

se tiene que g satisface las mismas igualdades. Notemos que en términos
modernos, las igualdades satisfechas por el polinomio f son que τ(f) =
σ(f) = f donde τ = (1, 2, 3) y σ = (3, 4, 5), τ, σ ∈ A5. Se tiene que
〈τ, σ〉 = A5.

Con este resultado, si la ecuación de quinto grado pudiese ser resuel-
ta por radicales, entonces por lo descrito en el trabajo de Lagrange, la
fórmula de la solución se obtiene, al principio con polinomios simétricos
y a través de ellos determinando, paso por paso, polinomios g1, g2, . . .
tales que para cada uno de ellos, una potencia puede ser determinada
por los polinomios en el paso previo usando las 4 operaciones elemen-
tales (suma, resta, producto y cociente). El paso i–ésimo tiene la forma

gi(x1, x2, . . .)
mi = fi(x1, x2, . . .),

donde fi es expresado únicamente en términos de los polinomios g1, . . . ,
gi−1 determinados en los pasos previos. Por tanto, aplicando el argu-
mento de Ruffini de manera inductiva, se deduce que gi satisface

gi(x1, x2, x3, x4, x5) = gi(x2, x3, x1, x4, x5) = gi(x1, x2, x4, x5, x3)

y por tanto todo polinomio en 5 variables satisfacen esta relación, lo
cual es evidentemente absurdo: por ejemplo h(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 no
lo hace.

Como podemos apreciar, Ruffini no estaba nada lejos de una demos-
tración completa de la imposibilidad de resolver por medio de radicales
todas las ecuaciones polinomiales de quinto grado.

No cabe la menor duda de que Galois estuvo influenciado fuertemen-
te por Abel, el cual fue el primero en dar una demostración completa
sobre la irresolubilidad de la ecuación general de grado n ≥ 5.
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A diferencia del trabajo de Abel, Galois da una solución completa
sobre exactamente qué ecuaciones son solubles por radicales. Actual-
mente, el teorema de Galois se enuncia de la siguiente forma.

Teorema 5.1 (Galois) Sea f(x) ∈ K[x] un polinomio separable e
irreducible de grado n, K un campo cualquiera y L el campo de des-
composición de f sobre K. Sea G = Gal(L/K). Entonces f es soluble
por radicales si y sólo si G es un grupo soluble.

Recordemos que un grupo G se llame soluble si existe una filtración
{1} ⊆ H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn = G de subgrupos de G tales que cada
grupo Hi es normal en Hi+1, 0 ≤ i ≤ n − 1 y Hi+1/Hi es un grupo
abeliano de orden un número primo.

Observación 5.2 Si carK = p > 0 y p | |G|, entonces, puesto que en
este caso la extensión K( p

√
a)/K no es separable, en lugar de entender

por una ráız p–ésima de a a p
√
a, debe entenderse a una solución de la

ecuación de Artin–Schreier: xp − x = a.

La ecuación general de grado n tiene como grupo Sn, el cual no es
soluble para n ≥ 5 (y si lo es para 1 ≤ n ≤ 4).

6. La carta de Galois a Auguste Chevalier

La noche del 29 de mayo de 1832, la anterior al duelo, Galois escri-
bió su famosa carta a Chevalier, describiendo en ĺıneas generales sus
descubrimientos. En esta carta Galois esbozó la conexión entre grupos
y ecuaciones polinomiales. Pero esto no es todo, también menciona mu-
chas otras ideas, acerca de funciones eĺıpticas e integración de funciones
algebraicas y otras cosas demasiado cŕıpticas para ser identificables.

La carta empieza:

Mi querido amigo. He hecho algunos nuevos descubrimientos
en el campo del análisis matemático.

Además agregó un breve resumen de la memoria que hab́ıa depositado
en la Academia conteniendo lo que ahora conocemos como la teoŕıa de
Galois agregando algunos teoremas nuevos y conjeturas en 8 páginas
manuscritas.

Galois concluye:

No tengo tiempo y mis ideas no están suficientemente desa-
rrolladas en esta área, la cual es enorme.
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Agrega la siguiente petición:

Pide a Jacobi o a Gauss, en público, dar su opinión, no sobre
la veracidad, sino de la importancia de estos teoremas”

El documento es patético en más de una forma. Por ejemplo, está ga-
rabateado un comentario al margen que dice

No tengo tiempo.

En el documento enviado a la Academia se tienen las siguientes
afirmaciones:

Hice varias cosas en análisis. Algunas de ellas acerca de la
teoŕıa de ecuaciones, otras acerca de integrales de funciones
algebraicas.

Sobre la teoŕıa de ecuaciones, he tratado de averiguar bajo
qué circunstancias las ecuaciones son solubles por radicales,
lo cual me dio la oportunidad de investigarlas a fondo, y des-
cribir todas las posibles transformaciones de una ecuación,
aún en el caso de que no sea soluble por radicales.

Con este material podré escribir tres memorias.

En la carta a Chevalier usa las nociones de campos y extensiones
sin definirlos ni denotarlas con algún nombre espećıfico.

También es la primera vez que se considera al conjunto de sustitu-
ciones (concepto acuñado por Cauchy) cerrado con respecto al producto
y se le llama grupo con un significado diferente a conjunto.

En el documento también aparece lo siguiente:

. . . cuando un grupo G contiene otro grupo H, el grupo G
puede ser dividido entre grupos cada uno de ellos obtenido
operando una misma sustitución sobre las permutaciones de
H, de tal forma que

G = H +HS +HS ′ + · · ·

y puede ser descompuesto entre grupos teniendo la misma
sustitución de tal forma que

G = H + TH + T ′H + · · ·

En la mayoŕıa de los casos estas descomposiciones no coin-
ciden. Cuando ellas śı coinciden, la descomposición se llama
propia.
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Esta definición no es otra de que H es normal en G.
Uno de los resultados presentados es:

Teorema 6.1 Para que una ecuación de grado primo p sea soluble por
radicales, es necesario y suficientemente que una vez que dos de sus
ráıces son conocidas, las otras pueden deducirse de ellas racionalmente.

Notemos que Galois no dice irreducible. Suponemos que Galois per-
cib́ıa que si una ecuación era reducible, su grupo seŕıa no transitivo y
sus ráıces seŕıan divididas en varios sistemas transitivos, correspondien-
do a los factores irreducibles de la ecuación. Por tanto Galois se podŕıa
limitar a tener en consideración ecuaciones irreducibles sin mencionarlo
expĺıcitamente. Con esto en mente, su resultado puede ser reescrito de
la siguiente forma:

Teorema 6.2 Un polinomio irreducible f(x) de grado primo es soluble
por radicales si y solamente si para cualesquiera dos ráıces α y β de f ,
el campo de descomposición de f es K(α, β).

Hay material que únicamente se encuentra en la carta a Chevalier
y en ningún otro manuscrito conocido. Por ejemplo lo referente a los
peŕıodos de una integral abeliana relativa a una función algebraica.

7. La herencia de Galois

Actualmente tenemos tres puntos de vista algo diferentes de cómo abor-
dar la teoŕıa de Galois:

Como se dio originalmente, esto es, por medio de ecuaciones po-
linomiales, estudiando los grupos de Galois como grupos de per-
mutaciones de las ráıces del polinomio.

El punto de vista “moderno” basado en estructuras algebraicas
abstractas: grupos, campos, etc. Este punto de vista es más fácil
de entender y estudiar, a pesar de la abstracción que se requiere
para abordarlo.

El punto de vista de Emil Artin. Este punto de vista está basado
en el siguiente resultado: Si L es cualquier campo y G es un grupo
finito de automorfismos de L, esto es, σ : L→ L para todo σ ∈ G,
entonces si KG := {α ∈ K | σ(α) = α ∀ σ ∈ G}, se tiene que
[L : K] = |G|.
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El punto de vista de Artin es, desde mi muy personal punto de vista,
la forma más elegante y eficiente de ver la teoŕıa elemental de Galois.

En la actualidad hay innumerables teoŕıas relacionadas con la teoŕıa
de Galois o con el nombre de Galois. Por ejemplo, si tenemos un objeto
X relacionado con un cierto campo L de tal forma que el grupo de
Galois G = Gal(L/K) de una extensión L/K actúa en X, se dice que
la acción de G en X es de Galois o galoisiana.

En este orden de ideas, si la acción de G en X da lugar a grupos de
cohomoloǵıa, hablaremos de cohomoloǵıa de Galois.

El problema abierto que en general se considera como el más dif́ıcil,
es el llamado problema inverso de la teoŕıa de Galois. El problema
fue establecido inicialmente por Emmy Noether en los años treinta y
consiste de la siguiente pregunta:

Dado un grupo finito G, ¿existe un campo numérico K
que sea una extensión de Galois sobre Q y tal que G ∼=
Gal(K/Q)?

Este problema se generaliza de innumerables formas: a campos de
funciones, con diversos campos de constantes, a la exacta realización de
un grupo finito como el grupo completo de automorfismos de un campo
de funciones Autk(K), etc.

Otra teoŕıa relacionada con Galois es la llamada teoŕıa de cogalois.
La teoŕıa de Galois es una correspondencia inversa entre la red de sub-
grupos de un grupo de Galois G = Gal(L/K) y la red de subcampos
K ⊆ E ⊆ L y la teoŕıa de cogalois da una correspondencia directa entre
los subgrupos de algún subgrupo

G ⊆ cog(L/K) = T (L/K)/K∗,

T (L/K) := {α ∈ L∗ | αm ∈ K para algún m ∈ N}

y la red de subcampos K ⊆ E ⊆ L.
La teoŕıa de cogalois está fuertemente relacionada con el estudio de

las extensiones radicales de campos y por ende, es similar a la teoŕıa de
Galois en más de un sentido.

8. Los tres problemas griegos, Gauss

y Galois

Desde la antigua Grecia, se hab́ıan planteado los siguientes tres pro-
blemas, ninguno de los cuales pudieron ser resueltos ni por ellos ni los
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matemáticos posteriores. Fue hasta el siglo XIX que esos problemas
fueron satisfactoriamente resueltos.

Los tres problemas a los que nos referimos fueron, es posible, usando
únicamente regla y compás:

¿cuadrar un ćırculo?, esto es, dado un ćırculo, construir un cua-
drado que tenga la misma área que el ćırculo dado;

¿trisectar un ángulo?, esto es, dado un ángulo, construir otro
ángulo que sea la tercera parte del ángulo dado;

¿duplicar un cubo?, esto es, dado un cubo, construir otro cubo
cuyo volumen sea el doble del cubo dado.

Notemos que para poder construir una figura geométrica o un núme-
ro dado, a partir de un campo dado con regla y compás, necesitamos
obtener, en un número finito de pasos, longitudes y segmentos de recta
que se puedan dar mediante la intersección de circunferencias y rectas.
Esto es equivalente a que podamos obtener la longitud del segmento
deseado, o el punto dado en un campo que se pueda obtener mediante
pasos de grado 1 (que no hicimos nada pero no nos dimos cuenta) o 2.

A finales del siglo XVIII (el 29 de marzo de 1796), el joven Karl
Gauss (de 18 años) inicia su extraordinaria y única vida matemática
construyendo, usando únicamente regla y compás, el poĺıgono regular
de 17 lados. No es este el lugar para describir los detalles de esta cons-
trucción, pero baste decir que ζ := exp(2πi/17), la ráız décimo séptima
de la unidad, satisface ζ17 = 1, lo cual nos lleva a una ecuación de grado
16, esto es, se tiene:

P (ζ) = 0, donde P (x) =
x17 − 1

x− 1
∈ Q[x].

Las 16 ráıces forman un grupo ćıclico y por ende, tiene subgrupos
de ı́ndices 8, 4, y 2, los cuales nos indican que podemos ir haciendo
construcciones cuadráticas hasta llegar al campo Q(ζ) lo cual nos de-
muestra (más bien Gauss nos demostró) que ζ puede obtenerse en 4
pasos usando regla y compás.

De hecho, para construir el poĺıgono regular de 17 lados se necesita
construir el número

2 cos
2π

17
= −1

8
+

1

8

√
17 +

1

8

√
34− 2

√
17

+
1

4

√
17 + 3

√
17−

√
34− 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17.
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Esto no se puede hacer con el héptagono (7 lados) regular, pues el
grupo ćıclico que obtenemos es de orden 6 y no podemos ir de 2 en
2. Similarmente, para el poĺıgono regular de 9 lados, en el primer paso
obtenemos la ráız cúbica de la unidad ζ3 = exp(2πi/3) = −1+

√
−3

2
que

es constructible pues es equivalente a obtener
√
−3. Sin embargo, en el

segundo paso necesitamos construir ζ9 := exp(2πi/9), la ráız cúbica de
ζ3, el cual es un paso de grado 3 y por lo tanto no lo podemos hacer por
medio de regla y compás. En otras palabras, para el poĺıgono regular de
9 lados obtenemos nuevamente el grupo ćıclico de orden 6 y no podemos
ir de 2 en 2.

Estas ideas son las que nos llevan al teorema que nos determina que
podemos y que no podemos construir, a partir de los racionales, usando
únicamente regla y compás.

Teorema 8.1 Un número α puede construirse con regla y compás si y
solamente si Q(α) es una extensión finita de Q tal que el grupo de Ga-
lois de la cerradura normal K/Q de Q(α)/Q es de orden una potencia
de 2.

Observación 8.2 No basta que Q(α) sea de grado una potencia de 2
sobre Q para que α sea constructible con regla y compás. Por ejemplo,
si damos α tal que si K es la cerradura normal de Q(α)/Q satisface
que Gal(K/Q) ∼= A4, el grupo alternante de 12 elementos, entonces α
no es constructible a pesar de que [Q(α) : Q] = 4 = 22.

Como corolario, tenemos que

Corolario 8.3 Un poĺıgono regular de n lados es constructible usando
regla y compás si y solamente si n = 2mp1 · · · pr donde m, r ∈ N ∪ {0}
y p1, . . . , pr son primos de Fermat distintos.

Un primo p se llama primo de Fermat si p = 22t + 1 para algún
t ∈ N ∪ {0}.

Usando el teorema anterior, la teoŕıa de Galois es usada para re-
solver los tres problemas griegos que fueron contestados hasta el siglo
XIX.

Las respuestas a los problemas griegos son:

No es posible cuadrar un ćırculo de radio 1 pues para hacerlo, ne-
cesitamos construir

√
π el cual es transcendente (Ferdinand Lin-

demann (1852–1939) en 1882).
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No es posible trisectar el ángulo de 60 grados. Se tiene que α =
cos 20◦ satisface la ecuación 8x3 − 6x − 1 que es irreducible de
grado 3.

No se puede duplicar el cubo, pues β = 3
√

2 satisface el polinomio
irreducible x3 − 2.
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16. , Los Grandes Matemáticos, http://www.librosmaravillosos.com/
grandesmatematicos/capitulo20.html.



22 Gabriel Villa Salvador

17. , Niels Henrik Abel - Wikipedia, la enciclopedia libre,
http://es.wikipedia.org/wiki/Niels Henrik Abel.

18. , Niels Henrik Abel - Wikipedia, la enciclopedia libre,
http://www.abelprisen.no/no/.
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