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I PRESENTACION GENERAL.

Uno de 1os problemas que con mayor frecuencia se presen
tan en el trabajo diario de quienes se dedican a las aplica-
ciones en matemiticas Y que es resuelto diariamente un gran
nfimero de ocasiones en los centros de cémputo, es el siguien
te: dado un conjunto de datos (51, ni), i=1,2, . ,m los
Cuales en general provienen de algln tipo de observacién -
experiemental, se trata de construir un modelo matemitico,
el cual bajo cierto criterio nos dé una representacién global
lo mi&s adecuada posible del fen6meno descrito parcialmente
por los datos. La fuentes de este tipo de problemas van des-
de la Economfa, la Sicologfa o 1la Sociologfa Hasta 1a Quimi--
ca, la Biologia, la Fisica Yy la Ingenierfa, Se trata pues de
un campo rico en posibilidades, Yy esto no s6lo desde el punto
de vista préactico, seglin trataremos de hacer notar en el pre-

sente trabajo,

* Profesor del Departamento de Matemdticas de 1a Facultad de Ciencias
de la U.N.A.M. 1980.




Al tipo de problemas mencionados se les conoce como pro-
bilemas de "ajuste" y la razdn de esto es que en general jun-
to con los datos se propone un modelo ¢(&; o ,o, () que
depende de los parédmetros o,,.- oy de 10. que se trata en-
tonces es de determinar aquellos al* o,* , an* de tal ma-

nera que ¢{E;a,*, a,%, ’ un*) se ajuste lo mejor posible a

‘los datos Grificamente se tiene:

si a=1[lo,a, .. o}

$(8,:a) 9l el

U (5;a)

& " " n Y

le, ¢, .-t 3

L m

Existen diversos criterios de ajuste. Uno de los mis conocidos y que
es el que aqui trataremos es el conocido como ajuste en el sentido de mini-

mos cuadrados. Este criterio consiste en determinar aquel vector
. t
* = * x *
a [ot1 1o, ¢ Op ]

con la propiedad de que a* minimice la suma






tros o,, P En caso contrario, ¢(£;a) serda no-lineal.

En la seccifén siguiente haremos notar que en el caso de

un modelo lineal, el problema

nm min [

N ~8

1
5 (n; - ¢(&;5a)?]
i=1

puede traducirse en el de resolver un sistema de ecuaciones

algebraicas lineales de la forma
Aa = C

donde A es una matriz simétricay a es el vector pardmetros

1%, L Si por el contrario se trata de un modelo no-

lineal, algunas veces (1} se intenta resolver tomando los ce-
ros del gradiente de % i21(ni - ¢(Ei:a))2, 1o que lleva di-
rectamente al problema de resolver un sistema de ecuaciones
no-lineales. Sin embargo, la solucién de (1) puede también
abordarse de manera distinta, y de hecho existen diversos ti
pos de métodos mediante los cuales se caidculan soluciones =
aproximadas de &1 en la practica. Esos métodos consisten -
esencialmente en un proceso iterativo mediante el cual a par
tir de una propuesta de aproximacién inicial a, se genera
una sucesidn {an} la que bajo adecuadas condiciones se espe-
ra, que converja a la solucifn a® Ejemplo clisicos de este

tipo de métodos son los conocidos como: Método del Descenso

més Rapido y Método de ‘Gauss-Newton, los que discutiremos



5§ =
con algln detalle para posteriormente introducir y desarro--
llar las ideas fundamentales de una cierta familia de métodos
conocidos con el nombre colectivo de Levenberg-Marquardt-Morri
son que son el resultado de una combinacién de los dos anterip
res, y que presentan la carateristica de que en cada iteracifbn

se resuleve un problema de ajuste linesl

Haremos también mencién de algunas de las dificultades
mis frecuentes con respecto al cilculo de soluciones aproxima
das del problema (1), independiéntemente del método usado, -
tales como: el que las funciones involucradas en el modelo re
sulten dificiles de manejar, o bien que se tengan dimensiones
demasiado grandes debido a un gran nGmero de observaciones y
/o de parimetros. Finalmente, presentaremos algunos resulta-
dos en los que se garantiza la convergencia de los métodos

L M M,



II.- EL PROBLEMA DE MINIMOS CUADRADOS

Segfin hemos visto, el problema de ajuste en el sentido -
de minimos cuadados puede plantearse como sigue: dado un --

conjunto de datos
(Ei,ni). i=1,2,. , m
y un modelo
$lE;Q sO,peeey )

que derende de los pardmetros a ,a,,.. ,0 , S€ trata de deter

minar el vector
t
a* = [a]*raz*f---l an*]

con la propiedad de que a* minimice la suma

(n,- ¢(&;; a))?,

=
(R

i=1

t.

a= [al,az,. ’ unl

Dado que esta suma depende s6lo de a, puesto que los - -

(Ei,ni) estan tijos, en lo sucesivo escribiermos

r{a) =

N
=1

. 2
I (ng- 0(Es a))
i=1 .
Adoptada esta convencidn nuestro problema original lo

podemos reescribir como



(2) min r(a) , a € § cR"
a

A continuacién presentamos algunos ejemplos mediante los
cuales se ilustran cuestiones de inter&s con respecto a este

tipo de problemas.

1) Supongamos dado el conjunto (Ei,ni), i=1, , m
de datos correspondientes a un fenSmeno cuyo comportamiento

es del tipo, digamos,
N = ot a,f+ af® = ¢(E; a,,0,, ay) = ¢(£;a)

El problema en este caso consiste en determinar - -
“1*'°z*'“s*' con propiedad de que la gréfica de ¢(£;a?,ag,a§)
se ajuste lo mejor posible a los datos dados; es decir, se

uiere determinar a* = [o*,a, *,0 *]t tal que minimice
1 2 ]

m
r{a) = % Io(n,=(o,+ 0,8+ a,Eiz))’

J=1y2
1 oy & )

n
(ST
ng
—~

=
|
"~ w

(Y]

Ahora, dado que j§1 oy gi" se puede ver como el i-&simo

elemento del producto Ta, donde T es la matriz de elementos

(1..) = (Ez-').'resulta que nuestro problema lo podemos plan-

ij

tear como: resolver

ly - Taj?

(S

min rf{a) =
a

donde
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n, 1 &, & o,

Yy = s T = g & = az
2

" 1 & €. o,

Sabemos que una condicién necesaria para tener un punto
estacionario de r(a) es que

or(a}

o,
1

=0,1=1,2,3.

Usando este hecho y dado que

3r(a) _ o _ 2

30.1 - ii,' (ni (a1+ GZEi+ aagi)) (_l)
3r(a) _ & _ 2yy (-
5, ii1 (n;= (a,+ 0,8+ a,§5)) (<€)
ar(a) _ o _ 2 2
|, 151 (ny= o+ o8+ ag83)) (=8, 7)

se llega al sistema

m m m . m
I o tao, Z Ei + 0, .Z Ei = ‘Z Ny
i=1 i=1 i=1 i=1
m m 2 n 2 m
o, _Z Ei + a, .2 gi + 0, .X gi = 'Z ny El
i=1 i=1 i=1 i=1
2 - 3 b u - 2
@, I g% +a, I & +a, .Z |3 = .Z n; 3y
i=1 i=1 i=1 i=1

que puede escribirse como



m m ) 1 r 7 [ m
m _2 gi .Z 5i o, .Z ny
i=1 i=1 i=1
m m 2 m s m
Io&y OB L&y %2 = L ong &
i=1 i=1 1-‘1 i=1
m 2 m s m R m 2
I £ I £ r 1 Z n, g
i=1 1 gmy laeg 7t ’J g=r 174
o bien
(3 (r*Tya = Tt y

que es un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, donde
T es la matriz que vimos antes Se puede checar facilmente
(bajo el supuesto de que &, # Ej sii# j) que T°T es no-sin
gular, de donde resulta que la solucién de (3) resuelve tam-

bién nuestro problema original
2) Tomemos de nuevo la coleccién de datos
(¢,,n), i=1,2, sy m 3 £ FE. si i#d
y sea en este caso
¢(€;a) = a e’ + a, sen £ + a, §

El problema ahora es

N

min r(a) =min [ 5 I (ni-(alesgi+azsen E+ 06007
a a i=1

]

min lly - T al?
a
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donde
3E
i
n, e sen §, &, o,
y = T = y a = 052
3 o
nm e "m sen gm £m 3

Siguiendo un procedimiento anilogo al del ejemplo ante-

rior se llega al sistema

m m m - ] [ 1 m i

z e‘gg I e%°i sen £.r E, e*%i| |o (z n~:e3£i

R . i, i 1 i

i=1 i=1 i=1 i=1

m S E5 m ’ m m

1 -

.Z e sen Ei .E sen Ei .E gisenai a,|= _Z nisengi

i=1 i=1 i=1 i=1

n 35 m m 2 n

I g, e*?1 I E.senk I E- a, In, &

i=t i=1 i=1 i i=1 7
L p L

que tiene nuevamente la forma
t t
(4) (T, Tl)a =T, ¥y
y cuya solucién nos resuelve nuevamente el problema original

A los sistemas del tipo (3) y {4) se les conoce como las

eccuaciones normales de los problemas respectivos
3) Determinar el vector

* = * *
a lo,*, o, ]
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tal que el modelo

-, * -0 *
¢(E;a*) =a,* + a,*e " s o,e ° &

resulte lo mejor ajustado a los datos

(,m), i=1,2, » mp €y # gj si i#j

Problema a resolver:

(n;=(a,+ a,e % biy o e %sbiy) 2]

min r{a) = min [%
i=1

m
a a 1=

El tratar ahora de obtener a* siguiendo el camino de
igualar a cero el gradiente dey nos lleva al problema de cal

cular la solucién de un sistema
(5) F(a) = 0 {(ver Apéndice)

decinco ecuaciones no lineales La tercera de ellas es por
ejemplo,

m m
—a . - .+ s
a, L e sfiy a, e (a"gﬁ as€ily o,

n
s o~2088i _
i=1 i=1 i=

1

m
= I ne asty

4) Sean

(E.,m) i=1,2,..., m; £, #E. . si1#J
it i j
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- = QI al‘
$(Eza) = Ta, (E-a,) + 1+a, (E-og)

Problema:

(1l {1“

S e e oM PR L

m .
min r(a) = Min [% £ (n ) 2]

a a i=1
Al igual que en el caso anterior, el seguir el camino
indicado antes para calcular a* da como resultado el llegar

a un sistema de ecuaciones no-lineales de la forma
(6) F,(a) =0 {ver Apéndice)
cuya solucibn nos da la solucién del problema original.

Estos dos Gltimos ejemplos, como se ha observado, difie
ren de 1los anteriores en que el sistema de ecuaciones a que

da lugar ~

es en ambos casos un sistema no-lineal, aln a pesar de que
algunos a, aparezcan en forma lineal El hab;r llegado en
estos casos a este tipo de sistemas.se debe a que los modelos
‘propuestos son no lineales, y ésta es la razbn para que a
los problemas correspondientes se le conozca como problemas

de minimos cuadrados no-lineales
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Los sistemas del tipo (5) y (6) son en general diffciles
de resolver afin para el caso de una sola ecuacibn y es por
ello que cuando se tiene un problema. de ajuste no-lineal se
trata en general de evitar resolverlos y se intenta en cambio
atacar el problema original por otro camino Esto serd justa
mente lo que haremos nosotros aqui, y como un primer avance
‘en este sentido en la seccibn siguiente discutiremos los méto
dos del descenso mis ripido y el de Gauss Newton a que ya

nos hemos referido antes.

Para finalizar esta seccidn presentamos«en seguida una in

terpretacién geométrica de nuestro problema

min r(a) , a € g cr"
a

para los casos lineal y no-lineal.
1) Caso lineal

Hemos visto que cuando el modelo ¢(E;a) propuesto es ii-
neal, el problema min r(a) se puede escribir como
a
min r(a) = min % Ny -Tay?
a- &
donde T es una matriz de dimensiones m x n, La interpreta--

cién geométrica correspondiente a este caso €s
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€ R

Ta*

Lo que nos dice esta figura es que, siendo T una trans-
formacién lineal (T: Q C :IRn + R™), su imagen resulta ser un
hiperplano de dimensién a lo mis n, contenido en IR". Ademis,
dado y € R™, la solucibn a* del problema de minimos cuadrados

lineales es tal que su imagen bajo T es el puntc

Ta* € Im(T) € R™ mis préximo a y. De esto resulta fdcil pro
bar que
* = .
Ta ProyIm(T)y.

2) Caso no-lineal.

Si definimos la funcibn
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¢1 = ¢(—E1; 'al

$: R+ ®R"; ¢(a) = |,

se tiene entonces

min r(a) = min % /y - 8(a) /3
a a

que puede interpretarse geométricamente como sigue

vye R®

En este caso la imagen de ¢ es una superficie no plana
y nuevamente ¢(a*) € R" resulta ser el punto en la imagen de

¢ mds cercano a y.
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I1I.- DOS METODOS CLASICOS PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS
NO-LINEALES.

1) Método del descenso mis répido.

Pertenece &ste a una familia de métodos de tipo general
para el cdlculo del minimo de una funcidn de varias varia- -
bles, cuya idea central consiste en que a partir de una pro-
puoi'»ta' inicial a, de aproximacibén del mfnimo, se genera, via
un proceso .iterativo, una sucesibn {an} bajo el criterio de

que (en nuestro caso)
r{a, ) < r(a)}

Para lograr esto, una vez obtenida a, lo que se hace es

elegir una direccibén de descenso entre todas las posibles --

/ curvas de ni-
vel de r,

regitn de descenso.

que existen. (ver figura)
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Asi, una posibilidad para Apiqr Qg serfa

%

En el caso del método del descenso mis rdipido lo que se

hace es elegir la direccién de descenso local més veloz; es
to es, se elige como direccién

-~V rla) = -g,
una vez hecha esta eleccién, 1o que se hace es resolver

(7) m.;»n rla -2g, ), » €R

Si 1llamamos kk a la solucidn de (7) entonces a,,, Se

obtiene como

A1 T 3T A 9



1R

+1

Como se advierte de la figura anterior, el punto a,_,
es aquél donde la recta dada por a, Yy g, es tangente a una -
de las curvas de nivel de r, de donde resulta que g, ¥ 4, ,
son ortogonales para toda k. En base a esto la trayectoria

definida por este método es de la forma
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En la préactica el mayor problema con este método resulta
ser el de una pobre velocidad de convergencia. Las razones
que explican esto trataremos de ilustrarlas para el caso en

que Y es una forma cuadritica positiva definida.
En efecto, si se tiene que'r(a) es del tipo
r(a) = a*aa, A >0
puede mostrarse qhe cuandovk + o se tiene
gla,, ) <pria)
donde

An_xl
° =%, [2]
n 1
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siendo An el mayor eigenvalor de A y Ai,el minimo.

Si escribimos ahora p como

A
n
-1 x
A} -1 n
p-—r—_= 'k(A)a
—+ 1 * X:
LN

esto nos permite analizar la velocidad de convergencia en los
siguientes términos: supongamos que A, >> 2, (k(A) >> 1 en
tonces debe suceder que p % 1 1o que implica que la disminu-
cibn en r(a, ) con respecto a r(a;) serd muy pequefia en ca-
da paso y esto significa una pobre velocidad de convergencia.
Si por el contrario se tiene ln % A, (k(A) & 1) entonces re-
sulta que p 4 0 y en este caso se puede garantizar una conver

gencia veloz.

Geomé.ricamente, para el caso de dos variables, las cur-
vas de nivel de r(a) cuando p % 1 corresponden a elipses bas-

tante "alargadas"”,y la trayectoria de las a, es algo de la si-

k

guiente forma:
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mientras que si p % 0, se tiende a una situacifn geométrica

como la que se muestra en seguida:

Desgraciadamente, en la prictica el caso p & 0 (k(A) % 1}
no es el mis comfin y esto ayuda en parte a explicar el por «-
qué de la lentitud en la convergencia del método del descenso

mis rapido.
2} Método de Gauss Newton,

Se trata de un método que, al igual que el anterior, per
tenece a la familia que antes mencionamos, y en este caso la -
estrategia para la construccién de los términos de la suce-
sién {a } es la siguiente: supéngase que conocemos a, Enton

ces para obtener a 1o que se hace en primer lugar es

k+1
aproximar localmente a ¢(a) como
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o(a) & o(a,) + %' (a ) (a-ap)
Usando esta aproximacidn se tiene para y(a)
r(a) ¥ 3 /y-0(a) -0 (a) (amay) //?

Si hacemos ahora

L]
—_
]
"
i
L=

x
¢'(ak) = ¢'k
a'ak = 8
Y
m(s) =L f/y- 6 -61 sy
7 7Y k"%
tendremos

r(a) % m(s)
A continuacidn la idea consiste en resolver

(8) min m(s) = min [% Ny -8 = os//?]
S s

que es un problema de minimos cuadrados lineales, cuya solu-

cién (1lamémosla s ) es la misma que la solucidn del sistema
Ba = - ot -
(9) (e 70 s, = - 027 (0 ~y)

puesto que (9) no es otra cosa que las ecuaciones normales

del problema (8) Una vez resuelsto (8) a, ., se obtiene como



Con respecto a este método, se sabe que no necesariamen-
te converge; sin embargo puede mostrase que bajo adecuadas --
condiciones (que el residual y(a) sea pequefio)

se obtiene convergencia lineal o superlineal. (5]
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IV, LOS METODOS LEVENBERG-MARQUARDT-MORRISON.

Una primera cuestifn que nos serd de gran importancia
en esta parte y que se desprende de lo expuesto en la seccibn
anterior es que la regibén de descenso de vy en a

K se encuentra
entre los 0° y + 90° con respecto a la direc¢ibn -g

regidn de descen-
so de r

|

J
———
[

I

il

1:-——==“

||\|{

SR

|

Ahora bien, en relacién a los métodos de Gauss

Newton
y del descenso mds ripido, se ha observado que en una gran

cantidad de casos las direcciones ~g y s generadas por ellos
tienden a

ser ortogonales, diandose con frecuencia el caso

80° < 9 < 90° , B = < (s,~9g)

lo que geométricamente puede verse como sigue
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Y es justamente este hecho el que sugiere en forma natu-
ral el tratar de proponer mé&todos basados en los dos anterio-
res, buscando en cada paso obtener el mayor descenso posible.
Por 1o que toca a los métodos Levenberg-Marquardd-Morrison
{que en lo sucesivo abreviaremos como LﬁM-M), de lo que tra-
tan &stos es de explotar al miximo estas ideas basfndose en
ciertos resultados que serin expuestos mis adelante. Por aho
ra, recordemos que en el caso del método de Gauss-Newton te-

niamos que en cada paso debfa resolverse el problema lineal
R o _ et
(e "¢'ls, = - &7 (9, ~y)

Con respecto a esto, resulta que en la préctica comenzé

a observarse que la matriz @itéi presentaba problemas en el
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sentido de ser casi singular debido a la aparici6n de eigen-
valores muy pequeﬁok, por lo que se Intentd resolver este pro
blema sumando un cierto nfimero A > 0 a la diagonal. Con es--

to, el sistema lineal a resolver seria entonces

PP = - & -
(10) [0, 8 +2Ils, = - ;" (¢ ~y)

Aunque esta idea funciond en un buen nmero de ejemplos,
ta eleccién de un valor de A adecuado estaba afin presente y
existfa una gran confusién con respecto al papel que dicho pa
rimetro jugaba con relacién al problema; y no es sino hasta -
‘principios de la década de los sesentas que se establece un
resultado mediante el cual se demuestra que resolver {10) im-
plica encontrar la solucién de,mén n{s] en una cierta vecin-

dad de a,. El resultado en cuesti8n es el siguiente:
Teorema. Dada A » 0 y s, solucibn de
[0;%e; + Atls, = - #'*(8,~ ¥)
entonces ‘s, {5,(A)) minimiza
mis) = /05 + (4~ Y1/ *
sobre 1la esfera cuyo radio / s/ cumple con

/sl = s 4* 6]
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Lo que este teorema nos dice es que si de alguna forma
sin llevar a cabo el cilculo de s,(A) pudiéramos conocer
/# s,(A)/ = &, entonces s,(A) seria la solucién de -

min m(s).
S H/SEA

Fijémonos ahora un poco en la funcién m(s) Dado que -
ésta es una cuadritica, sus curvas de nivel son hiperelipsoi
des que para el caso de dos dimensiones adoptan la forma de
elipses concéntricas, como se muestra en la siguiente grafi-

ca,

minimo
global de m(s)

curvas m{s} = k

Asi, dado el problema min m(s) setienen tres posibili
VEY/AXT

dades. La primera de ellas -~que ilustramos a continuacién-
corresponde al caso en que el minimo global de m(s) queda fue

ra de la yecindad de radio 82 de a,
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Curvas de nivel
de o(a)

minimo global de
m(s) = m(s min)

A 0 TO R S

En este caso se tiene: A > 0 y m(s min) < m(s,).

La posibilidades segunda y tercera corresponden al valor
A = 0y para ambas se tiene que m(s min} = m(s,} Geométrica
mente estos casos equivalen a que el minimo global de m(s)
quede en la frontera o en el interior de la vq-cindad de a, de

radio §A, segfin se muestra en seguida.
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Otra cosa que se tiene es que si dado el problema

min m(s)
sl Sre

nos interesamos en pensar a s como funcidn

de r; resulta que
la trayectoria de s(r) tiene la forma siguiente

trayectorfﬁ
de s(n
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Regresando ahora al teorema anterior, resulta que &ste -
sigue aln sin decirnos nada acerca de cémo elegir un valor de
A en la prictica. Ahora bien, &ste es un problema de interés
debido a que en ocasiones se tiene algfin conocimiento acerca
de la magnitud del radio r de la vecindad del punto a, en la
cual 1a aproximacifn m(s) se sabe que es buena. En otras pa-
labras, resulta que en un buen nfimero de casos el problema
consistiria en poder, a partir de un radio r dado, determinar
la A correspondiente a dicho valor. Sin embargo, &ste es en
general un problema dificil desde el punto de vista prictico
debido a que si dado r se quiere resolver

(11) min n(s)
el Per?

(que es el caso que en realidad nos interesa), se tiene que
una condicifn necesaria para tener un punto estacionario de

(11) estd dada por

o
"

- [¢;f(y- o) - :»—;‘t@;{-s] + As

(-]
]

VYA

que es un sistema lineal en s y no-lineal en A, Dadas las =
dificultades que implica el tratar de resolverlo, lo que se
ha hecho es sugerir distintas estrategias para la eleccibn -
de un valor de X en la prictica. Estas estrategias tienen co

mo sustento ciertos hechos qué respecto a la forma como varia
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s en términos de dicho pardmetro, los cuales serin vistos a

continuacién.
Teorema. Sea s8()A) solucibén de
(¢°%0 "+ ax)s = ¢* S (4-y)

para un valor dado de A. Entonces, / s(A) /* es una funcién

‘continua y decreciente de A; esto es,

/s g2 +o0
A + o, [6]

En este contexto, el problema de, dado r determinar A
equivaldria en términos geométricos a encontrar la intersec-

cién que se muestra en seguida.

§s(0)

of A(x) A
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Teorema. Sea 6 el 4ngulo entre s y -g. Entonces ¢ es

una funcién continua, monStonamente decreciente de A; esto es,

8 +0

%-)uo

La idea de la demostracifn de este resultado consiste en
hacer ver que cos 8§ se puede escribir como

g‘z

+A

cos § =

. 2
5 (e (a-y)1 2 (o-y)1) 172

( : )
1Lojﬂ)z'

m
I

3=1"73

m 2 1/
z

J:

donde 105‘6j son los eigenvalores de la matriz ¢'Tor Una vez

establecido esto, todo se reduce a hacer ver que

cos 6 » 1

A > oo,

Estos resultados se pueden interpretar en forma geométri

ca de manera conjunta como sigue

\so= 0)

= ke
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La importancia de los teoremas anteriores radica en que
nos permiten construir algoritmos cuya iteracién general sea

de la forma
Bper = 2 T 5 (A1)

con la propiedad de que

(12) ria, 1 <r(a)

para A, adecuada. La razén de esto es que dichos resultados

x
- ROS aseguran que debe existir alguna Ay (tal vez bastante --
grande) con la propiedad de que (12) se satisfaga, ya que al
crecer A nos acercamos cada vez mis a -g que es una direccién

de descenso.

En la prictica resulta interesante el que la eleccién de
A en cada paso puede hacerse sin necesidad de usar el valor
de r. Uné estrategia en este sentido es la propuesta por
D.W. Marquardt, la cual consiste en que en cada paso se trata
de tener la mayor vecindad posible en 1a que la aproximacién
m(s}) sea buena. Para ello lo que propone Marquardt es comen-
zar con un valor de X pequefio, 1o gue no s§lo garantiza una
vecindad lo mis grande posible sino que ademis fija una direc
€ibn cercana a la de Gauss-Newton, conocida como de descenso
veloz (cuando funciona) Si résultara que con la A propuesta
no se consiguiera que r(ak+]) < r(akl lo que debe hacerse en-

tonces es usar valores de A cada vez mayores hasta lograr una
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disminucién de r (a) Es claro que el tomar valores grandes

de A implica que la vencidad de a, ser& cada vez menor, lo que

k
debe traducirse en un avance mids lento cada vez {(ver figura)

s{A), A >> 1

“s(0)
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V  SOBRE LA CONVERGENCIA DE LOS METODQS
LEVENBERG - MARQUARDT  MORRISON,

Para empezar permitasencs introducir algo de notacifn.

En primer lugar definiremos la funcidn

f:  CR® + R"

n,- 9,
f(a) ={ .
W

Con esto nuestro problema min y(a) lo podemos escribir
&

como -

min § / £(a)/
a

Adem8s, el sistema lineal a resolver en cada iteracibn -

para el caso de los métodos L-M-M resulta se}

t 't . v
(13) 1€, 78+ NIl = - £,7F,; £ = £4(a,)

cuya'soluci6n s, es la misma -que la del problema de minimos -

k
cuadrados linesales

-

£ £
(14) min /(=18 + [ 1/*
‘8

4%

dado que (13) es justamente el sistema de ecuaciones normales

de (14).
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Por iltimo definiremos la funcién

£

k k
R {a,A) = (—=Is + () , s=2a~-a
VAT & ,

En base a estos elementos, pasaremos primeramente a ocu-
parnos del problema de la convergencia para una cierta clase

de algoritmos en los que la aproximacién 8,4 S obtiene co-

mo

(15) ., =8, Tr,85

donde 7, €s un parametro cuya elecci6n se hace de tal manera

que minimice

#Ea, + v.8)/
El esquema general de estos algoritmos es:
i) Resolver

t o _ gt

[fi fi + RkI]sk = fi fk
ii) Determinar A, con la propiedad de que:
mi.n #Ela+ s )y = [ Ela+y. 8 ) /.

iii) Hacer

Qper T B TSy
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iv) Si a , , es ya una buena aproximaci6n a a*, terminar

Si no, repetir nuevamente el preceso,

Como se observa, el segundo paso del algoritmo lo que
nos dice es que deberi buscarse el minimo de A’f(ak+ Ysk)I
en la direccién del d obtenido en el paso uno. Este proceso

es conocido como blisqueda lineal y equivale grificamente a lo

siguiente

\ If(ak)ll ] f(ak+1 sk)ﬂ

Con respecto a este punto resulta importante hacer notar
que este tipo de algoritmos pueden Yesultar costosos debido
a un posible gran nimero de evaluaciones de f durante el pro-
ceso de bfisqueda lineal, y es por esta razdn que resulta de
interés poder determinar los casos en los que se da v = 1; es

to es, los casos en que



Este tipo de iteracién da lugar al llamado método de pa-

so completo.
Las condiciones bajo las cuales (15) converge son:

a) Lasa, deben cumplir con

2, € Q CIR, 2 acotado.

b) £(a) debe ser suficientemente lisa, de tal forma -

que tenga sentido escribir
flatys) = £(a) + v£'(a)s + Y’/ 8/ *w(a,,8),

con /w/ < k para toda a € Q. Esto es, £ debe al menos cum-

plir £ € c?(Q) y tener segundas derivadas acotadas. [7]

v

Un primer resultado sobre convergencia es:

Teorema.- Si Ak se escoge de tal forma que el eigenva-

lor Gk mis pequefio de la matriz
t
[ fi fJ'( + AkII
satisfaga que §, > & > 0, entonces la sucesibn {/ fk//} con-

verge y ademds, los puntos limites de la sucesién {ak} resul-

tan ser puntos estacionarios de /£(a)/ (7]
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Las partes centrales de la demostracifn son:
a) Mostrar que a partir de la relacién
£(as+ys) = £(a) + Y£'(a)s + 72/ 8/ uw(a,,s)

se puede probar la desigualdad
#E@EYs) ) <0 M = AN/ @) ) + 1/ R @) g
+ oty sl e
donde Ré” (a,1) contiene las primeras m componentes (ile'Rk {a,A)
b) Hacer ver que si a,,, Se converge como
Bk+1 T et N8y

cony, tal que miﬁimice lf(ak-l-*rsk)[ » entonces se cumple

/Wa,_ )/ <min Q (M
k+1 o<y<t X

(ver figura)

Q "

’ Mllf(%ﬁsk)ll

wF--
= -
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€} A partir de 1o anterior, es posible encontrar cotas
para ?k en términes del minimo de Q. (7) en [0,1]. Si llama--

mos 1; a dicho minimo entonces se tiene que
7% = min {1,%}

donde ?k es el minimo global de Qk(v}. Se puede demostrar -

adem&s que existe u(s) > ¢ tal que

7E > uld) > 0.

d} Finalmente se puede probar que

7*
//f(aki-l)// <//f(ak)// -%(lf(ak)ﬂ‘ﬂRél)//)

Este resultallo implica que la sucesién {7 ta )y} es -
mondtona decreciente Yy por lo tanto convergente. En forma
andloga se demuestra que los puntos limites de la sucésibn -

{ak} son puntos estacionarios de # £(a)l/ .

En 1a préctica se ha observado que el caso 7; = 1 es -
usual, con lo que.se garantiza en general la convergencia de
los métodos L-M-M. Més afin, se puede demostrar que en este

caso la convergencia es lineal; es decir, existe e tal que

Hay = ary <efa-a*y ; 0<e <1,
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En la actualidad la teorfa de convergencia para los méto
.dos L-M-M ha hecho progresos considerables y ha podido abor--
darse sin necesidad de llevar a cabo la minimizacién de

S/ CH ‘ysk)// sino trabajando directamente sobre la itera-

cidn

Por lo que 'to.ca al problema del ajuste de 1la longitud
del paso en cada etapa, &ste es realiza en funcién exclusiva-
mente de A, conocido como parimetro de Marquardt o de amorti-
guamiento. Una dé las ideas al respecto consiste en cons-
truir una fmcién mediante la cual se tenga un criterio para

‘1a seleccifn de Ag- Una propuesta en este sentido es tomar

- 1a funcién

HE@IN*-HE@ I*
AVEICRYARYE RIS

g(ak.kk) =
iy dav'do que deseamos tener /e, < /f/f(a‘kM’2 y como
ARG A/ Py M Ela ) 2 esto sugiere pedir que g cumpla

- con

0 < gla,A) <1
de donde, si podemos escoger 10s {kk} tales que se tenga

0 <o <,-g(ak,)\k)
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entonces podremos asegurar la convergencia de nuestro algorit

mo. Esto se establece formalmente en el siguiente

~

Teorema.- Si es posible escoger {kk} acotada de tal for

ma que se cumpla

0 <0 <gla, A}

donde o es una copstante independiente de k, y si

VA ICMY/Asya IRV A
2(/ Ela) /2= Ra A/ D)

a = a+ s, g(ak,lk) =

N

k+1

entonces la sucesifn {AVf(ak)AVz} es convergente y los puntos
limites de la sucesién {ak} son puntos estacionarios de -

/@y 18] >
Nétese que aqui el papel de la desigualdad
0<ag= g(ak,kk)

es de una gran importancia ya que de hecho nos proporciona un
criterio para la eleccidn de un ), adecuado en términos de
cantidades conocidas Ademds, la eleccidn de un valor de o
pequeiioc puede ayudar en el sentido de que el valor de A, sea
también pequefio, lo que, como ya se ha visto, nos sitfia en
una direccifn cercana a la de Gauss-Newton. Que esto es al menos
probable puede verse como consecuencia del resultado que si-

gue:
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Eﬁ la actualidad la teoria de convergencia para los méto
.. dos L-M-M ha hec};o_progresos considerables y ha podido abor---
. darse Qin necesidad de llevar a cabo la minimizacién de
: _'//f(aik+ vsk)// sino trabajando directamente sobre la itera-

cidn.

Por lo que toca al problema del ajuste de 1z longitud
del paso en cada etapa, €ste es realiza en funcién exclusiva-
mente de A, conocido como parimetro de Marquardt o de amorti-
guamiento. Una de las ideas al respecto consiste en cons-
truir una funciSn mediante la cual se tenga un criterio para
la seleccién de'kk. Una propuesta en este sentido es tomar

la funcién

VALY ARY EICHINY
VIR VERY S ICNIMVAS

glagy) =
y dado que deséa'xhos tener //f(ak_”)//z </ f(ak)//2 y como -
- # Ra A )W 2 a‘g‘//-f(akﬂ)//z, esto sugiere pedir que g cumpla
con ~

0 < gla,,nA) <1
de donde, si podemos escoger 16s {Q\k} ‘tales que se tenga

0 <o < g(ak,kk)
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Teorema.- Para cada o < 1 y cada s existe una kk tal

k’
que

(16) 0 <0< gla,h)

se satisface. [8]

a

-

La idea de la demostracifn en este caso consiste en pro-

bar que

gla,, A) = 1+ 0 (1/7%)

A - ™

de donde resulta que una eleccidn de o pequefio favorece el
que (16) se satisfaga y esto puede ayudar a que la A corres-

pondiente sea también pequefia.
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VI.- COMENTARIO FINAL.

Resulta interesante hacer notar el hecho de que en buena
parte, la teoria existente con respecto a los métodos L-M-M
ha ido surgiendo con posterioridad a la experiencia y como -
una necesidad natural de dotar a ésta de un marco adecuado
en el que por una parte puedan ser explicados los resultados
empiricos y por otra, pueda contarse con elementos que permi
tan la elaboraciég de estrategias cada vez mejores en la
prdctica. Respecto de esto, existen actualmente diversos al
goritmos e ;mplementaciones en los que se busca optimizar -
tanto el espacio de trabajo como el tiempo de cémputo. En
la bibliografia se mencionan algunos trabajos de interés en -

este sentido.
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APENDICE,

VIII.

a)

En relacion al problema

m
m n:wr

(a,+ Qnmvogmw+ o

e~®38i))2)

enunciado en la pdgina 11, el sistema no-lineal a que da lugar es:

m
Z

b}

o+ o,

e Oubiy a,

mn . n
Cebiy o, 5 e %5t =1 .
i=1 i=1 %
m . m _ X A m _
T miwo_;.mu.+ a, Ie (as&i+aygy) = £ e ay €y
i=1 i=1 i=1 &
. m . . mo_ . m
e ®stiy a, I e (aubivastidy a, L e 2058y = In, e
i=1 im1 j=q
2 =204 &5 b -(ayEj+asEy) b
a; L E,e i+ a,0, L E,e i i =0, Ini.e
p3 1 . 1
i=1 i=1 i=1
m

m.mnnumm+ o

1

Por lo que toca al problema

i

[ - ]

1

2%,
i=1

n m
b mwmuﬂeamw+pmmwv+ 0l z

(

3
i=1

o,

INQmmM - -
ge =a, I nEe

Gy

H+9»ﬂmwtﬁuw

+

2
T+as (€, -a¢) Nl
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el sistema no-lineal asociado en este caso es:

5 m u.
.~+pn.m»-p. 77+ O TR, o T Tas (e 0] =

R

wu.

,® (g = ay) » g, - oy
N ¢S AL ) LM LN & 277 £:9E T, (G ) B

a

2, 3 1 om n;
an AH+Q am ~ag))? +oo,me »m_ah+9»~m =041 2 [T*as (€ ~ag)] = Q—anm_ﬂu+ﬁ»~mwtﬁuu“u
m 1 n 3 , iy Ny

+a, X
1mq (LF0

.m_p+9m~mwanw~

- 2
i ag) i

p.um._p+9»»mwunm___p+p.pm»ap.v_

a nmﬁ1n ) mn,;{(§;-ag)

,»._ﬁp+pmﬂmﬁ1g.,v. I cr (s L

+ al?

m 1 m 1 o JM

N =
¢ ..Qmpm_—u....ﬁ»ﬂm.»lnu: G....RuamhID-:N +ayag 2 (I+a, nm»lﬂmvvu Q...Q.mu.l,_:l.?mﬁm —Gg) )2

o

! im1



