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Alegres coreografias hermosas y caprichosas, minuciosas y misteriosas,
puestas en escena en demostraciones matematicas o como movimientos
armoniosos en la pantalla de una computadora que simula un sistema
de planetas. Fascinantes coreografias ordenadas e imprevisibles, cuyos
secretos inspiraron y resistieron a los matematicos desde Lagrange y
nos regalaron un resultado tan simple como espectacular de la mecanica
celeste: el poderoso teorema de Marchal, que nos asegura que siempre
se puede juntar dos configuraciones dadas de un conjunto de estrellas
por una solucion de las ecuaciones de Newton.

1. Problemas “mas o menos resueltos”

Con esta expresién que quiere decir lo que quiere decir, Henri Poinca-
ré resume, en La Ciencia y el Método [11], la imposibilidad de encon-
trar, en general, una férmula explicita para la solucién de una ecuacion
diferencial dada. Se puede decir también que la mayor parte de las
ecuaciones diferenciales no son integrables. Para un fisico, esto quiere
decir que conocer las leyes que rigen un sistema mecanico y conocer
los parametros que lo caracterizan no es suficiente para determinar su
evolucién en funcion del tiempo.

Tal afirmacion puede sorprender a primera vista, ya que los cursos
y libros de andlisis y fisica casi siempre empiezan con ecuaciones y
problemas integrables, y a veces se dedican exclusivamente a ellos. Este
es el caso, por ejemplo, de la ecuacion de Newton:
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que caracteriza el movimiento de un cuerpo puntual de posicién P, que
depende del tiempo t, atraido por un planeta fijo de masa m ubicado
en O, segun las leyes de la gravitacion. Se puede resolver esta ecuacion
sacando partido de su invariancia por las rotaciones de centro O y la
conservacién de la energia y del momento angular, y obtener una férmu-
la matematica que expresa P en funcién de t, m, y de las condiciones
iniciales P(0) y P’(0). De esta férmula se deduce que el movimiento
es una conica: elipse, pardbola, hipérbola, seguiin el signo de la energia.
Este razonamiento también permite calcular el movimiento de un sis-
tema de dos planetas, usando el hecho de que su centro de inercia tenga
un movimiento rectilineo uniforme.

Desgraciadamente, para la mayor parte de las ecuaciones diferen-
ciales, no disponemos de un numero suficiente de simetrias y de leyes
de conservacion, y no existen tales féormulas. En mecanica celeste, esto
ocurre tan pronto como consideremos un sistema de N > 3 cuerpos en
interaccién gravitacional [4]. En este caso, hay que tomar en cuenta N
ecuaciones de Newton, cada una expresando la aceleracién P/ de un
cuerpo ¢ en funcién de las posiciones P; y de las masas m; de los demés

cuerpos (j # 1):
PP,
P — Z My —mJ
A A d
iz BB
Se puede demostrar que no existe una formula que exprese cada P; en
funcién de t, de las masas y de las posiciones y de las velocidades ini-
ciales. Por supuesto, usando una computadora, se puede calcular, para
cada valor de estos pardmetros, una aproximacion de los P;(t). También
se puede calcular la solucién como una serie de potencias que converge
mas o menos rapido. Por eso, el problema esta mds o menos resuelto.
Pero esto no contestaria algunas preguntas cualitativas [6] tales como la
existencia de 6rbitas periddicas o la estabilidad del sistema solar [9]. Si
queremos comprender las soluciones de las ecuaciones de Newton, tene-
mos que resignarnos a buscar, con toda humildad, soluciones “simples”
o “simétricas” del problema de los N > 3 cuerpos, y luego intentar
comprender como las demas soluciones se organizan alrededor de las
soluciones simétricas, por ejemplo preguntandonos qué propiedades de
estas soluciones se conservan cuando modificamos un poco los valores
de las masas o de las posiciones o de las velocidades iniciales.

De cierto modo, la solucién mas “simple” del problema de los dos
cuerpos es la solucién circular: para velocidades iniciales convenientes,
la distancia entre los dos cuerpos queda constante a lo largo del mo-
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vimiento. Soluciones parecidas existen para N > 3 cuerpos, llamadas
equilibrios relativos. Un movimiento es un equilibrio relativo si las dis-
tancias mutuas ||PZ_P; || son constantes. Esto equivale a decir que la
configuracion es constante modulo las rotaciones. Los equilibrios rela-
tivos s6lo se pueden obtener para configuraciones particulares. Estas
configuraciones son conocidas para N = 3 cuerpos. Debemos a Leon-
hard Euler el cédlculo de las configuraciones de equilibrio relativo de
tres cuerpos en una misma recta que se mueve a lo largo del tiempo [5].
A estas soluciones tenemos que anadir otro equilibrio relativo de tres
cuerpos, descubierto en 1772 por Joseph-Louis Lagrange, en el cual
los tres cuerpos forman un triangulo equilatero. Observemos que, para
N > 4, la determinacion de los equilibrios relativos es un problema
clasico y dificil, que aparece en varios temas de la mecénica celeste [10].
Hasta ahora, los equilibrios relativos de cuatro masas solo pudieron
ser calculados en casos muy particulares (masas todas iguales, algunas
masas iguales a cero, dos masas iguales y una hipdtesis de convexidad,
masas (z, —x,y, —y), tres masas iguales y una hipdtesis de simetria,
etc.). De hecho, s6lo en 2004, M. Hampton y R. Moeckel pudieron
mostrar, gracias a una computadora, pero rigurosamente, que los equi-
librios relativos asociados a cualquier sistema de N = 4 masas positivas
no es infinito. Este resultado resuelve, en el caso N = 4, un problema
planteado por J. Chazy desde 1918 y propuesto de nuevo por el meda-
llista Fields, S. Smale, en su lista de problemas para el siglo 21 [13]:
.es finito el nimero de equilibrios relativos asociados a un conjunto de
masas dado?

Fijémonos ahora en la solucién de Lagrange para N = 3, cuando las
masas son iguales. En esta solucién, los tres cuerpos se mueven en una
misma curva: el circulo circunscrito al tridangulo equilétero formado por
los tres cuerpos. Esta propiedad nos va a guiar en nuestra investigacion
de soluciones “simples” del problema de los N cuerpos, pero un poco
menos simples que los equilibrios relativos. Llamemos coreografias a las
soluciones de las ecuaciones de Newton, donde los N cuerpos se siguen
en una misma curva, con desfaces iguales entre los cuerpos. En otros
términos, existe T" tal que, si en un instante ¢, los cuerpos 1,..., N
tienen las posiciones P, ..., Py, entonces en el instante ¢t + 71" el cuerpo
1 esta en P, el cuerpo 2 estd en Ps, etc. La solucién de Lagrange es
una coreografia. De hecho, si cambiamos el triangulo por un poligono
regular de N > 4 masas iguales, seguimos teniendo una coreografia.
Pero ;existen otras coreografias?
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Sélo mas de dos siglos después del descubrimiento de la solucion
de Lagrange en 1772 fue encontrada una segunda coreografia de tres
cuerpos. En esta coreografia, tres cuerpos de masas iguales se siguen
en una curva parecida a un “ocho” [1] (figura 1). El “ocho” fue des-
cubierto primero numéricamente, gracias a una computadora, por C.
Moore en 1993. En 1999, A. Chenciner y R. Montgomery encontraron
una demostracién matematica rigurosa de su existencia. Después, varias
coreografias de masas iguales fueron puestas en evidencia, arbitraria-
mente complejas [1] [12] [8] (figuras 2 y 3), ja veces con centenas de
cuerpos! Algunas de estas soluciones fueron obtenidas analiticamente.
Las demds solo fueron encontradas numéricamente, en particular gra-
cias a los trabajos de C. Sim¢, autor del término “coreografia”.
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Figura 1: Las soluciones de Lagrange y Moore-Chenciner-Montgomery:
tres cuerpos de masas iguales [12].
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Figura 2: Dos

coreografias con masas iguales, de 8 y 19 cuerpos [12].
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Figura 3: Dos coreografias con masas iguales, de 21 y 99 cuerpos [12].

2. La puesta en practica de una estrategia
centenaria

Sorprendentemente, la clave de la existencia de las coreografias se en-
cuentra en una nota publicada por... jPoincaré, en 1896! Se trata de
caracterizar soluciones particulares de las ecuaciones de Newton como
minimos de una funcién definida sobre el gigantesco espacio de todos
los movimientos periddicos que satisfacen algunas restricciones [3].

La idea de caracterizar movimientos como minimos es clasica en
mecanica. Examinemos, por ejemplo, una particula constrenida a mo-
verse en una superficie 8, despreciando la gravitacion. Se puede mostrar
que para dos instantes t; y to suficientemente cercanos, la curva reco-
rrida durante el intervalo de tiempo [¢,t5] minimiza la longitud entre
todas las curvas contenidas en esta superficie que tienen los mismos
extremos P(t1) y P(t2) que esta trayectoria. En otros términos, defor-
mando un poco esta curva, pero de modo que la nueva curva obtenida
siga contenida en la superficie y tenga los mismos extremos, siempre
obtendremos una curva de mayor longitud. Tal trayectoria que mini-
miza localmente la longitud se llama geodésica.

Mas generalmente, existe toda una clase de sistemas mecanicos lla-
mados conservativos cuyos movimientos se puede caracterizar como los
puntos criticos (que son los puntos donde las derivadas parciales se
anulan, y que incluyen los minimos) de una funcién llamada funcional
de accién. Un funcional de acciéon no esta definido en un conjunto de
niumeros tal como el conjunto R de los reales o en un espacio vectorial
como el plano o el espacio fisico de dimensién 3 donde vivimos, sino en
un conjunto mucho mas grande: jel conjunto de todas las trayectorias
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posibles para este sistema! De modo general, el término de funcional
se refiere a una funcién definida en un espacio de dimensién infinita.
Asi, mientras que un punto del plano tiene dos coordenadas (abscisa
y ordenada), no se puede caracterizar los elementos de un espacio de
trayectorias por un nimero finito de coordenadas.

Las ecuaciones de Newton en particular son conservativas, y todas
las coreografias conocidas fueron obtenidas como minimos de su fun-
cional de accion. Por eso vamos a definir de modo un poco mas técnico
el espacio de las trayectorias en el caso de movimientos periédicos de N
cuerpos, y el funcional de accién asociado a las ecuaciones de Newton.
Sea X el conjunto de las configuraciones de N particulas sin colisiones.
Los elementos de X son los sistemas de N puntos distintos del espacio
fisico de dimensién 3, que podemos identificar con R3. Formalmente:

X={(P,....,Py) € R*)"Vi#je{l,....N}, P # P;}-

Este conjunto permite definir el espacio E de los movimientos periddicos
de periodo T de un sistema de N cuerpos:

E={R:R— XVt R,R(t) = R(t +T)}

Asi, el funcional de accién asociado a las ecuaciones de Newton es
formalmente la funciéon S: E — R definida por:

1 to=t1+T 1 N
S(R):S(Pl,...,PN):f/ 5 2 mil B ()]
11 i=1

oy )dt-
1<i<j<n || F5(t)P;(t)]|

A pesar de su apariencia austera, esta expresion es el promedio, en un
periodo, de magnitudes fisicas concretas que se prestan bastante bien
al calculo. El primer término de la integral no es otro que la energia
cinética del sistema, suma de las energias cinéticas de los N cuerpos. Y
el segundo término es menos la energia potencial, suma de las energias
potenciales de todos los conjuntos de dos cuerpos. Podemos caracterizar
simplemente la energia potencial de un sistema de dos cuerpos como
una magnitud proporcional a las dos masas e inversamente proporcional
a la distancia. Asi, con estas definiciones, se puede definir técnicamente
una coreografia como un elemento del espacio £ que minimiza el fun-
cional S.
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Una funcién continua y positiva en un intervalo de R tiene al menos
un minimo, que la funcién alcanza en el interior de este intervalo, o en
sus extremos. Vamos a aplicar una propiedad andloga a nuestro fun-
cional S, cuya positividad es facil de obtener, y cuya continuidad (una
nociéon mas delicada en dimensién infinita) vamos a admitir, siguien-
do a Poincaré y Marchal. ;A qué se parecen posibles minimos en los
extremos para nuestro problema? A movimientos donde las distancias
entre algunos cuerpos son infinitas o a movimientos donde unos cuerpos
chocan contra otros. Por supuesto, estos minimos en el infinito o con
colisiones no describen movimientos periddicos fisicos de los N cuerpos.
Por lo tanto, tenemos que encontrar un modo de evitarlos.

., Cémo evitar los minimos en el infinito? En el caso de una coreo-
grafia, como cada cuerpo va a tomar el lugar del cuerpo que lo precede,
se puede mostrar que si la distancia entre dos cuerpos es infinita, el
primer cuerpo va a recorrer una distancia infinita antes de tomar el
lugar del otro. Por eso necesitara una velocidad infinita. Asi, el térmi-
no de energia cinética tendra un valor infinito. Por consiguiente, jel
valor de S también serd infinito, y S no podra ser minimal! Ademas
de las coreografias, muchas soluciones del problema de los N cuerpos
tienen simetrias o propiedades topolégicas (por ejemplo relacionadas
con el nimero de vueltas alrededor del vector nulo que da cada vector
]TP;- a lo largo de un periodo) que les impiden ser minimos en el infinito.

Evitar los minimos con colisiones es mucho més dificil. El gran
Poincaré sélo pudo superar esta dificultad para un problema cercano:
si cambiamos la potencia 3 por una potencia 4 en los denominadores
de las ecuaciones de Newton, la integral de accion S de un movimien-
to con colisién es infinita. Asi, no puede ser minimal. En la primera
demostracion del resultado de Chenciner-Montgomery, se encuentra un
movimiento sin colision que no es el minimo de S, pero cuya integral
de accion es inferior a la de cualquier movimiento con al menos una
colisién. Esto es suficiente para concluir que el minimo de S no puede
tener colisiones. Las colisiones también aparecen en un problema anélo-

go a la investigacién de soluciones periédicas. Sean P!, P}, ..., Py las
posiciones (elementos del plano o del espacio) en un instante ¢; de N
cuerpos de masas my, ..., my positivas dadas y sean P2, P} ..., PZ

sus posiciones en un instante ¢,. jExiste una solucién de las ecuaciones
de Newton (en el plano o en el espacio) compatible con estas masas y
estas posiciones de los N cuerpos en los instantes t; y 37 La respues-
ta, afirmativa, es el propdsito del teorema de C. Marchal, demostrado
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en 2001. Primero presentado como un mejoramiento de la prueba de
Chenciner-Montgomery, este resultado, de alcance muy general, luego
permitié mostrar la existencia de nuevas clases de coreografias. Su prue-
ba es extremadamente astuta. Examinemos un posible minimo de S
que tiene colisiones. Ya que es dificil evaluar S para un movimiento
cercano a este minimo, vamos a calcular el promedio de S en un con-
junto de movimientos adecuadamente escogidos, ubicados cerca de este
minimo. De hecho, este promedio es inferior al “minimo” propuesto.
Por consiguiente, podemos afirmar que al menos uno de los movimien-
tos escogidos tiene una accién inferior... jaunque ni siquiera sepamos
cual puede ser este movimiento! Pero no necesitamos esta informacién:
sabemos ahora que el minimo de S se alcanza por un movimiento que
no tiene colisiones. Asi, se trata de una solucion de las ecuaciones de
Newton.

3. Poligonos desencadenados y
coreografias perversas

Muchos trabajos fueron inspirados por el descubrimiento de las coreo-
grafias. Asi, para los que no quisieran ver las coreografias como minimos
de una funcional, recientes trabajos de Marchal, y luego A. Chenciner,
J. Féjoz y R. Montgomery, proponen otro enfoque para encontrarlas.
Se trata, por ejemplo, de deformar y continuar la solucién de Lagrange
vista en un cierto sistema de coordenadas del espacio en rotacion. Esto
permite definir familias de soluciones periddicas y, entre ellas, el “ocho”
de Moore-Chenciner-Montgomery. Esta técnica también se aplica si, en
vez de considerar la coreografia de Lagrange, se considera un poligono
regular con masas iguales, que recorre un circulo. En este caso, po-
dremos obtener una coreografia formada por una cadena de varios “ri-
zos” , mientras que el “ocho” sélo tenia un rizo. Asi, algunas coreografias
pueden ser vistas como “poligonos desencadenados”.

El argumento de simetria en las pruebas de existencia de coreo-
grafias requiere masas iguales, para que las ecuaciones de Newton que-
den invariantes por permutacion de los cuerpos. Un problema abierto
consiste en determinar si pueden existir coreografias con masas distintas
0, segin los términos de Chenciner, “coreografias perversas”. Este cali-
ficativo viene del hecho de que una coreografia con masas distintas siga
siendo una solucion de las ecuaciones de Newton si cambiamos las masas
mi, ..., my por masas iguales al promedio m = (m; + ...+ my)/N.
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Asi, el solo conocimiento del movimiento no es suficiente para deter-
minar los valores de las masas. Hasta ahora, la respuesta, negativa,
solo fue encontrada, por Chenciner, para cuatro cuerpos y, en el plano,
para cinco cuerpos. Trabajando en esta cuestién [2], pude encontrar un
problema parecido al problema de los N cuerpos en el cual se puede
demostrar que las coreografias perversas no existen para ningin valor
de N. Para eso, tuve que cambiar la potencia 3 en los denominadores
de las ecuaciones de Newton por una potencia 2, en vez de la potencia
4 examinada por Poincaré en la seccién anterior. Sorprendentemente,
este resultado se aplica a un problema fisicamente diferente: jel movi-
miento de un fluido plano incompresible sin viscosidad! Tal fluido puede
ser descrito como un conjunto de N remolinos o vortices, cuyas posi-

ciones P, ..., Py y vorticidades I'y, ..., I'y satisfacen las ecuaciones
de Helmholtz:
.
Pl=r (er—ff ) ,
P (PPl

donde r es la rotacion de 90 grados. Asi, pude mostrar que, para todo IV,
no hay coreografias perversas de N vortices. El estudio de los sistemas
de N vértices, una de las ramas mas ricas de la mecédnica de fluidos,
tiene muchas semejanzas formales con el problema de los N cuerpos,
y varias técnicas matematicas se aplican a estos dos problemas con el
mismo éxito. Pero esto es otra historia [7].
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