MISCELANEA MATEMATICA 74 (2022) 59 SMM @

DOTI: https://doi.org/10.47234 /mm.7407

Funciones booleanas, bases de Grobner y
cuasigrupos

A. Castillo Ramirez

Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias,
Universidad de Guadalajara, Guadalajara, Jalisco, México
alonso.castillor@academicos.udg.mx,

[. Romo Alvarado
Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias,
Universidad de Guadalajara, Guadalajara, Jalisco, México
ismael.romo®@alumnos.udg.mx

y

Maria P. Suarez Fernandez
Centro Universitario de Ciencias Exactas e Ingenierias,
Universidad de Guadalajara, Guadalajara, Jalisco, México
delapaz.suarez@academicos.udg.mx

1. Introduccién

La teoria de cuasigrupos es una de las ramas mas antiguas del alge-
bra y la combinatoria. De manera concisa, un cuasigrupo consiste en
un conjunto no vacio ) equipado con una operacién binaria (llamada
genéricamente multiplicacion) que permite la division de sus elementos
(es decir, para cualesquiera a,b € @, las ecuaciones axr = by ya = b
tienen soluciones unicas). Es facil ver que todo grupo es un cuasigrupo,
pero, de manera general, un cuasigrupo puede no contener elemento
identidad, ni inversos de sus elementos, y su operacion puede ser no
asociativa (no necesariamente se cumple que a(bc) = (ab)c para todos
los elementos a, b, c € Q).

La tabla de multiplicar de un cuasigrupo finito ) con n elementos es
siempre un cuadrado latino de n X n; es decir, es una tabla de n x n
con entradas en () en la que cada elemento de () ocurre exactamen-
te una vez en cada fila y columna de la tabla. Reciprocamente, todo
cuadrado latino define la operacién de un cuasigrupo finito. Los cuadra-
dos latinos fueron estudiados originalmente por el matematico coreano
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Choi Seok-Jeong y por Leonhard Euler, y actualmente tienen numero-
sas aplicaciones en el diseno de experimentos, la teoria de cédigos y la
criptografia [5], [0, [].

En este trabajo presentamos la idea, desarrollada en [7], de resol-
ver sistemas de ecuaciones definidas en cuasigrupos de orden 2" usando
funciones booleanas y bases de Grobner, dos herramientas de areas aje-
nas a la teoria de cuasigrupos. Por un lado, las funciones booleanas son
funciones de la forma {0,1}" — {0, 1}, lo cual las hace indispensables
en la teoria de la computacion dado que proveen un modelo fundamen-
tal para las operaciones basicas con digitos binarios (bits). Por otro
lado, las bases de Grobner son tipos particulares de conjuntos genera-
dores de ideales en anillos de polinomios en varias variables, lo cual las
hace herramientas fundamentales para resolver sistemas de ecuaciones
definidos sobre campos.

Ademas de ser objetos interesantes desde el punto de vista de las
matematicas puras, los cuasigrupos finitos tienen importantes aplica-
ciones en el desarrollo de esquemas criptograficos. En estos modelos, los
mensajes se codifican mediante la operacién de un cuasigrupo, y la de-
codificacion se reduce precisamente al problema de resolver un sistema
de ecuaciones sobre el cuasigrupo. Referimos al lector a [I] para conocer
mas detalles sobre las aplicaciones de cuasigrupos en criptografia.

A continuacién describimos la estructura de este trabajo. La seccién 2
la dedicamos a hablar del conjunto de funciones booleanas, el cual tiene
estructura de anillo conmutativo con identidad, y la llamada forma
normal algebraica de una funcién booleana. En la seccion 3 presentamos
una breve introduccion a los cuasigrupos y mostramos cémo describir
la operacion de un cuasigrupo finito ) de orden 2" en términos de
una n-tupla de funciones booleanas. En la seccion 4 ilustramos cémo
asociar a cada sistema de ecuaciones definido sobre () un sistema de
ecuaciones equivalente definido sobre el campo finito con dos elementos.
Debido a que las ecuaciones del sistema no son necesariamente lineales,
en la seccién 5 revisamos el concepto de bases de Grobner, el cual es
una herramienta muy poderosa para simplificar el sistema y finalmente
encontrar las soluciones. A lo largo de todas las secciones, ilustramos
nuestros calculos usando el paquete Sage [10].

2. Funciones booleanas

En esta seccién definimos lo que es una funciéon booleana y mostramos
cémo obtener su forma normal algebraica.
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Definicién 2.1. Sea n € N. Una funciéon booleana n-aria es sim-
plemente una funcion de la forma

f:{0,1}" — {0, 1},
donde
{0,1}" :={(a1, ag,...,a,) : a; € {0,1}}.

Dependiendo del contexto, el conjunto {0, 1} puede identificarse con
distintas estructuras, como un campo o un élgebra booleana (véase [4]).
Sin embargo, en este trabajo, identificaremos al conjunto {0, 1} con [y,
el campo con dos elementos (donde la suma y multiplicacién se realizan
médulo 2).

Denotamos por B, al conjunto de funciones booleaneas n-arias. Este
conjunto puede verse como un anillo conmutativo con identidad si lo
equipamos con las operaciones puntuales inducidas por Fs; es decir,
definimos la suma y el producto de funciones booleanas de la siguiente
forma: dadas f : ) — Fyy g : F§ — Fo,

(f+9)(x) = flz) +g(x) v (fo)x):= f(x)g(z), Vzel;

Una forma conveniente de definir a una funcién booleana es mediante
su tabla de verdad.

Definicién 2.2. Sea f : F} — [, una funcién booleana. La tabla
de verdad de f es una tabla V; := [v; ;] de 2" x 2, donde la primera
columna de la tabla enlista a todos los elementos de F} y la entrada
v; 2 contiene a f(v;1).

Es importante observar que la tabla de verdad Vy depende del orden
en el que aparezcan los elementos de F} en la primera columna. Dos
maneras comunes de ordenar a los elementos en un producto cartesiano
de un conjunto totalmente ordenado (por ejemplo, F3, donde asumimos
que 0 < 1) son las siguientes:

e Orden lexicografico: (ai,as,...,a,) < (by,bs,...,b,) siy solo
si a; < b;, donde 7 es la coordenada mas pequena donde las tuplas
difieren.

e Orden lexicografico inverso: (aj,as,...,a,) < (b1, b2, ..., by,)
si y solo si a; < b; donde 7 es la coordenada mas grande donde las
tuplas difieren.
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Ejemplo 2.3. Sea f € Bs la funcién booleana definida por la siguiente
tabla de verdad:

($1,$2,$3) f(1717l’2yx3)
0,0,0) 1

A D g b N b N
= o=l o| -

Observemos que la primera columna de la tabla esta ordenada de forma
creciente por el orden lexicogréafico inverso.

Otra manera de representar a una funcién booleana es mediante
su forma normal algebraica, pero para justificar esta representacion
debemos repasar algunos conceptos de teoria de anillos. Sea R :=
Fy [x1,...,2,] el anillo de polinomios con coeficientes en Fy en las va-
riables x1, xs, ..., x,. Recordemos que, dado un ideal I de R, podemos
formar al anillo cociente R/I := {r + 1 : r € R} con las operaciones
usuales entre clases laterales:

(r+D+(s+D)=r+s+1 y (r+D)(s+I)=rs+1.

Teorema 2.4. El anillo B,, de funciones booleanas n-arias es isomorfo
al anillo cociente Fy [xq, ..., 2z, /I donde

I := <x%+x1, cee xi+xn>
es el ideal generado por todos los polinomios de la forma x? + w;.

Explicitamente, el isomorfismo de R/I a B, manda una clase late-
ral f(x1,...,2,) + I a la funcién booleana definida por el polinomio
f(z1,...,x,); la demostracién completa del teorema se puede consul-
tar en [2]. Intuitivamente, la razén de identificar a todos los polinomios
de la forma 27 4+ x; con el elemento cero en el anillo cociente R/I se
debe a que 124+1 =0y 024+ 0 =0 en el campo F,.

Para intentar descifrar la forma que tienen los elementos del anillo
cociente del teorema anterior, observemos que, para toda: =1,2,...,n,

(27 +x)+1=0+1.
Esto implica que,
eI =u+1,
y, por induccién, es facil demostrar que

xf+I=x,+1 Vi=1,2,...,n.
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Con esta identidad, podemos reescribir cualquier clase lateral p(x) + I,
con p(x) € Fy [z1,...,x,], como una de la forma

E Cax® + 1,
acFy

donde ¢, € Fy v

o n
a:=(a,a,...,q,) € Fy,
@, 01,02 @
T =T Ty ...
Cada polinomio en Fy [z, ..., x,] puede ser visto como una funcién
booleana, la cual resulta al evaluar cada una de las variables en elemen-
tos de Fy. Todos los elementos de una clase lateral en Fy [xy, ..., x,] /]

representan a una misma funciéon booleana, porque los elementos del
ideal I son exactamente los polinomios que representan a la funcién ce-
ro. Ademas, la discusién del parrafo anterior nos permite demostrar que
toda f € B, puede ser representada de forma «nica por un polinomio
de la forma ZaeF; Cox®; abusando de la notacion, escribimos

f(x17$27 cee 7xn) = Z Caxa-

acFy
A esta representacién de las funciones booleanas se le conoce como la
forma normal algebraica (FNA).
Ejemplo 2.5. Veamos algunos ejemplos de como obtener la FNA de
una funcién booleana f : Fy — Fy definida por su tabla de verdad.

1) Con n = 1, consideremos funcién booleana f : Fy — Fy definida
por la tabla de verdad

(z) | f(z)
0)] 1
1] 0
La forma normal algebraica tiene la forma general
f(x) =ap+ aiz. (1)

Evaluando f en su dominio se tiene que f(0) = agy f(1) = ap+a.
Lo cual nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales

() )=,

Resolviendo el sistema, obtenemos que ag = 1y a; = 1, por lo que
la FNA de f es f(z) =1+ z.

2) Con n = 2, consideremos la funcién booleana f : F2 — F, definida
por la tabla de verdad
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(zo, 21) | f (20, 71)
(0,0) 1
0,1) I
(1,0) 0
1,1 1

La forma normal algebraica de f tiene la forma

f(x) = ago + ap121 + ar0xo + a112021. (2)

Evaluando f en su dominio se tiene que f(0,0) = ago, f(0,1) =

ago + aor, f(1,0) = ago + a0 y f(1,1) = ago + ao1 + aio + ai1. Lo
cual nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales

1 000
1100
1010
1111

Qoo
ao1
a10
a1

—_ O =

Resolviendo el sistema obtenemos que agy =1, ag;1 =0, a19p =1y
a;1 = 1, por lo que la FNA de f es

f(zo, 1) = 1+ 29 + xom7.

Para calcular la forma normal algebraica de f usando el paquete
Sage [10], es necesario introducir la segunda columna de la tabla
de verdad de f pero con los elementos del dominio ordenados de
manera creciente respecto al orden lexicografico inverso. La tabla
de verdad de f respecto a este orden es:

(zo, 21) | f (20, 71)
0.0) i
(1,0) 0
0,1) 1
(1,1) 1

A continuacién ilustramos cémo obtener la forma normal alge-

braica de f en Sage:

sage: from sage.crypto.boolean_function import BooleanFunction

sage: Bl=BooleanFunction([1,0,1,1])
sage: Bl.algebraic_normal_form()

x0*x1 + xO0 + 1

Para n = 3, consideremos la funcién booleana f : F3 — Fy dada

por la tabla de verdad
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(ﬂfo,fl,i@) f (1’07551,962)
0,0,0) 1

OO = O

Y Y ) 1
En este caso la forma normal algebraica tiene la forma

f(zo, 21, 22) = agoo + o012 + apro®1 + @111 +

+a100T0 + A101T0T2 + A110T0T1 + A111T0T1T2. (3)
Evaluando f en su dominio se tiene que:
£(0,0,0) = agoo

f(0,0,1) = agoo + ago1
£(0,1,0) = agoo + ao1o

f(0,1,1) = agoo + aoor + ao1o + aon
f(1,0,0) = agoo + @100

f(1,0,1) = agoo + agor + aio0 + a101

J(1,1,0) = agoo + ao10 + @100 + @110

f(1,1,1) = agoo + @oo1 + ao10 + Go11 + @100 + @101 + G110 + @111

Lo cual nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones lineales

10000000 @000 1
117000000 001 1
10100000 010 0
1 1110000 anpii o 1
10001000 a0 | | O
11001100 aiol 1
1 0101010 aiio 0
11111111 a1l 1

Resolviendo este sistema obtenemos que agyy = 1, aggr = 0, agip =
Lyapir = 1,a100 = 1,a100 = 1,a110 = 1 y a111 = 1, por lo que la
FNA de f es

f(xo, xy, 132) =1 + T + 1T + Zo -+ Tolo —+ o1 + ToX1T2.
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Ahora, para calcular la forma normal algebraica de f en Sa-
ge primero reacomodamos la tabla de verdad respecto al orden
lexicografico inverso:

(.IO, Ty, IQ)

2
(e}
8
S
(V)
S—

||| |||
= Ol = Ol O~ O
== OO R OOl
e ) Rl R R==) K ==) o) K an)
=== =] O O O -~

~— | | |

Luego, las instrucciones para obtener la forma normal algebraica
en Sage son las siguientes:

sage: from sage.crypto.boolean_function import BooleanFunction
sage: B3=BooleanFunction([1,0,0,0,1,1,1,1])

sage: B3.algebraic_normal_form()

x0*x1*x2 + x0*x1 + x0*x2 + x0 + x1*x2 + x1 + 1

En general, la matriz A, de 2" x 2" que se obtiene al plantear el
sistema de ecuaciones para obtener los coeficientes de la FNA de una
funcién booleana tiene la siguiente forma:

[ Anq O
An N ( An—l An—l ) ’

donde A,_; es la matriz de 2"~ x 2771 definida inductivamente y

10
a (1),

El lector entusiasta puede verificar que esto se cumple en los ejemplos
previos. Ademads, es facil demostrar por induccién que A, = A !, para
toda n > 1. Esto implica que las soluciones del sistema de ecuaciones
siempre estan dadas por el vector A,v, donde v € F?" es la segunda
columna de la tabla de verdad de la funcién booleana (respecto al orden
lexicografico).

Para leer mas sobre funciones booleanas y la forma normal algebraica,
referimos al lector a [2, [4].
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3. La conexion entre funciones booleanas y
cuasigrupos

Esta seccién tiene como objetivo describir la conexion entre funciones
booleanas y cuasigrupos de orden 2", y mostrar como podemos usar esto
para resolver un sistema de ecuaciones con coeficientes en el cuasigrupo.
Esta idea fue presentada originalmente en el articulo [7].

Comenzamos con la definicién de cuasigrupo.

Definicién 3.1. Sea () un conjunto no vacio equipado con una opera-
cién binaria * : Q X Q — Q. Decimos que () es un cuasigrupo si para
cada a,b € @) existen tnicos z,y € () tales que

rxa=b y axy=D>.

Claramente, todo grupo G es un cuasigrupo, pues, dados a,b € G
los tnicos =,y € G que cumplen z xa =by a*xy =bson x = bx*a*
y ¥y = a~! % b. Sin embargo, un cuasigrupo no necesariamente debe
tener elemento identidad, ni inversos para todos sus elementos, ni la
operacion * tiene que ser asociativa.

Ejemplo 3.2. Los nimeros enteros Z con la resta — forman un cuasi-
grupo, pues dados a,b € Z los unicos x,y € Z que cumplen x —a = b
y a —y = b son los enteros * = b+ a y y = a — b. Sin embargo, este
cuasigrupo no es un grupo, pues la resta no es asociativa; en general,

a—(b—c)# (a—b)—c.

Observacion 3.3. Todo cuasigrupo ) cumple la propiedad cancelati-
va. Para comprobar esto supongamos que x; x a = x * a, para algunos
a,r1,T9 € Q. Sib:=x1 % a = x9 % a, la unicidad de un elemento x € ()
que cumpla x * a = b implica que x; = x5. Similarmente verificamos
que a * y; = a * Yo implica que y; = y».

El orden de un cuasigrupo, es simplemente la cardinalidad del con-
junto ). Cuando el cuasigrupo @) es finito, podemos formar su tabla de
Cayley, la cual contiene a todos los posibles productos de los elementos
de ). La propiedad de cancelacién garantiza que en la tabla de Cay-
ley no se repitan elementos por filas ni por columnas; esta propiedad
caracteriza el siguiente concepto:

Definicién 3.4. Sea ) un conjunto con n elementos. Un cuadrado
latino es un arreglo de n x n con entradas en () en el cual no se repiten
elementos por filas ni por columnas.

Los cuadrados latinos tienen aplicaciones en diversas ramas de las
matematicas como estadistica, teoria de codigos, criptografia y teoria de
graficas [0 [0, 9]. Para cada n € N, es facil demostrar la existencia de al
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menos un cuadro latino de n x n. Sin embargo, no es trivial determinar
el nimero total de cuadros latinos de n x n[| La importancia de los
cuadrados latinos en nuestro contexto es que resulta que un conjunto
finito ) con operacién binaria % es un cuasigrupo si y solo si su tabla
de Cayley es un cuadrado latino.

Si (Q es un cuasigrupo cuyo orden es una potencia de 2, digamos
2", podemos hacer una identificacion de ) con F} mediante una fun-
cién biyectiva ¢ : Q — 3. Con esto, para cualquier x € () existen
ai,...,a, € Fy tales que

o(x)=(ar,...,a,).

Por lo tanto, la operacién binaria * : ) X Q — ) queda identificada
con una funcién de la forma x, : Fy x Fy — F3, donde el conjunto
F3 x F% es equivalente a F3". Las funciones coordenadas de , son
funciones booleanas de la forma f; : F2" — F, y satisfacen que, para
toda u,v € F7,

wk, v = (fi(u,v), falu,v), ..., fulu,v)).

Ejemplo 3.5. Sea Q = {a, b, ¢, d} el cuasigrupo definido por la siguien-
te tabla de Cayley

x|a b ¢ d
ala b c d
b|b ¢ d a
clc d a b
dld a b c
Consideremos la identificacién ¢ : Q — F35 dada por
p(a) = (0,0),
p(b) = (1,0),
e(c) = (0,1),
p(d) = (1,1).

Entonces, la tabla de Cayley correspondiente a la operacién *, es la
siguiente

LEl lector puede consultar en [§] el resultado que determina la cantidad de cuadros latinos de
nxmn.
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$o,$1) *o ($2,$3) ‘ (fl(xo,xl,xmfs),f2(Io,$1,$27$3)) ‘
(0,0) ¢ (0,0) (0,0)
(1,0) +, (0,0) (1,0)
(0,1) *, (0,0) (0,1)
(1, 1) *p (O, 0) (1, 1)
(0,0) %, (1,0) (1,0)
(1,0) *, (1,0) (0,1)
(0,1) #, (1,0) (1.1)
(1, 1) *p (1,0) (0,0)
(0,0) *, (0,1) (0.1)
(1,0) #, (0,1) (L.1)
(0,1) #, (0,1) (0,0)
(1,1) *, (0,1) (1,0)
(0,0) #, (I, 1) (L.1)
(1,0) %, (1,1) (0,0)
(0,1) %, (1, 1) (1,0)
(1,1) %, (1,1) (0,1)

De esta manera es méas sencillo encontrar las dos funciones booleanas
f1, f2 € By tales que
(I()vml) *p ($2>$3) = (f1($o>$1,9€2,9€3), f2(ﬂ70,$1,I27$3))-
Usando el método visto en la seccién anterior, encontramos que las
formas normales algebraicas de f; y fa son
Ji (o, @1, 22, T3) = X0 + 2,

f2 (0, 21, T2, 73) = w2 + 1 + T3
Por lo tanto, la operacion del cuasigrupo esta dada por

(20, 1) *y (22, 23) = (To + T2, ToXo + 21 + X3) .

4. Ecuaciones sobre cuasigrupos

Probablemente el lector esta familiarizado con ecuaciones sobre cam-
pos como los nimeros racionales o los niimeros reales. A diferencia de
estos casos, cuando hablamos de ecuaciones sobre cuasigrupos debemos
considerar que la operacién puede ser no asociativa y no conmutativa,
por lo que se debe respetar el orden en el que aparecen los paréntesis
y las variables. Por ejemplo, en un cuasigrupo las siguientes ecuaciones



70 A. CASTILLO RAMIREZ, I. ROMO A. Y MARIA P. SUAREZ F.

no necesariamente son equivalentes:

(yl * yz) * (yl * y3) =Y2*U1
Y1+ ((y2 * y1) * y3) = Y1 * Y.

El objetivo de esta seccidén es mostrar como transformar ecuaciones
sobre un cuasigrupo de orden 2" a ecuaciones equivalentes sobre Fy,
haciendo uso de la representacién de la operacién del cuasigrupo como
una n-tupla de funciones booleanas.

Dado un elemento a en un cuasigrupo (), definimos las funciones
I, :Q — QyD,:Q — @ inducidas por la multiplicacion izquierda y
derecha por a, respectivamente; es decir,

I(z)=axx y Dy(r)=x%a, VreQ.

Luego, podemos reescribir cualquier expresion en el cuasigrupo como
una composicion de estas funciones. Por ejemplo,

Y1+ (Y2 x y3) = Iy, © Dy, (y2)
(yl * y2) * Y3 = Dy3 © Dy2(yl)7
(1 * (Y2 x91)) * y2 = Dy, 01, o Dy1<y2>

La ventaja de usar composiciones de las funciones multiplicacién iz-
quierda y derecha recae en que podemos pensar cualquier expresion
sobre el cuasigrupo como un proceso lineal; por ejemplo, la expresién
y1 * (y2 % y3) significa «multiplica a y, por ys por la derecha, y luego
multiplica el resultado por y; por la izquierdas.

Usando los métodos de la seccion previa, es sencillo encontrar la
FNA de las funciones booleanas asociadas con las operaciones I, y D,.
Una vez hecho esto, la FNA de las funciones booleanas de cualquier
expresion sobre el cuasigrupo puede obtenerse haciendo la composicion
correspondiente de las funciones booleanas de I, y D,. Ilustramos esto
con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Sea Q = {0,1,2,3} el cuasigrupo de orden 4 definido
por la siguiente tabla de Cayley:

|01 2 3

0/0 1 2 3

11 2 3 0

212 3 01

313 01 2
Consideremos la identificacién ¢ : Q — F35 dada por

©(0) =(0,0), (1) =(1,0), ¢(2) = (0,1), ¢(3) = (1,1).
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Calculando las funciones booleanas f1, fo € B4 que describen la opera-
cion del cuasigrupo, obtenemos que

fl (507 S1, S2, 83) = S0 + 52,

f2 (0, 81, 82, 83) = 8082 + 51 + 53.

Por lo tanto, la operacion del cuasigrupo esta dada por

(807 Sl) *<,0 (827 83) = (fl (807 51, 52, 83) ) f2 (807 S1, 52, 83))

= (50 + S92, 8052 —+ S1 + Sg) .

Consideremos la siguiente ecuacién sobre @):

(y1 * (ya % y3)) * y1 = 1.

Usando la notacién de multiplicacién izquierda y derecha obtenemos
que

(yl * (y2 ® y3)) k1 =Dy, o1y o Dy3<y2)'
Identificando las variables vy, y2,y3 € ) con

e(y1) = (o, 1),
o(y2) = (x2,23)
o(ys) = (x4, 75)
donde z; € Fy, obtenemos la FNA de las funciones booleanas asociadas
con la expresion (y; * (Y2 * y3)) * y1,
(o(y1) * (p(y2) * ©(y3)) * e(y1)
= Do) © Loy © Deotys) (#(312))
= Diyy) © o) (T2 + T4, 2ow4 + 23 + 25)
= Dy (@0 + 2 + 4, To(22 + 24) + 21 + Toxg + T3 + T5)
= (T2 + 14, 10 + ToTy + T3 + T5)

Igualando lo anterior a ¢(1) = (1,0), obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones sobre Iy, el cual es equivalente a la ecuaciéon dada sobre
el cuasigrupo Q:

T+ x4 =1,
To + Toxg + 13+ 25 = 0.
El conjunto de soluciones de este sistema es
{(zo, 71, 2, 73, 24, T5) € FS : 29 + 23 + 25 = 0}

Usando la biyeccion ¢, podemos encontrar todas las soluciones de la
ecuacién (y1 * (yo2 * y3))*y; = 1 sobre Q, pues (zg, x1, . .., Z5) es solucién
del sistema sobre Fy si y solo si (¢ 1(zg, 21), 0 (@a, 23), o~ (24, 75))
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es solucién de la ecuacién sobre (). Por lo tanto, la ecuacién sobre @)
tiene exactamente 2° = 32 soluciones; algunas de ellas son

(y17y27y3) = (07 170)7 (91792793) = (07272)7 (yl:y%yiﬁ) = (07273)

Al programar el ejemplo anterior en Sage, primero definimos las fun-
ciones multiplicacién izquierda y derecha, y después una funcion que
depende de dos listas: una con las variables y; y otra lista de ceros y
unos, donde cero indica que la multiplicacion seré por la izquierda y
1 indica la multiplicacién serd por la derecha. En este caso especifi-
co, las entradas de esta tltima funcién serian las listas (ya, ys, y1.41) ¥
(1,0,1) (ya que esta tultima representa al orden en el que se hacen la
multiplicaciones derecha e izquierda).

In[1]: sist(f,np.array(ly2,y3,y1,y1]1),[1,0,1])
Out[1]: array([x2 + x4, x0 + x2*x4 + x3 + x5])

En el ejemplo anterior, resulté sencillo encontrar las soluciones del
sistema de ecuaciones sobre [F5. Sin embargo esto no siempre sera asi,
pues, al ser sistemas no necesariamente lineales, los métodos cldsicos
del dlgebra lineal no pueden ser aplicados. En la siguiente seccion abor-
daremos una de las herramientas mas poderosos para resolver sistemas
de ecuaciones no lineales sobre campos: las bases de Grobner.

5. Bases de Grobner

A continuacién veremos algunos conceptos basicos para definir formal-
mente a las bases de Grobner y enunciar algunas de sus propiedades.
Sea K cualquier campo, y consideremos el anillo de polinomios
K [z1,...,2,]. Recordemos que un monomio es un polinomio de la
forma cxi"z3? ... 25", donde ¢ € K y a; > 0. Podemos identificar a
los exponentes del monomio con una tupla de enteros no negativos
a = (ay,q9,...,0p) € Z>g, y, abusando de la notacién, reescribimos al

monomio como cxr®.

Definicién 5.1. Un orden monomial > sobre K [z1,...,z,] es una
relacién sobre ZZ,, que satisface lo siguiente:

O1) > es una relacién de orden total en ZZ,.

02) Sia = By €Z2, entonces a +7v = 3+ 1.

03) = es un buen orden; es decir, todo subconjunto no vacio de VA
tiene un elemento minimo. -

Dado un orden monomial >, escribimos z® = 2° si a = 8.

Observemos que tanto el orden lexicografico >;., como el orden le-
xicografico inverso >,y €0 Z%, son érdenes monomiales, pues ambos
cumplen las propiedades O1, O2 y O3.
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Sea
f= Z Cax®
acJ
un polinomio en K [x1,...,z,] distinto de cero, donde J C Z%;. Asu-

mimos que ¢, # 0, para toda o € J. Respecto a un orden monomial >,
definimos los siguientes conceptos:

i) El multigrado de f se define como
multideg (f) = max(J),

donde el maximo se toma con respecto a .
ii) El coeficiente principal de f se define como

LC (f) = Cmultideg(f) € K.
iii) El monomio principal de f se define como
LM (f) = gmuttides(s)
iv) El término principal de f se define como
LT (f) = LC(f) - LM(f)..

Ejemplo 5.2. Sea f = 4x z3x3 + 4735 — b + Txiz3. Respecto al orden
lexicografico tenemos

multldeg(f) (3 0,0)
C(f) =
M(f) =
LT (f) =
Definicién 5.3. Sea I un ideal de K[z, xs,...,x,]. Respecto a un or-
den monomial fijo, decimos que un subconjunto finito G = {g,..., g}

es una base de Grobner de [ si

(LT (1), ..., LT (g)) = (LT (1)),

donde
LT(I) := {ca® : 3f € I tal que LT(f) = cz“}.

Las bases de Grobner tienen las siguientes propiedades (las demos-
traciones pueden consultarse en [3]):

1. Todo ideal de K [z1,...,x,] distinto de cero tiene una base de
Grobner.

2. Si G es una base de Grobner del ideal I, entonces I = (G).

3. Para todo f € I existe g € G tal que LT (g) divide a LT (f).
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La variedad afin definida por los polinomios fi, fo,...,fs €
Klxq,...,z,] es el conjunto

V(fl,fz,...,fs) = {(al,...,an) GK”:fi(al,...,an) :O,Vizl,...,S}.

En otras palabras, la variedad afin es el conjunto de soluciones del
sistema de ecuaciones fi(z1,...,2,) =+ = fs(x1,...,2,) = 0.

Si G = {¢1,...,9:} es una base de Grébner de un ideal I =
(f1,..., fs), una propiedad importante es que

V(fla---afs):V(gla--'agt)-

Es decir, los sistemas de ecuaciones fi(z1,...,2,) = -+ =
fs(xy,...;zn) =0y ¢1 (21,...,2) = -+ = g (21,...,2,) = 0 tienen
exactamente las mismas soluciones. Debido a que los términos principa-
les de los polinomios f; son divisibles por los términos principales de los
polinomios g;, las ecuaciones en el segundo sistema seran, en general,
mas sencillas de resolver.

El método general para encontrar una base de Grébner de un ideal
respecto a un orden monomial es el algoritmo de Buchberger, el cual
puede pensarse como una generalizacion del algoritmo de Euclides para
polinomios y el método de eliminacion gaussiana (véase [3, §2.7]). En
Sage, una base de Grobner G' de un ideal I puede calcularse con el
siguiente comando:

G = I.groebner_basis()

En el siguiente ejemplo mostramos como resolver un sistema de ecua-
ciones sobre un cuasigrupo de orden 2" con ayuda de funciones boolea-
nas y bases de Grobner.

Ejemplo 5.4. Sea @ = {0, 1,2, 3} el cuasigrupo definido por la siguien-
te tabla de Cayley:

* ‘ 01 2 3

013 210

110 1 2 3

212 3 01

311 0 3 2
Consideremos la identificacién ¢ : Q — F5 definida por

~~

90(0):(0,0)7 90(1):(170)7 ¥ 2>:(O71)7 90(3):(171)'

Las funciones booleanas que representan la operacién del cuasigrupo
son

fi(xo, x1, T, 23) = o + 71 + T2 + 1,

fa(zo, x1, T2, 23) = x9 + 3 + 1.
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Por lo tanto, la operacion del cuasigrupo esta representada por
(w0, 1) *y (T2, 23) = (xo + 1+ 22+ 1,20 + 23+ 1).
Supongamos que queremos resolver el siguiente sistema de ecuacio-
nes:
(y1 % (y2 xy3)) xy1 =0
(ys * y1) * y2 = 3

Consideramos la identificacion de las variables y1, yo v y3,

¢ (y1) = (0, 21),
2 (92) - (5132,.733) )
¢ (ys3) = ($4,I5) )

donde x; € Fy. Usando el método presentado en la seccion anterior, ob-
tenemos que el sistema de ecuaciones sobre () es equivalente al siguiente
sistema de ecuaciones sobre Fy:

ro+xri+r3+rs+a5+1=0
To+xo+ax3+x4+1=0
To+ T+ a0+ 25=0
ro+r3+axs+ax5+1=0.
La base de Grobner del ideal definido por los polinomios de este sistema

es G = {xg, x1, xo+x5, x3+x4+25+1}; por lo tanto, el siguiente sistema
tiene las mismas soluciones que el anterior:

ZCOIO
1‘120
ZE2+CL’5:0

T3+ x4 +2x5+1=0.
Es sencillo probar que el conjunto de soluciones de este sistema es
{(0,0,0,1,0,0),(0,0,1,0,0,1),(0,0,0,0,1,0),(0,0,1,1,1,1)}.
Por lo tanto, las soluciones del sistema original sobre () son
{(0,2,0),(0,1,2),(0,0,1),(0,3,3)}.

En el ejemplo anterior, el sistema de ecuaciones obtenido sobre [y
resulté ser lineal, por lo que también seria posible resolverlo con los
métodos del dlgebra lineal. En el siguiente ejemplo, el sistema de ecua-
ciones sobre [y es no lineal, por lo que el uso de la técnica de bases de
Grobner es indispensable.
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Ejemplo 5.5. Sea @ = {0, 1,2, 3} el cuasigrupo definido por la siguien-
te tabla de Cayley:

*x|10 1 2 3
0/0 1 2 3
111 2 3 0
212 3 0 1
313 0 1 2.
Consideremos la identificacién ¢ : Q — F5 definida por
©(0) =(0,0), (1) = (1,0), ¢(2) = (0,1), ¢(3) = (1,1).

Las funciones booleanas que representan al cuasigrupo son

fi(zo, x1, 29, x3) =20 + T2,
fa(wo, x1, T2, x3) =T0T2 + T1 + 3.

Nuevamente, supongamos que queremos resolver el siguiente sistema
de ecuaciones:

(y1 % (y2 xy3)) xy1 =0
(Y3 *y1) * yo = 3
Usando el método presentado en la seccion anterior, obtenemos que
el sistema de ecuaciones sobre () es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones sobre Fy:
) + Ty = 0
To + Taxy4 + T3 + T5 =0
.1'0"‘1’2"‘.1'4"—1:0
ToTo + ToTy + X1 + Toxy + 23+ 25 +1 =0
A diferencia del ejemplo anterior, este sistema de ecuaciones es no
lineal; sin embargo, al encontrar la bases de Grobner para el ideal co-
rrespondiente, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones que tiene
las mismas soluciones:
To + 1=0
T = 0
To+ Ty = 0
{L‘3+174+ZL‘5+1:0
Con esto, encontramos las soluciones del sistema de ecuaciones sobre
FQI
{(1,0,0,1,0,0),(1,0,0,0,0,1),(1,0,1,0,1,0),(1,0,1,1,1,1)}.
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Por lo tanto, las soluciones del sistema de ecuaciones original sobre ()
son

{(1,2,0),(1,0,2),(1,1,1),(1,3,3)}.

6. Conclusiones

En este articulo presentamos el método propuesto en [7] para resol-
ver un sistema de ecuaciones sobre un cuasigrupo ) de orden 2". A
continuacién resumimos el procedimiento:

1. Definir una identificacién ¢ : @) — F5.

2. Encontrar la FNA de las n funciones booleanas que representan
la operacién de ) respecto a ¢ (Secciones 2 y 3).

3. Convertir el sistema de ecuaciones sobre () a un sistema de ecua-
ciones sobre [, haciendo la composicién de las funciones booleanas
que representan la multiplicacién derecha e izquierda en @) (Sec-
cién 4).

4. Resolver el sistema de ecuaciones sobre [F. Si este es lineal, pueden
usarse métodos del algebra lineal; en caso contrario, simplificar el
sistema usando bases de Grobner (Seccién 5).
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