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Resumen

En este articulo se presenta un acercamiento gréfico a las
transformaciones de Mobius. Dos propiedades importantes y
algunos problemas relacionados con esta clase de transforma-
ciones, son abordados en un ambiente computacional disenado
con el software de geometria interactiva Cabri Géomeétre II. Se
muestra cémo puede usarse la manipulacién directa de las re-
presentaciones dindmicas generadas en este ambiente, para ob-
servar patrones de comportamiento y formular conjeturas sobre
las transformaciones bajo estudio.

1. Introduccidn.

Un tema importante para un primer curso de funciones de varia-
ble compleja, es el estudio de aquellas transformaciones que preservan
angulos, conocidas como transformaciones conformes. Su importancia
se debe a la amplia gama de aplicaciones que tienen en la resolucién
de problemas de la fisica y de la matematica misma. En este articulo
se presenta una aproximacion grafica a una clase de estas transforma-
ciones, conocida como la clase de las transformaciones de Mobius o
transformaciones fraccionales lineales. Esta aproximacion esta basada
en un ambiente computacional creado con Cabri Géométre II ([1]) e
intenta sacar provecho de las representaciones dindmicas generadas por
este software.
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Las ideas expuestas aqui se han desarrollado con el propésito de
modificar la ensenanza de algunos temas del curso de variable comple-
ja, que se imparte en la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
de Sonora y no pretenden sustituir el desarrollo analitico del mismo,
sino mas bien servir como soporte intuitivo a este desarrollo. El acerca-
miento que se presenta ha sido formulado conforme a los dos principios
generales siguientes:

1. Que un ambiente computacional disenado para la ensenanza, de-
biera permitir al estudiante interactuar con las representaciones
proporcionadas por la computadora, al nivel de poder modificar-
las, como una manera de detectar patrones de comportamiento y
formular conjeturas sobre los objetos representados y sus carac-
teristicas.

2. Que una primera aproximacion grafica a los conceptos matemati-
cos, puede ser 1til para crear una base de significacion mas con-
creta, antes de examinar estos conceptos a un nivel mas abstracto
y que la manipulacién por el estudiante de las representaciones
graficas dinamicas puede ayudar a construir esta base de signifi-
cacion.

2. Definicién y propiedades.

Una transformacién de Mobius es una transformaciéon definida por
la expresion:
az+b
ez +d

T(z)

donde a, b, ¢ y d son nimeros complejos tales que ad — be # 0.

La restriccion ad — be # 0 se introduce para evitar que 7'(z) sea
constante. Puesto que si ¢ # 0, sumando y restando 2 a T'(z) se obtiene

T(z) =42~ C‘gg;fg) y como ad — bc # 0, queda descartada la posibilidad

de que T'(z) = 2. Mientras que si ¢ = 0, la restriccién obliga a que
a # 0y d+#0, pero entonces el caso en el que T'(z) = g queda también
excluido.

El dominio y el contradominio de T'(z) pueden ampliarse hasta el
plano complejo extendido, es decir hasta el conjunto C,, = C U {00},
donde oo denota el punto al infinito. Esta extension se hace de manera
diferente cuando ¢ = 0 y cuando ¢ # 0.
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Cuando ¢ = 0, T(z) = %z + % es lineal y estd bien definida para
todo z € C, es suficiente entonces definir 7'(c0) = oo para que T'(2) sea
biunivoca del conjunto C, sobre el conjunto C.

Cuando ¢ # 0, se define T(—%) = 0o y T'(c0) = 2. De esta manera,
se tiene también en este caso que T'(z) es biunivoca del conjunto Co,
sobre el conjunto C,. Véase [2, pp. 30-31].

Estas transformaciones tienen dos propiedades importantes, a saber:

1. Una transformacion de Mobius manda circulos en circulos. En
esta propiedad se incluye entre los circulos a las rectas, porque en
el plano complejo extendido tiene sentido hablar de rectas como
circulos que pasan por el punto al infinito. Sin embargo, para los
propositos del presente trabajo es mas apropiado enunciar esta
propiedad como: una transformacion de Mdbius manda circulos
o rectas en circulos o rectas; porque en Cabri una recta no es un
caso particular de circulo.

2. Una transformacion de Mébius preserva angulos, lo cual significa
que si dos curvas forman al intersectarse un angulo «, entonces
las imagenes de estas curvas bajo la transformacion se intersectan
también en un angulo a.

Para una demostracién de la primera propiedad véase [3, pp. 78-80]
o bien [4, pp. 49-50] y para una demostracién de la segunda véase [5,
pp. 138-139].

3. El diseno del ambiente computacional.

Para la creaciéon de este ambiente se ha construido geométricamente
el nimero complejo T'(z) = %jr’s a partir de los complejos a,b,c,d y z
dados graficamente, donde ad — bc # 0. En esta construccién, la repre-
sentacion grafica de los seis nimeros a,b,c,d, z y T'(z) permanecen a
la vista en pantalla y los cinco primeros pueden manipularse directa-
mente, permitiendo la exploracién gréafica de la transformacién a dos

niveles:

a) Dejando fijos los nimeros a, b, ¢y d, el complejo z se puede “Arras-
trar” en pantalla para observar el comportamiento del complejo
T(z) cuando z varia, esto es, el efecto que la transformacion de-
finida por a, b, c y d produce sobre z.
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b) Los ntmeros a, b, ¢y d de los que depende la transformacién pue-
den considerarse como parametros y hacerse variar directamente
al “Arrastrar” los puntos que los representan. Su variaciéon per-
mite analizar el papel que cada uno de estos parametros juegan
en la transformacién y sus propiedades.

En la Figura 1 puede verse T'(z) ya construido asi como los nime-
ros de los que T'(z) depende. Las instrucciones en Cabri que permiten
reproducir esta construcciéon pueden verse en el Apéndice.

I(2)
C
Zh
d
b a
Figura 1.
C
F
C
1
a
T@) “gq
b
Figura 2.

4. Una transformacién de Mobius manda
circulos en circulos: explorando la Pro-

piedad 1.

Por las razones dadas al enunciar esta propiedad en la seccion 2, la
exploracion se hace en dos partes. Primero, puede trazarse un “Circulo”
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cualquiera C'y pedirle a Cabri el “Lugar geométrico” de T'(z) cuando
z recorre el circulo C. La Figura 2 muestra que la imagen bajo la
transformacion del circulo C' trazado, ha resultado también un circulo.
La “Animacién” de z sobre C', permite observar el recorrido de T'(z)
sobre el circulo imagen.

Por otra parte, si se hace variar el radio o la posicion de C', puede
verse que la imagen de C' bajo la transformacion sigue siendo un circulo,
pudiendo llegar a ser eventualmente una recta. La Figura 3 muestra
las imagenes del circulo C' bajo la transformacién cuando el centro y
el radio de C varfan simultdaneamente. En esta figura el circulo C', el
centro de C'y la imagen de C' bajo la transformacién han sido marcados
con la herramienta “Traza”, para que dejen huella al moverse y mostrar
como son las diferentes imagenes de C' bajo la transformacién cuando
C' se modifica.

Figu

T@)

ra 3.

a

T(z)

Figu

ra 4.

a

La variacion de C' permite explorar el hecho de que algunos circulos
tienen como imagen una linea recta.

Ahora, si en lugar del circulo C' se traza una “Recta” y se pide a
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Cabri el “Lugar geométrico” de T'(z) cuando z se mueve sobre ella, la
imagen de la recta puede verse en pantalla, en el caso graficado en la
Figura 4 esta imagen es un circulo. Trasladando o rotando apropiada-
mente esta recta, se puede hacer que el circulo imagen llegue a ser una
recta. Esta es una manera de ver que la imagen de una recta es un
circulo o bien una recta.

Para visualizar que esto no depende de la transformacién especifica
definida por los nimeros a,b,c y d que aparecen en la Figura 4; es-
tos pueden ahora ser consideradas como parametros y hacerse variar,
dejando en evidencia que otras transformaciones de Mobius mandan
también en circulos o rectas, la recta trazada. Por ejemplo en la Figura
5, el parametro a se ha hecho variar sobre un arco de circulo, como
consecuencia se tiene una transformacion diferente para cada valor dis-
tinto de a y la imagen de la recta es diferente bajo cada una de estas
transformaciones, pero todas las imagenes mostradas en la figura siguen
siendo circulos.

I'{z

Figura 6.

Al rotar una recta alrededor de uno de sus puntos, se obtiene la
familia de rectas que pasa por ese punto. En la Figura 6, se ha trazado
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una recta por el punto P y luego se ha girado alrededor de P, haciendo
que la recta y su imagen dejen huella al moverse. Se obtienen asi las
imagenes bajo la transformacion, de las rectas que conforman la familia.
Estas imagenes han resultado una familia de circulos con dos puntos
en comun. ;Cuédles seran las pre-iméagenes de estos dos puntos bajo la
transformacion?

Con un movimiento de traslacién, puede generarse una familia de
rectas paralelas. La Figura 7 muestra una de estas familias y sus respec-
tivas imdgenes bajo la transformacion. Las imagenes forman ahora una
familia de circulos con un punto en comun. ;Cudl sera la pre-imagen
de este punto bajo la transformacion?

1

Figura 7.

Figura 8.

Tal como se hizo con la recta (ver Figura 5), la imagen de un circu-
lo fijo C' puede hacerse variar si se modifica la transformacion. En la
Figura 8, en particular, la transformacion se ha modificado haciendo
variar el pardametro a sobre una trayectoria trazada a “mano alzada”.
Antes de “Arrastrar” a, con la herramienta “Traza” se ha marcado el
circulo imagen y también el punto a con el propésito de que dejen huella
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al moverse. Los cambios sufridos por la transformacién alteran desde
luego las imagenes de C, pero su forma, circulo o recta, se mantiene
invariante.

5. Las transformaciones de Mobius son con-
formes: explorando la Propiedad 2.

Para explorar esta propiedad puede trazarse un “Circulo” centrado
en un punto O cualquiera y un “ITriangulo” formado por dos radios del
circulo y la cuerda que une los extremos (R y S) de estos radios. Al
pedir a Cabriel “Lugar geométrico” descrito por T'(z) cuando z recorre
este tridngulo, puede verse que la imagen es un tridngulo cuyos lados
son arcos de circulo o bien segmentos de recta. La “Animacion” de z
sobre el tridngulo ORS permite identificar los complejos T(O), T(R) y
T'(S), como se ve en la Figura 9.

Como los lados del tridngulo imagen obtenido son arcos de circulo,
pueden trazarse por T'(0) las rectas tangentes a los lados T(O)T(R) y
T(O)T(S) respectivamente. Pidiendo a Cabri la medida del “Angulo”
ROS y también la medida de los “Angulos” que forman las rectas
tangentes, puede verificarse que el angulo ROS mide lo mismo que uno
de los angulos formados por las tangentes trazadas, lo cual significa
que la transformacion graficada preserva la medida del angulo ROS.
Ver Figura 10.

w__/
R T(S) o

T@)

T(R)
Figura 9.
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Figura 10.

Por la manera como se ha construido el angulo ROS, éste puede
hacerse variar “Arrastrando” el punto R (o el punto S) sobre el circulo
en el que se encuentra y verificar en este caso que los dngulos ROS y
T(R)T(O)T(S) se conservan iguales. Por otra parte, si lo que se “Arras-
tra” es el circulo para modificar su radio, el angulo RO.S permanece
constante y el angulo T'(R)T(O)T(S) permanece también constante.

6. Problemas de discusion.

En esta seccion se plantean algunos problemas relacionados con las
transformaciones de Mdébius que pueden discutirse graficamente en el
ambiente computacional propuesto.

Problema 1. Las graficas presentadas en la Secciéon 4 muestran que
una transformacion de Mobius manda circulos en circulos. Tiene senti-
do entonces preguntarse si esta transformaciéon manda el centro de un
circulo en el centro del circulo imagen. Para discutir este problema, se
ha trazado un didmetro del circulo C'y se ha pedido a Cabri el “Lugar
geométrico” de la imagen de este diametro. Luego con la herramienta
“Traza” el didmetro y su imagen han sido marcados para que dejen
huella al moverse. Al girar el diametro, se produce una grafica como la
que aparece en la Figura 11. De acuerdo con esta figura, ; Qué respuesta
puede darse a este problema?

Para una respuesta analitica a este problema, el lector puede encon-
trar ilustrativo el cédlculo de la imagen del circulo de radio 1 y centro
1

en 2o = 1+ 1, bajo la transformaciéon T'(z) = <.

Problema 2. Un punto 2z es fijo bajo una cierta transformacion si 2
y su imagen bajo la transformacion coinciden. Cuando se trata de una
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transformacion de Mobius, zp sera un punto fijo si satisface la ecuacién:

azo+b
czo+d

20

que puede expresarse como una ecuacioén cuadratica en zg, cuyas solu-
ciones para ¢ # 0, estan dadas por

a—d=++/(d—a)?+4bc
2c

20 =

En esta expresién para zy puede verse que una transformacién de
Mobius deja dos puntos fijos cuando ¢ # 0y (d —a)? + 4bc # 0, aunque
en otros casos mas simples la transformacién pudiera dejar fijos uno,
ninguno o todos los puntos del plano.

Para buscar graficamente los puntos fijos de la transformacion, pue-
de trazarse una “Semirrecta” cualquiera a partir del origen de coorde-
nadas y pedir a Cabri el lugar geométrico de T'(z) cuando z se mueve
sobre esta semirrecta. La imagen de la semirrecta que aparece en la
Figura 12 es un arco de circulo.

C

Figura 11.

I@
Figura 12.
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Los puntos fijos de la transformacién pueden entonces buscarse en
la grafica, simplemente rotando la semirrecta alrededor del origen para
barrer todo el plano complejo. Sobre la semirrecta de la Figura 12, por
ejemplo, no existe punto fijo alguno, ;Por qué?

. La interseccién de la semirrecta y su imagen es siempre un punto

fijo? La respuesta puede encontrarse al examinar la grafica de la Figura
13.

Si se sigue rotando la semirrecta, tratando de mantener z sobre el
arco imagen, puede hacerse que z y T'(z) coincidan, como se ve en la
Figura 14. De acuerdo con la definicion, z sera entonces un punto fijo
de la transformacion.

a
C 1
1y
d b
./ 1@
Figura 13.
a
c 1
TR
d b
Z Mz
Figura 14.

Detectados los dos puntos fijos, puede explorarse su significado grafi-
co. Una manera de hacerlo consiste en trazar un “Arco” de circulo que
pase por ellos y pedir a Cabri el “Lugar geométrico” descrito por T'(z)
cuando z recorre este arco, es decir la imagen del arco bajo la transfor-
macién. Si el arco y su imagen se marcan con la herramienta “Traza” y
el primero se “Arrastra”, se obtiene una grafica como la de la Figura 15,
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en ella los puntos fijos han sido denotados F'y G. ;jPor qué los puntos
F y G son comunes a todos los arcos de ambas familias?. ; Es diferente
la grafica si F''y G no son puntos fijos?

Si el lector tuviera interés en profundizar en el tema abordado en
el problema 2, pudiera intentar resolver los ejercicios 6-9 planteados en
(3, pp. 83-84].

Problema 3. Como se ha visto en la seccién 4, una transformacion
de Mo6bius manda rectas en circulos. Si se “Anima” z sobre una recta
dejando que z se vaya al “infinito” y se observa el comportamiento de

Z), pu ver 5 z roxi un cier unto. En
T(z), puede verse como T'(z) se “aproxima’ a cierto punto. En la
Figura 16, se ha marcado este punto y se ha denotado con la letra H.

T()

Figura 15.

Figura 16.

Como ya se ha dicho, los nimeros complejos a, b, c y d, de los que
depende la transformacién 7'(z), pueden ser considerados como parame-
tros y hacerse variar en pantalla para producir una transformacion de
Mobius diferente. Si en la Figura 16, b o d se “Arrastran”, las imagenes
de la recta varfan sin alterar el punto H (ver Figura 17). ;Por qué?
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En cambio, si en la Figura 16 se “Arrastran” a o ¢, los circulos
varian, pero también el punto H cambia. En la Figura 18 por ejemplo,
puede observarse el efecto que produce la variacion de a sobre el punto
H y los circulos. De manera similar pudiera constatarse en esta figura,
que la alteracion del complejo ¢ modifica también la posicion de H.
. Qué numero complejo representara este punto H?

Figura 17.

Figura 18.

En la Figura 19 se ha trazado una recta por el origen y ambos
complejos a y ¢ se han hecho variar sobre ella, mientras que el punto H
se ha marcado para que deje huella al moverse. ;Por qué en esta figura
el punto H representa siempre nimeros reales?
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Figura 19.

Si el lector tiene alguna dificultad para contestar las preguntas plan-
teadas en este problema puede consultar en la seccién 2, la manera como
se define T'(0c0) cuando ¢ # 0.

Apéndice.

La construccién geométrica de T'(z) a partir de los complejos a, b, ¢, d, z;
estd basada en la interpretacién gréafica de las operaciones entre niime-
ros complejos. Puesto que el complejo T'(2) estd definido como T'(z) =
ZZZIZ, su construcciéon requiere de sumar, multiplicar y dividir nimeros
complejos graficamente. En Cabri la suma puede hacerse directamente
utilizando la herramienta “Suma de vectores”, pero no es el caso de la

multiplicacion y la division.

Para facilitar estas operaciones, la construccion se ha realizado en un
plano con coordenadas polares. Esta construccién puede reproducirse
siguiendo los pasos siguientes:

1. Con la herramienta “Mostrar ejes” se pide a Cabri que muestre
el eje de coordenadas polares.

2. Se trazan cinco “Puntos” cualquiera en el plano y con la herra-
mienta “Etiqueta” se denotan a,,b,c,d y z.

3. Se traza un “Vector” anclado al origen y cuyo extremo sea el
punto a. Se hace lo mismo con los puntos b,c,d y z.

4. Se construye graficamente el complejo az de la manera siguiente:

a) Con la herramienta “Ecuacién y coordenadas” se pide a Ca-
bri que muestre las coordenadas de a. Las coordenadas mos-
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tradas son de la forma (r,#), donde r es el médulo de a y 6
su argumento.

Con la herramienta “Homotecia” se traza el punto homoté-
tico de z con respecto al origen de coordenadas, utilizando
como razon de homotecia el moédulo de a. Se denota P a este
punto.

Se pide a Cabri la “Rotacién” del punto P un angulo igual
al argumento de a, alrededor del origen. El punto obtenido
al rotar P, se denota az. Se traza un “Vector” anclado al
origen y que tenga por extremo el punto az.

5. Con la herramienta “Suma de vectores” se suman los vectores az
y b. Se denota el vector suma como az + b.

6. Utilizando el mismo procedimiento con el que se construyo az + b
se construye ahora cz + d.

7. Para construir el cociente

tes:

a)
b)

f)

az+b
cz+d

se siguen las instrucciones siguien-

Se piden a Cabrilas coordenadas polares del complejo cz+d.

De las coordenadas de cz + d se toma el modulo de este
complejo para “Calcular” el inverso multiplicativo de este
moédulo. Se traslada el nimero asi calculado a cualquier parte
del plano.

Se usa la herramienta “Homotecia” para trazar el punto ho-
motético de az+b con respecto al origen, utilizando el niime-
ro calculado en el inciso anterior como razén de homotecia.
Se denota con R el punto asi obtenido.

Con la herramienta “Calcular” se calcula el inverso aditivo
del argumento de cz +d. El resultado se traslada a cualquier
parte del plano.

Con la herramienta “Rotacién” se rota el punto R con res-
pecto al origen un angulo igual al inverso aditivo del argu-
mento de cz + d. El punto obtenido al rotar R se denota
T(z).

Se traza un “Vector” anclado al origen y con 7'(z) como

extremo. El vector T'(z) representard al complejo Z,:IZ

8. Con el fin de disponer de las coordenadas cartesianas de cualquier
complejo graficado en pantalla, con la herramienta “Nuevos ejes”
se sobrepone al eje polar, un sistema cartesiano de coordenadas.
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En la Figura 20 se muestra el aspecto que tiene la construcciéon una
vez concluida. Para que esta construcciéon se vea como en la Figura
1, los elementos no indispensables han sido “Ocultados”, dejando a
la vista solamente aquellos que resultan ttiles para la manipulacién e
interpretacion de la transformacion.

. Q )
|az _
. . o WP
N . C(4,12; 2,70 rd) o oL
aztb’ T . Z  a(225056rd) -
N N 1 " )
. T d
b c.
‘ T@ .
cz~, . S . T .
- ertd (3.92;-2.23rdy . Resultado: 0,25
. R e Resultado: 2,23 rd
Figura 20.
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