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1. Introduccidn.

En esta nota vamos primero a repasar brevemente la historia inicial
de la funcién zeta de Riemann. Esta historia estd muy estrechamen-
te ligada al trabajo matematico de L. Euler y en nuestra exposicion,
nosotros seguimos de cerca a R. Ayoub [3]. Este es el contenido de la se-
gunda seccién §2. Como segundo objetivo, vamos a exponer un método
elemental para establecer la bien conocida férmula

T _1+1+1+1
6 22 1 32 1 42

4+ ... (1)
asi como otras férmulas del mismo tipo. Esto es, nosotros vamos a
evaluar la funcion zeta de Riemann en los enteros positivos pares. El
término elemental significa que no usamos ningiin concepto mas avan-
zado que el calculo integral. Este segundo objetivo es la parte técnica
de la nota, en donde el lector tendrda que trabajar con esmero para
poder seguir nuestros calculos. En la tltima seccién §7, retomamos el
caracter narrativo de la nota al exponer los problemas relacionados con
el titulo de nuestro trabajo, que aun hoy en dia todavia permanecen
sin solucion.
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2. La funcion zeta.

Las series infinitas ocurren en matematicas desde hace siglos. Asi por
ejemplo, Arquimides (287-212 a.C.) pudo probar que la serie

o0
>
4n
n=1
es convergente. El lector reconocera por supuesto, que éste es un caso

de lo que hoy llamamos “la serie geométrica”. Por otro lado, N. Oresme
(1323-1382) probé que la asi llamada serie arménica

o

1
2

es divergente. En 1650, P. Mengoli planted el problema de evaluar la

serie
o

Z ]_

n=1 77,2
en caso de que ésta fuera convergente. En la actualidad, nostros diria-
mos que el problema consiste en la evaluacién de ((2), ya que segun
explicaremos mas adelante, ésta es la notacion moderna para designar
la serie que le interesé a Mengoli. En 1655, J. Wallis calcul6 el valor
de ((2) con tres cifras decimales. {Usando la suma que define a ((2),
esto requiere considerar los primeros 1071 términos! Uno se pregunta
entonces si no hay formas més eficientes de proceder para evaluar ((2).

También se ocuparon del problema de evaluar ((2) matemadticos
como G.W. Leibniz, James Bernoulli, John Bernoulli y C. Goldbach
entre otros.

En 1730, L. Euler comenzé su trabajo sobre la funcion zeta de Rie-
mann. Esta funcién estd definida para aquellos valores de la variable
real > 1 mediante la ecuacion

((x) = ) —- (2)

Antes de seguir el hilo de nuestra historia, hagamos un paréntesis,
para explicar el porqué la funcion zeta recibe el apelativo de Riemann
y no el de Euler. Segiin veremos, las contribuciones de Euler al estudio
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de ((x) son interesantes, profundas e importantes. En el articulo [3],
R. Ayoub examina estas contibuciones con detalle. Por otra parte, a
mediados del siglo XIX, B. Riemann consider6 la funcién zeta como
una funcién de variable compleja, sin restringir a que su argumento
tomara solo valores reales, como lo habia hecho Euler en su tiempo y lo
haremos nosotros en esta nota. Al permitir Riemann que el argumen-
to de la funcién zeta tomara valores complejos, se abrié un mundo de
posibilidades que la capacidad visionaria de Riemann pudo vislumbrar
con claridad y que atn hoy en dia, 150 anos después, todavia no aca-
bamos de explorar. Esta es la razon por la cual el nombre completo de
la funcion zeta es: “la funcion zeta de Riemann”.

Continuemos ahora nuestro relato sobre Euler y ((2). En 1731, Euler
probo que
1
2nn?’

¢2) = (log2)* +2>"

(Nota muy al margen: jen esta férmula aparece el 2 seis veces!) Esta
expresién para ((2), es decir, la suma que aparece en el lado derecho,
es una serie que converge mucho mas rapidamente que la serie origi-
nal que define a ((2). En efecto, los términos de dicha serie decrecen
exponencialmente a cero. Con esta expresién para ((2), es posible ob-
tener las tres primeras cifras decimales de ((3) usando sélo 6 términos.
iComparese esto, con los 1071 términos de antes! De esta forma, Euler
dedujo que ((2) es aproximadamente 1,644934, para lo cual es necesario
considerar s6lo 17 términos en esta nueva expresién para ((2).

En 1734, Euler descubrié la férmula de factorizacién para la funcién

Seno:
0 2
@ 1{-(2))
T nmw

n=1

Al desarrollar en serie de Taylor ambos lados de la identidad anterior
y comparar los coeficientes correspondientes, Euler pudo resolver el
problema que Mengoli planteara 84 anos atrds. Y mas! FEuler habia
determinado los valores exactos de ((2), ((4), etc. En efecto,

((2) = — C(4) = — etc.
En general, Euler habia descubierto que

241 (27r)2£ng

Ct) = () e (eN, (3)



34 EUGENIO P. BALANZARIO

en donde N = {1,2, .. } y Bgy son ciertos ntumeros racionales, los
asi llamados nimeros de Bernoulli.

En 1737, Euler demostr6 que (ver [2, Teorema 8.56])

@ =TI(-=) r> 1, (4)

pSE

en donde el producto se extiende sobre todos los niimeros primos p.
Esta factoriazacion de la funcion zeta, le permitié a Euler dar una nueva
demostracion del resultado clasico de que existen infinitos primos. En
efecto, puesto que la serie armonica es divergente, el resultado se sigue
haciendo que x — 1. El producto en el lado derecho de (4) no puede
tender a infinito (cuando x — 1) a menos que exista una infinidad de
primos.

Los trabajos de Euler sobre ((x) culminan en 1749 con el descubri-
miento de la ecuacion funcional para la zeta de Riemann:

C(x) = 2(27)" ' T(1 - 2) sen(%) C(1—z).

Euler no asever el haber demostrado esta ecuacién. El sélo se limité a
verificar su validéz para distintos valores de z. Cien anos después de
este descubrimiento, Riemann di6é dos demostraciones distintas de esta
ecuacién funcional.

3. Formula alternativa.

Desde Euler y a travez de los anos, se han propuesto una variedad
de pruebas distintas, tanto de la serie (1), ver por ejemplo [6], como
también de la formula general (3) (ver [1, 4, 5], entre muchos otros).

Nosotros ahora queremos probar la siguiente férmula

(=4
42

1
C(20) = — (27)% porsa (5), (€N, (5)
en donde pysyq(z) son ciertos polinomios definidos en forma recursiva
(ver la Definicién 7 que aparece mds abajo). En la seccién §4 vamos
a probar la férmula (5) usando un método elemental. La prueba que
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ofrecemos es completa. Sin embargo, hemos abreviado algunas demos-
traciones de lemas bien conocidos del curso de andélisis basico.

En nuestro enfoque, nosotros no hacemos ninguna referencia a los
nimeros o a los polinomios de Bernoulli. En su lugar, nosotros hemos
definido polinomios cuyos coeficientes de Fourier son (esencialmente)
los términos de las series que queremos evaluar. En la seccién §6, modi-
ficamos nuestro método de calculo para obtener una familia de férmulas
que incluye a la férmula de Gregory.

En [10], el lector puede encontrar un tratamiento similar al de esta
nota sobre el problema de evaluar ((2¢). Ademés, [10] contiene infor-
macién interesante sobre el problema de evaluar ((2¢ + 1) con ¢ € N
(ver §7, al final de esta nota).

4. Demostraciéon de (5).

Después de las consideraciones generales, pasamos ahora a demos-
trar la formula (5). Para empezar, definamos (con x > 1) la siguiente

funcién auxiliar
o0

oa) = S . ©)

Lema 1. Si ((z) es como en (2) y ¢(x) como en (6), entonces

2" ¢(x)
2 2"

((x) =

Demostracion: Es suficiente observar que

2 =1 =1
(1= 3)6@) = X5 = 235 = 0.

7j=1 j 7j=1

Nuestro trabajo ahora es la evaluaciéon de ¢(2¢) para ¢ € N.

Definicién 7. En esta definicion las integrales indefinidas se toman
con la constante de integracién igual a cero. Sea py(x) = 2%/2. Si poy(x)
ya esta definido, sea

Paey1(x) = /py(:c) dx .
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Si poer1(x) ya estd definido, sea
1 2
Pary2(x) = pacy1(z) dv — p2f+1(§) IR

En la seccién §5 hemos calculado los primeros términos de la suce-
sién de polinomios p,(x). El siguiente teorema, junto con el Lema 1,
producen la férmula (5).

Teorema 1. Sea ¢(x) como en (6) y sea payii(x) como en la Defini-
cion 7. Sea £ > 0 un nimero entero. Entonces

620 = (-1 20 parss(3)

El orden en que aparecen los siguientes lemas es el mismo orden en
que los vamos a aplicar en la demostracion del Teorema 1.

Lema 2. Sipy(z) es como en la Definicion 7 entonces pae(0) = 0.

Para el siguiente lema, sea, con k = 2,3,...

Fi(z) = 1+2;(1—%) cos(2jz) — E{M} @)

k| sen(mz)

En la literatura sobre series de Fourier, los polinomios trigonomé-
tricos (8) se conocen como “el niicleo de Fejer”. Lo que es interesante
sobre el nicleo de Fejer, es que aproxima a la “delta de Dirac”. Esto es
precisamente el contenido del siguiente lema.

Lema 3. Si h(z):[—1/2,1/2] — R es continua en x = 0 entonces

+1/2
h(0) = lim h(z) Fg(x) dx .
Demostracion: Ver [8, capitulo 12, seccién §3]. O

De la primera igualdad en (8) resulta que la integral de Fj(z) es
igual a uno. Decimos entonces que Fj(x) tiene una masa unitaria en
[—1/2,1/2]. En términos intuitivos el Lema 3 se cumple ya que el nicleo
de Fejer “concentra la masa unitaria en + = 0” cuando k — oo. La delta
de Dirac es el caso limite, esto es, una masa unitaria concentrada en
x=0.
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Lema 4. Para { € N sea I5(j) :fjll//f poe(x) cos(2mjz) dx. Entonces

A (1)t
In(j) = NCTER

Demostracion: Integrando por partes, se obtiene que Is.2(j) es igual
a

+1/2 1 2
/ Pavto(x) cos(2mjz)dr = ~5.7 Pogio(z) sen(2mjz)dz . (9)
—1/2 ] J-1/2

Pero ph,, () = parp1(x) —2pae41(1/2) - . Por lo tanto se puede dividir
el calculo de la tltima integral en dos partes. Integrando por partes
nuevamente obtenemos

1 2(-1y 1y Ix())
- oriz)dr = ) ) —
275 s Paet1(z) sen(2mjx) dx 5 p2g+1(2) 21))?

@) - (10)

Pero por otro lado

2 1/2) [+V? b G
M/ rsen(2mjx) dr = —2pzz+1(_) : ‘)2'
2m) —-1/2 27 (2m3)

(11)

Por las ecuaciones (9), (10) y (11), vemos ahora que

Iy (7)
(2mj)?

Iy (j) = —
Por tltimo, es un calculo facil verificar que I»(j) = (=1)7/(27j)% O

La demostracién del siguiente lema es bastante sencilla en el caso de
series absolutamente convergentes. Puesto que ¢(2¢) es absolutamente
convergente cuando ¢ > 1, entonces sélo este caso es de interés en esta
seccion. En la seccién §6 vamos a usar el lema para el caso de una serie
condicionalmente convergente.

Lema 5. Si {aj} es una sucesion de numeros, entonces se cumple que

siempre que la serie de la 1zquierda converja.
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Demostracion: Esta prueba esta resumida. Dejamos al lector la tarea
de suplir los detalles. Sean

Alx) =) y A = lim Az).
j<z

Sumando por partes (ver [2, Teorema 8.27]), obtenemos (ver [2, Teore-
ma 8.48])

Demostracion del Teorema 1. Por los lemas (2), (3), (4) v (5) tene-
mos que

B UACCIEDW IR

Por lo tanto )

6a) = (~) @) paen(3). g

5. Ejemplos.
En esta seccion hemos calculado los primeros términos de la sucesion
de polinomios py(x). También reportamos los valores de ¢(2¢) y ((2¢)
(para 1 < ¢ < 3) calculados de acuerdo al Teorema 1 y férmula (5)

respectivamente.

Para el caso ¢ = 1:

x? x3
pz(fb’) = ?, pg(:c) = E

Por lo tanto
2 2
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Para el caso ¢ = 2:

xt 2 x° x3
n) == 0= 5T
Por lo tanto - .
T T
Para el caso ¢ = 3:
(2) a0 x4 N x? () x’ x® N T3
7)) = — — —— 4 — _ _
pe 720 576 115200 T 5040 2880 ' 34560
Por lo tanto - .
T T
6) = 6) = "
(b( ) 30240’ C( ) 945

6. Otras series.

El método que hemos expuesto en el §4 se puede ajustar para el
calculo de otras series aparte de las que ya calculamos. He aqui un
ejemplo. Sea L > 1 un numero real. Es facil ver que

+1/2L 1 :
/ cos(2mjx) dr = — sen(ﬂ) :
—1/2L ) L

Puesto que el nicleo de Fejer concentra la masa unitaria en el origen
conforme k tiende al infinito, entonces tenemos que (se aplica el Lema 5)

+1/2L 1 k-1 1 ‘

. . J T
1 = lim Fi(z)dr = — +2 lim 1—2)— sen(—=)
k—o0 ~1/2L L kﬂoojz:;( ]{3)7'('] L

1 2.1 j
— Z—G—;;;SGH(T).
Por lo tanto, hemos probado que

1-p3-%
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7. Zeta en los impares.

Después de que Euler pudo evaluar ((2¢) para ¢ € N, él también
intento la evaluacién de zeta en los enteros impares 2¢ + 1 con £ € N.
Aqui sin embargo, Euler no tuvo el éxito que antes. Nadie hasta la fecha
ha podido evaluar las constantes ((2¢ + 1) para ningin ¢ € N.

En [10], E. L. Stark muestra que
2 2 [T ¢
((3) = —{wzlogQ——/ 720[15}
9 T Jo (sen t)

y observa que esta ultima integral pertenece a la clase de integrales que
no se pueden evaluar en términos de funciones elementales, ver [9)].

En 1978, R. Apéry demostré que (ver la nota 4 pie de pagina, en
[11, pag. 197])

(@) = 23 (T (12)

3 I
2 n3 (2n)!
Puesto que existe una constante positiva k tal que
4n (2n)!

NI

entonces la serie en el lado derecho de (12) converge més rapidamente
que la serie que define a ((3). Con esto, Apéry demostré que ((3) es
un numero irracional. Ver [11]. Para conmemorar este resultado, a la
constante ((3) se le conoce ahora como la constante de Apéry. A la
fecha, no es sabido si ((2¢ + 1) es o no irracional, para ningin valor
entero de ¢ > 1.

Existen en la literatura muchas representaciones de ((3) en términos
de series que convergen rapidamente. Aparte del ejemplo (12) mencio-
nemos solamente otro ejemplo debido a Ewell en 1990:

4?2 & ¢(2n)
7 4~ (2n+1)(2n+2)4n

n=0

(@) =

Aparte del problema de evaluar en forma cerrada las cantidades
C(20 + 1) con ¢ € N, existen muchos otros problemas de naturaleza
similar. Por ejemplo, si denotamos
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entonces existen férmulas que dan los valores exactos de S(2¢ + 1)
para cada ¢ € N, pero nadie ha podido encontrar una férmula para
las constantes S(2¢) para ningin ¢ € N. Para el caso de que ¢ = 2, la
constante G = S(2) se denomina la constante de Catalan.
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