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RESUMEN:
En este trabajo se preseﬁta un modelo matema-

tico de los mecanismos de defensa del organﬁsmq en --
contra de bacterias invasoras. E1 modelo que se ob--
tiene es un sistema de dos ecuaciones diferenciales -
no Tineales, el cual puede analizarse con técnicas de

plano fase.

E1 analisis genera cuatro casos diferentes de
‘pendiendo de la relacidon entre los pardmetros del! mo-
delo. Lla interpretacidon de estos en-el sistema real=-
es la siguiente, Se pueden encontrar dos césos en --
los que ya sea las bacterias o los gldbulos blancos -
tengan un dominio total sobre el otro. En otro caso,
el resultado final de la infeccidn depende delas condi-
ciones iniciales. Por Gltimo, en otro, ambas poblacie

nes terminan por subsistir dentro del organismo.

La ventaja de este modelo sobre otros antefig
res es su simplicidad ya que puede usarse como un mar
co de referencia para el comportamiento de este sis-

tema.



A MATHEMATICAL MODEL
OF . THE
INTERACTION BETWEEN LEUKOCYTES
AND
BACTERIA.

ABSTRACT:
A mathematical model of the response of the

organism to invading bacteria is presented.

The analysis shows that there are four diffe
rent cases depending on the relations between the pa-
rameters of the model. 1In two of them, one of the po
pulations, either the white cells or the bacteria, do
minante the other. In a third case, the fina}l result
of the infection will depehd on the initial situation.
In the last case, the white cells can not eliminate --
completely the bacteria, and these stay in the organism,

but controled by a higher concentration of white cells.



INTRODUCCION.

~ Una de las funciones principales de los gldbulos
blancos (leucocitos) es la de defender el organismo-
en éontra de infecciones. Cuando particulas extraifias,
como bacterias, entran en nuestro cuerpo, algin tipo-
de gldbulos blancos {de los ﬁualés hay muchas varieda
des) es mandado al area invadida para destruir a es-

tos gérmenes.

Los leucocitos son acarreados a lo largo del to-
rrente sanguineoc y exhiben maovimientos amiboideos,:los
cuales les hacen posihle progresar a traves de teji--
dos. ET mecanismo por el cual estas c&lulas ingieren
bacterias y otros cuerpos extrafies es 11amado fagoci-
tosis. La funcidon protectora dé los anticuerpos resi
de en su capacidad de reaccionar ante bacterias infes
ciosas retardindoias o inmovilizandolas y haciendo --

asi mas efectiva la fagocitosis.

A pesar de que los gldbulos blancoes son nucleados
no experimentan division mitdsica en el torrente cir-
culatorio. Estos son producidos en la médula osea y

en tejidos linfaticos.



Por otro ltado, las bacterias son microbios unice
Tulares que tienen toda la “"maquinaria" necesaria pa-

ra sustentar su vida y para reproducirse.

El propésito de este trabajo es el de presentar
un modelo matemético.simp1e de este pequeiio campo de-
batalla. Las ecuaciones que se derivaran en la proxi
ma seccidn, ponen en forma matemdtica las propiedades

mas importantes y la dinamica de este sistema.

EL MODELO

Las variables que concidera el modelo son las si

‘guientes:
B{t) - Namero de bacterias invasoras.
G{t) - Namero de gldébulos blancos en el area -

afectada.

Los factores mds importantes que intervienen al-

cambio de estas dos variables son los siguientes:



1) En ausencia de bacterias el nimero de giébu
los blancos se mantiene en el organismo a un nivel -
constante de equilibrio G,. Esto se puede represen

tar matematicamente con la ecuacidn:
6' = - e (G-G,)

donde l1a prima en la G denota la derivada Y e es un
parametrb que da la rapidez con la que el organismo-

‘puede regresar a este valor de equilibrio G,.

2) De igual manera, las bacterias, sin la pre-
sencia de glbébulos blancos, se reproducirian y crece
rian en nimero. Supondr§aos aquf que la razdn de ré
produccidn de las bacterias es una constante r y -

asi podemos escribir:

3) El efecto de la interaccidn entre las dos -
poblaciones se traduce en una reduccidn que cada una

de las poblaciones ocaciona a la otra. E1 proceso -



de fagocitosis por un lado y la secresién de substan
cias téxicas por parte de las bacterias para destruir
globulos blancos. Matemiticamente este tipo de inte
racciones se expresan generalmente con términos que-
son proporcionales a ambas poblaciones. Asi, la ra-
pidez éon la que las bacterias estan siendo elimina-
das por glébulos blancos se representari con el tér-
mino -fBG (fagocitosis) y la rapidez con la que --
las bacterias destruyen a 1os glébulos blancos esta-
ra dada por -dBG. Las constantes f y d son --

una medida de ta efectividad de estos procesos.

4) Por Gltimo, la reaccidn del cuerpo a la in-
feccidn es la de producir mas gldbulos blancos. Aqui
supondremos que esta producgién es proporcional a la
cantidad de bacterias, o sea pB (de alguna manera, -
nuestro organismo se da cuenta de la severidad de la

infeccidn y responde de acuerdo a esta).

Poniendo todos estos factores juntos, obtenemos
las ecuaciones siguientes que describen a este siste

ma:

L



rB - fBG
G*

- e (G-G,) - dBG + pB.

ANALISIS DEL SISTEMA

E1 modelo que se obtiene en un sistema autdnomo
de dos ecuaciones diferenciales no lineales. El and
1isis apropiado es entonces el de obtener la repre-
sentacion grafica de las soluciones en el plano fase.
Presentaremos los resultados de este muy brevemente

a continuacion.
El sistema tiene dos puntos criticos,

(0,6,) vy (B, 3)

con B* = e (r-fﬁo) / (pf-rd).

Como las variables B y G deben ser positivas,
el segundo punto critico es de interés solo cuando -
esté situado en el primer cuadrante B>0 y 6>0.
Para que B* sea positivo se requiere que G,%r/f< p/d

o que p/d < r/f< G,.



Del jacobiano del sistema se puede obtener que-
tipo de puntos criticos tenemos. E1 primer punfo --
{0,6.,) resulta ser un nodo estable si r/f < .Go y -
un punto silla si G, <r/f. E1 segundo punto criti-
co (B*, r/f) por otro lado, resulta ser un punto si
11a para r/f <&, y un nodo o un foco para Go<r/f -
(para el rango de parametros en el que B* es positi-

vo estos nodos y focos resultan ser siempre estables).

En la seccidn siguiente presentaremos los planos
fase para los cuatro casos diferentes que se obtie--

nen.
RESULTADOS Y DISCUSION

Empezaremos con los dos casos en los que B¥< 0,
0o sea, que el segundo punto critico apareée en el se
gundo cuadrante (esto no quiere decir que estos ca--
s0s no sean interesantes sino que simplemente este -
sequndo punto critico no afecta las soluciones del -

primer cuadrante donde estamos interesados}.

El primero de estos <casos aparece cuando

r/f< p/d y r/f< G, (primer punto critico es un -



nodo esfable). ta figura # 1 muestra el plano fase
en esta situacidn. Inmediatamente se nota en esta -
grafica que todas 1las trayectorfas dél primer cua--
drante son atraidas por el punto critico (0,6,). Es-
to quiere decir que para este rango de parametros, -
independientemente de la cantidad inicial de bacte--
rias y leucocitos en el cuerpo, eventualmente la can
tidad de bacterias tiende a desaparecer y la cantidad
de leucocitos regresa a su valor de equilibrio. Nd-
.tese también que si en el inicio de la invasidon de -
bacterias, 1a cantidad de gldbulos blancos esta, por-
alguna razdn, por debajo del valor r/f (por ejemplo,-
el punto * en la figura 1) la cantidad de bacterias
empezara a crecer hasta un maximo valor. La‘rapidezJ
de este crecimiento esta dada aproximadamente por el
cociente r/p ({(orden de magnitud de 1a pendiente de-

las trayectorias).

La interpretacidon bioldgica de este caso es gue

cuando en el organismo se satisfagan las relaciones-
r/f < p/d y r/f <« Go la infeccidn de cualquier-

nimero de bacterias puede ser controlada y aniquila-



da por ta accion de los gidbulos blancos.

Esto esta de acuerdo conlas relaciones anterio-
res. Por ejemplo, para que se cumpla 1a desigualdad
r/f <p/d {rd <pf) se necesitaria que la razdn -
de reproduccidn r y la capacidad de destruccidon de -
las bacterias d sean comparativamente menores que la

rapidez de produccion de glébules btancos p y el me-

canismo de fagbCitosis'f. La otra desigualdad r/f <G,

(r <G.f) se cumplird cuando la razdn de reproduccidn
r sea ademas menor que la combinacién del valor de -

equilibrio G, y la rapidez de la fagocitosis f.

El segundo de estos casos se tiene cuando por -

el contrario p/d <r/f y Go <r/f (primer punto cri

tico resulta ser un punto silla}. La figura # 2 --
muestra el plano fase para este caso. Aqui, como --

era de esperarse, la grafica de las soluciones mues-

tra la situacidon totalmente opuesta a la anterior. -

Jodas las trayectorias del primer cuadrante tienden-
a "infinito" hacia la derecha. EI signifiéado de
esto es que la poblacidn de bacterias crecerd sin 11
mite independiente de las condiciones iniciales. No6-

tese que si se diera la situacidn en la que el nivel

©

Id
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de globulos blancos en el organismo revasara inicial
mente los valores G, y r/f (por ejemplo, el punto *-
en la figura 2), se observaria al comienzo una difmi
nucidon de la poblacidn de bacteriac sugiriendo que -
ha sido controlada la invasion, pe}o eventualmente -

Ya poblacidn de bacterias creceria nuevamente.

La interpfetacian bioldgica de este caso es des
de luego que el crganismo no puede controlar la in--
»feccién. Obviamente, las desigualdades opuestas al-
primer caso estaran de acuerdo con los resultados da

dos.

Pasemos ahora a los dos Gltimos casos en los --.
cuales B* es positiva y entonces el segundo punto -

critico aparece en el primer cuadrante.

Tomaremos pfiiero el caso para el cual se cum--
plen las relaciones p/d< r/f y r/f<G, (primer -
punto critfco es un nodo estable y e]'segundo un pun
to silla). La figura # 3 muestra el plano fase para

este caso. En éste se observa que se pueden dar las



dos situaciones opuéstas descritas en los casos ante
riores. Parte de Tas trayectorias seran atraidas por
el punto critico (0,6,) y Tas restantes tenderana -
~ "infinito” hacia la derecha. Cual situacidn se dari,
dependerd de las condiciones ihiciales. Por el punto
silla (B*, r/f) pasa una separatriz (curva mis obs-
cura en la figura 3) que dévide il primer cuadrante
de dos regiones. Si el proceso comienza en algin --
punto de la regidn superior, la cantidad de bacterias
desaparecerd y la cantidad de leucocitos regresara -
a su valor de equilibrio. Por el contrario, si el -
proceso comienza en la regidn inferior la poblacién-

de bacterias creceri sin I1fmite.

Lla interpretacidon de esto en el sistema real es
que en este caso, para cada cantidad de bacterias --
que inicie la infeccidn, hay un valor umbral tal que
si la cantidad de gl6bulos blancos es mayor que este
valor entonces se podra controlar y eliminar la in--
feccion pérobsi por el contrario la cantidad de gid-
bulos blancos es menor que este valor, la infeccidn

ganard la batalla,



Regresando a las relaciones que se deben de cum
plir para este caso: p/d< r/f {pf<vrd) y r/f< G,
{r< 6,f), se observa 1o siguiente; Comparando estas
desigualdades con las del primer caso se nota qué la
primé}a de estas estd cambiada. Esto quiere decir -
que 1a produccion de gldbulos blancos y el mecanismo
de fagocitosis se han debilitado con respecto a la -
razéﬁ de reproduccidn de las bacterias y su poder -~
destructivo dando entonces la posibijidad de que ta-
infeccidn no pueda controlarse. Por otro lado, si -
comparamos las desiguaidades de este caso con el se-
gundo, se notara que la segunda de estas estd cambia
da. Esto indica que si el valor de edui]ibrio es lo
suficientemente alto para que revase el valor r/f en
tonces hay la posibilidad de parar la infeccidon (si-
no es muy fuerte) aun cuando los mecanismos de défeﬂ
sa{p y f) séan mas débiles que los de ataque -

{(r y d).

Por @1timo tenemos el caso para el cual se tie-
ne que r/f<p/d y G,<r/f {primer punto critico -
2s un punto silla y el segundo es un nodo o foco es-

table).



Los planos fése para este caso son muy interesantes

y en la figura # 4 se muestra la situacidn en la que
el segundo punto es. un foco {el otro plano fase es -
"idéntico"® abeste solo que el foco es reemplazado --
por un nodo). En esta figura se observa que al igual
que en el primer caso, todas ‘las trayectorias son -
atraidas hacia un punto critico pero en este caso el

punto critico es el seguﬁdo. La atraccidon puede ser
débil como en el caso de! foco, generando oscilacio-
nes o mas fuerte como en el caso del nodo, entrando-
al punto de una manera mas directa. Esto quiere de-
cir que para este caso, el organismo después de una-
invasidon de bacterias no regresard a su estado nor--
mat sino que su cantidad de gldbulos blancos final

r/f serd mas elevada de su valor de equilibrio (ya -
que Go < r/f). Esto se deberd a la cantidad de bacte
rias B* que permaneceri en el organismo compitiendo-

siempre y manteniendo este equilibrioc mas alto.

La interpretacién bioldgica de este caso es que
los gldbulos blancos pueden controlar pero no elimi-
nar completamente la infeccidn. Las poblaciones de-
bacterias y leucocitos sufriran oscilaciones en la -

primera étapa de la enfermedad, después de 1o cual -



seguiran subsistiendo bacterias en el organismo pero
controlado su crecimiento por los mecanismos de de--

fensa.

Si comparamos las re]aciones,que‘definen' este-
caso con las del primer caso se observara que aqui -
tenemos que G, <r/f mientras que en el primero esta-
estd invertida. Parece ser entonces que este tipo -
de equilibrio en e1 organismo entre atacantes y de--
fensores se puede dar si el nivel de equilibrio nor-
mal es bajo relativo a las otras propiedades del sis

tema, o sea r/f y p/d.

Notese que en los dos @tltimos casos, el valor -
de r/f esta restringuide entre tos valores de G, y -
p/d y por lo cual es mds dificil que se puedan dar -

en la realidad.
COMCLUSIONES
Los resultados del modelo nos indican que puede

haber cuatro situaciones distintas en el comporta---

miento del sistema, dependiendo de 1a relacidn entre



los parémetros. Puede haber un dominio total por -~
parte de una de lés dos poblaciones {casos 1 y 2), -
puede variar el curso y el resultado final.de la in-
feccion dependiendo de las condiciones iniciales (ca
so 3) o puede llegarse a un “"comin acuerdo" entre --
las dos poblaiones y subsistir ambas { caso 4 }. Cual
de estos reflejard correctamente 1a situacidn real,-
dependera de los valores de los pariametros que se --

tengan en el organismo.

Hay que aclarar que cuando se habla de un cam--
bio en la cantidad de gldbulos blancos se esta refi-
riendo uno al tipo de ellos que participa activamen-
te en 1a identificacidn y ataqué de los germenes in<
vaseres. Esto dependerd de la enfermedad infecciosa
de que se trate. Ademas, cada tipo de infeccion ten
dra asociado diferentes valores de los parametros --

del modelo.

Los resultados del! modelo en cualquiera de sus-
casos muestran lo que uno podria llamar fases de la-
enfermedad. Un primer periodo de mejoria que puede-
sér casi total, seguido de un periodo en la que-la -

enfermedad se agraba o viceversa, o incluso oscilacio



nes entre estos estados.

Seria interesante ver si todas las manifestacio
nes que se presentan en el modeld, tienen una éontra
parte real. Por ejemplo, el incremento ya sea tempo
rallb indefinido de leucocitos que se observa en las
soluciones del modelo es un efectovque se observa en
enfermedadesvinfecciosas y es conocido con el nombre

de Teucocitosis.

Un factor que no se ha mencicnado es el de fnm!
nidad adquirida. Esta situacidon puede representarse
en este modelo posiblemente con una elevacidn de los
valores de los parametros G,, p y f & con una dismi-

nucidn en el valor de la constante d.

Uno de los "defectos" del modelo presentado aqui
es que no se mete con el mecanismo interno de la po-
blacidn de leucocitos y sus muchas variedades, cada-
una con diferente funcidn. Esto haria al modelo mu-
cho mas complejo y por 1o cual conviene ver antes si
este "mejoramiento” es realmente necesario. También,
las variables definidas en el modelo son un poco am-

biguas en el sentido de que tienen un caracter local,



pero en realidad hay variaciones en todo el organismo

{ esto sin embargo no es muy restrictivo ).

La "virtud” de este modelo es que es lo suficien
temente simple para poder analizarlo y usarlo como --
una primera aproximacion al comportamiento de este sis

tema.

Para el lector que este interesado en mas deta--
tles del mecanismo de respuesta del organismo le suge
rimos revisar las referencias dadas al final de este-

articulo.
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