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México, C.P. 36000

jcarlos@cimat.mx
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1. Introducción

En 1857, P. G. Tait se interesó en la teoŕıa de H. Helmholtz acerca
del comportamiento de los remolinos, o vórtices, de tipo anillo por lo
que Tait comenzó a experimentar con anillos de humo y a analizar sus
interacciones. Estos experimentos impresionaron mucho a Lord Kelvin,
quien vio en ellos la posibilidad de explicar la estructura atómica y
la forma en que se constrúıan los distintos elementos. Por lo que en
1867 sugirió que los átomos podŕıan ser remolinos de tipo anillo en
el éter (que se supońıa era un fluido que llenaba el espacio), que estos
remolinos tomaban formas anudadas y que las propiedades de la materia
depend́ıan de la forma en que se anudaban dichos remolinos, figura 1.
Esta idea motivo a Tait a hacer un estudio extenso, aśı como a una
tabulación, de los nudos en un intento por entender que significaba que
dos nudos fueran “distintos” y aśı saber si teńıan una relación con los
elementos de la tabla periódica. Dicha motivación lo llevo a, en 1877,
haber clasificado todos los nudos de hasta siete cruces. Estos fueron los
principios de lo que, hoy por hoy, se conoce como la teoŕıa de nudos;
una rama muy activa de la topoloǵıa.
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54 J. C. Gómez Larrañaga, H. Cabrera Ibarra

Figura 1: ¿Trayectorias correspondientes a ox́ıgeno, hidrógeno y carbono?

De entonces a la fecha ha habido un gran avance en cuanto a la clasi-
ficación de los nudos y se ha encontrado que resultados obtenidos en es-
ta materia están relacionados con otras áreas de las matemáticas como
Sistemas Dinámicos, Topoloǵıa Algebraica y Teoŕıa de Números, entre
otras. Aśı mismo, en los últimos treinta años, se han encontrado puntos
de contacto con áreas que, tradicionalmente, se han pensado ajenas a
las matemáticas. Tal es el caso de Qúımica [7], en donde se ha demostra-
do que las propiedades de la materia están ı́ntimamente relacionadas
a la estructura tridimensional de las moléculas, i.e. moléculas isómeras
con diferentes configuraciones, o topoloǵıas, se pueden comportar como
un gel con una y como un aceite con otra. En Nanotecnoloǵıa reciente-
mente se ha pensado que la teoŕıa de nudos puede auxiliar en el análisis
de ciertas nanoestructuras, [1], en las cuales se pueden formar nudos
y se cree que el tipo de anudamiento influiŕıa en la resistencia de la
nanoestructura.

Otro caso es Bioloǵıa, [2, 4, 15], en donde una aproximación al
estudio de las enzimas, desde un punto de vista topológico, se ha venido
dando desde los 80’s al emplear la teoŕıa de nudos para entender la
forma de actuar, o mecanismo, de ciertas enzimas en moléculas de ácido
desoxirribonucleico, ADN. Esto porque, de nueva cuenta, la estructura
de las moléculas de ADN, influye en la manera en que éstas actúan en la
naturaleza. En este art́ıculo expositorio enfocaremos nuestra atención
en esta parte, la cual se ha conoce como la “aproximación topológica a
enzimoloǵıa”, [5].

En la década de los ochentas, [2, 5], algunos biólogos moleculares se
dieron cuenta de que, además de la conocida molécula lineal de ADN,
ésta pod́ıa tomar una forma cerrada in vivo, formando con esto una
molécula de ADN anudada. Aunado a esto, se encontró que la estruc-
tura 3-dimensional de la molécula inflúıa en su función dentro de la
célula, [5], i.e., dos moléculas circulares anudadas de ADN pod́ıan te-
ner distintas funciones si la topoloǵıa asociada a cada molécula no es
la misma. En [9], por ejemplo, se destaca la importancia del superen-
rollamiento en transacciones de ADN como recombinación de sitio es-
pećıfico, transposición, transcripción e iniciación de la śıntesis de ADN.
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Un ejemplo de la importancia de la topoloǵıa de las moléculas de
ADN, es que los enlaces entre las moléculas de ADN concatenadas, o
catenanos, tienen que ser completamente eliminados con el fin de que
se pueda llevar a cabo la partición de los cromosomas. Otro ejemplo
es [5], en donde fue analizado el anudamiento del ADN producido por
la Topoisomerasa I del E. coli y la forma como ésta actúa; como re-
sultado se probó que se produce cada nudo, desde el punto de vista
biológico, teóricamente posible. De igual manera que la Topoisomerasa
I, existen otras enzimas (topoisomerasas y recombinasas) que manipu-
lan topológicamente al ADN para que algunos procesos vitales puedan
llevarse a cabo. Desafortunadamente, los cambios efectuados por las
enzimas, por el momento, no pueden ser observados in vivo, por lo
que es necesario utilizar métodos indirectos para detectarlos y poder
deducir el mecanismo de cómo estos cambios se producen. Debido a
esto, se pensó que si estos cambios se realizaran en moléculas circu-
lares se detectaŕıan con mayor facilidad, al existir la posibilidad de que
se formaran nudos de distintos tipos, lo cual resultó cierto. Como los
productos de la acción de las enzimas fueron nudos y catenanos, fue
fácil identificarlos al usar electro-micrograf́ıas y aśı se pudo proponer
modelos de los mecanismos que emplean diversas enzimas.

Un pionero en aplicar la teoŕıa de nudos en bioloǵıa fue De Witt
Sumners, [13, 14]. En [14] Sumners explica que, después de ver los nudos
que resultaban en los experimentos con algunas enzimas, pensó que era
posible aplicar teoŕıa de nudos para entender mejor su forma de actuar
en el ADN. Aśı que discutió sus ideas con los biólogos moleculares
Nicholas Cozzarelli y Sylvia Spengler con quienes publicó los resultados
obtenidos de estas ideas, [13]. En [14], Sumners menciona “me di cuenta
de que, si los ovillos involucrados fueran racionales y los productos
fueran 4-mallas, en ciertos casos se podŕıa manipular los śımbolos que
clasifican a los ovillos para resolver las ecuaciones propuestas por los
experimentos del ADN”. Costó mucho trabajo probar que sus ideas eran
correctas y, para lograrlo, fue necesario el uso de resultados matemáticos
no elementales como la propiedad R, el teorema de ciruǵıa ćıclica y el
teorema del complemento de un nudo.

En [6] Ernst y Sumners proponen un modelo, llamado Modelo de
Ovillos, que explica cómo es la acción de la enzima Tn3; el mecanis-
mo deducido del modelo concordaba con el ya propuesto por biólogos,
pero una ventaja de este modelo es que pod́ıa ser aplicado a otras enzi-
mas. También se muestra el enfoque topológico usado para resolver el
problema de modelar la Tn3, el cual está basado en la idea de que el
mecanismo de una enzima puede ser deducido al conocer tanto el sus-



56 J. C. Gómez Larrañaga, H. Cabrera Ibarra

trato como los productos obtenidos después de la acción de la enzima
en cuestión.

Un enfoque diferente para hallar el posible mecanismo de una topoi-
somerasa fue dado en [4]. En donde se da una métrica definida en nudos
y enlaces y, usando el hecho de que la topoisomerasa al actuar en ADN
circular produce exclusivamente nudos de los llamados toroidales, se
muestran las posibles soluciones para la acción de la topoisomerasa en
cuestión y se concluye que existe un único mecanismo posible.

Una meta importante de esta exposición es mostrar la manera en
que se dió esta interacción entre bioloǵıa y matemáticas en el Modelo de
Ovillos. Aunque antes de esto daremos algunos conceptos preliminares
de bioloǵıa.

2. Preliminares

La molécula de ADN dúplex consiste de dos cadenas helicoidales
constituidas de azúcar y fósforo, además, adherida a cada molécula
de azúcar está uno de los cuatro nucleotidos base: Adenina, Citosina,
Guanina y Timina; se puede pensar en el ADN como dos cuerdas en-
trelazadas que, a su vez, pueden estar enlazadas con otras moléculas de
ADN. El ADN es el responsable de almacenar la información genética
qué es transmitida de un ser a su descendiente. Para darnos una idea de
que tan enrollado debe de estar el ADN dentro de la célula basta decir
que es equivalente a poner dentro de un balón de fútbol unos doscientos
kilómetros de hilo para pescar.

Cuando enzimas del tipo recombinasas o topoisomerasas actúan en
el ADN circular, usualmente promueven al menos uno de los siguientes
estados: superenrollamiento, concatenación y/o anudamiento, en parti-
cular aqúı trabajaremos con recombinasas. Dado que la estructura de
las moléculas de ADN es importante se planteó la siguiente pregunta:
¿puede ser determinado el mecanismo de una enzima con sólo analizar
los cambios topológicos inducidos en la molécula?. Para responder a
ésta se han propuesto modelos de cuál es el mecanismo que siguen dis-
tintas enzimas, algunos de ellos con gran éxito.

Para detectar los cambios promovidos por una enzima en el ADN
se crea en el laboratorio (in vitro) sustrato de ADN circular construido
v́ıa clonación, de tal manera que las moléculas del sustrato contienen la
estructura deseada para que la enzima actúe y se produzca la reacción
buscada. Después de que la enzima actúa en el ADN se producen en
él cambios topológicos y/o geométricos, los cuales pueden ser observa-
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dos mediante ciertas técnicas, como centrifugación o gel electroforesis,
con éstas se logra una separación de los productos de tal manera que
moléculas que tienen el mismo número de cruces se agruparán y aque-
llas que tengan un número distinto se separarán. Una vez separados los
productos se usa microscoṕıa electrónica para determinar con exacti-
tud el tipo de los nudos y catenanos que se encuentran en cada banda,
obteniendo de esta manera los productos de la acción de la enzima.

Es importante resaltar que, en cualquier modelo, se asumen ciertas
propiedades que simplifican; en este caso se asume que el mecanismo
de la acción de la enzima es constante, es decir, que la enzima siempre
hace lo mismo; también asumimos que la acción es independiente de la
geometŕıa y la topoloǵıa del sustrato.

3. Ovillos

El Modelo de Ovillos involucra los objetos matemáticos llamados
ovillos o, en general, n-ovillos. Los ovillos estos son bloques a partir de
los cuales se pueden construir nudos y enlaces, y han probado ser una
herramienta matemática muy útil, [3, 8]. A continuación daremos algu-
nas caracteŕısticas de estos que nos serán de utilidad para el desarrollo
del modelo.

Un n-ovillo es una pareja (B3, T ), en donde B3 es la bola unitaria
en R3 y T es un conjunto de n arcos propiamente encajados en B3, en
la figura 2 se da un ejemplo de 2-ovillo. Dado que aqúı trabajaremos
en su mayoŕıa con 2-ovillos diremos sólo ovillos para referirnos a ellos;
también escribiremos sólo T en lugar de escribir (B3, T ). Además, en
lugar de trabajar con ellos en B3, trabajaremos con lo que se conoce
como diagrama de ovillo asociado a T , el cual es la proyección de sus
arcos en el plano Y Z, tal y como se muestra en la figura 3.

Figura 2: Ejemplo de un ovillo y su diagrama correspondiente
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Se dice que dos ovillos A y B son equivalentes (o iguales) si existe
una isotoṕıa de B3 en śı misma que deja la frontera fija y lleva A en
B, esto es, A y B son equivalentes si podemos, sin romper, deformar
los arcos de A y sobreponerlos en los de B. En la figura 3 se muestran
3-ovillos equivalentes. En particular, dos ovillos son equivalentes śı, y
sólo śı, podemos pasar de un diagrama de A a un diagrama de B usando
para ello una sucesión finita de movidas de Reidemeister, mostradas en
la figura 4. Es importante notar que las movidas de Reidemeister son
proyecciones, antes y después, de deformaciones efectuadas en el ovillo
en B3.

Figura 3: Ejemplo de 3-ovillos equivalentes

Figura 4: Movidas de Reidemeister

Existen construcciones que se pueden hacer a partir de ovillos que
serán de utilidad en el objetivo de entender el Modelo de Ovillos. Uti-
lizando estas construcciones, dados un par de ovillos A y B, se pueden
obtener nudos, enlaces u otro ovillo; una de ellas es la suma de los ovi-
llos A y B, la cual produce un ovillo, también se tienen el numerador
y el denominador de un ovillo A, denotados N(A) y D(A) respecti-
vamente, de éstas se obtiene un nudo o enlace. También se pueden
hacer combinaciones de dichas construcciones, como N(A + B). Estas
construcciones se muestran en la figura 5.

En este trabajo es de gran importancia la familia de ovillos raciona-
les ya que todos los nudos y enlaces más sencillos, como los que aparecen
como el producto de la acción de enzimas en el ADN, se pueden obte-
ner como el numerador de un ovillo racional. Un ovillo es racional śı,
mediante una isotoṕıa que puede mover la frontera de B3, puede ser
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Figura 5: Construcciones a partir de ovillos: suma, numerador,
denominador y numerador de una suma

llevado a cualquiera de los ovillos mostrado en la figura 6, nótese que
si A y B son ovillos racionales el ovillo A + B no necesariamente es
racional.

Figura 6: Los ovillos 0 e ∞, respectivamente.

Figura 7: Ovillo racional y un ejemplo de que la suma de ovillos
racionales puede no ser racional

La familia de los ovillos racionales ha sido extensamente estudiada,
en [8] es clasificada completamente al demostrar que existe un corres-
pondencia biyectiva entre los números racionales extendidos, Q∪{∞}, y
los ovillos racionales, esto es, a dos ovillos se les asocia el mismo número
racional śı, y sólo śı, son ovillos equivalentes. Por ejemplo, en el caso
de los ovillos mostrados en la figura 6 se les asocia los śımbolos 0 e ∞;
si el número es un racional, el ovillo asociado a él puede ser construido
a partir de la expansión del número racional como fracción continua.
En este sentido, las fracciones continuas determinan los diagramas de
ovillos.

Los ovillos racionales están relacionados a la familia de nudos y en-
laces de dos puentes llamados 4-mallas, por lo que también se le conoce
a esta familia como nudos racionales. Es más, cualquier 4-malla se puede
ver como el numerador de un ovillo racional, en la figura 8 se muestran
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algunos ejemplos de esto. En particular, los ovillos racionales tienen la
siguiente propiedad usada en el Modelo de Ovillos: Dados dos ovillos
racionales A y B se tiene que el numerador N(A + B) es una 4-malla.
La familia de las 4-mallas también ha sido completamente clasificada
[10] y existe una representación por medio de vectores con entradas
enteras ≺ a1, a2, . . . , a2n+1 �, donde los enteros ai determinan el tipo
del nudo o enlace y están asociados al número de cruces del nudo. Es
importante notar que cada 4-malla tiene al menos dos representaciones
por vector, por ejemplo ≺ 2, 1, 1 �=≺ 1, 1, 2 �.

Figura 8: Las 4-mallas ≺ 2 �, ≺ 2, 1, 1 � y ≺ 2, 1, 2 �, respec-
tivamente, vistas abajo como el numerador de un ovillo racional.

En caso de que se quiera profundizar en el estudio de ovillos se puede
consultar [10].

4. El modelo de ovillos

Una caracteŕıstica clave de la recombinación que dió lugar al Mo-
delo de Ovillos fue que al usar microscoṕıa electrónica se observó que,
dependiendo de la enzima, al actuar en una molécula circular de ADN
se teńıa una burbuja con dos o tres arcos saliendo de ésta. Matemática-
mente, se puede pensar en la burbuja como la bola B3, además, como
el sustrato es circular y hay dos o tres arcos saliendo de la bola, se
concluye que en el interior de la bola existen dos o tres arcos, lo que da
lugar a pensar en 2-ovillos ó 3-ovillos. También se notó que los produc-
tos de las reacciones entre enzima y molécula pertenecen a la familia
de las 4-mallas.

Veamos una simplificación de la acción de las enzimas de recombi-
nación en sitio espećıfico: a la molécula original llamada sustrato, la cual
es circular y no anudada, se le hace entrar en contacto con la enzima;
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Figura 9: Enzimas actuando en ADN (fotos extráıdas de [11] y [15])

ésta se aproxima al sustrato, el cual sufre cambios como retorcimien-
to, lo que permite que en el caso de las recombinasas se lleve al cabo
el alineamiento de ciertos sitios espećıficos. La enzima se adhiere al
sustrato para actuar en él y después libera a la molécula, la cual posi-
blemente ha sufrido, cambios en su topoloǵıa. A la molécula obtenida
después de la acción de la enzima se le llama producto. Al conjunto de
la enzima adherida a la molécula se le llama complejo sináptico, y al
complejo sináptico sin los arcos no rodeados por la enzima se le llama
sinaptosoma. El sinaptosoma se puede pensar como compuesto por dos
partes, donde la enzima actúa y donde no. En el modelo se supone que
ambas partes son ovillos por lo que el sinaptosoma se puede ver como
suma de ovillos tal y como se muestra en la figura 10; y aśı la acción
de la enzima se modela como una ciruǵıa de ovillos, esto es, un ovillo
es reemplazado por otro.

Figura 10: Esquema de la acción de una enzima.

El proceso anterior es similar para varias enzimas de la familia de
las topoisomerasas y recombinasas (Int, Tn3 resolvasa, Gin, Gyrase,
Topoisomerasa I, etc.). En cada una de ellas se puede aplicar un modelo
que involucre ovillos y que tome en cuenta las caracteŕısticas propias
de la enzima.
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Ya que es posible conocer los productos obtenidos después de que
una enzima actúa en ADN después de una vez, de dos veces, etc., es
biológicamente razonable modelar esto como:

N(S + O) = nudo trivial,

N(S + T ) = primer producto,

N(S + T + T ) = N(S + 2T ) = segundo
producto, etc.

donde S, O y T son ovillos. El ovillo S es la parte donde la enzima
no actúa, por lo que permanece sin cambio después de cada acción de
la enzima; el ovillo O es la parte en donde se va a llevar a cabo la acción
y el ovillo T reemplaza al ovillo O después de que la enzima ha actuado
en la molécula.

Dado que el sustrato con el que se inicia es el nudo trivial tenemos
que N(S + O) es el nudo trivial y al primer producto después de un
encuentro entre enzima y molécula se le puede pensar como N(S + T ).
Similarmente, si la enzima vuelve a actuar en N(S+T ), se asume que el
segundo producto será N(S +T +T ) = N(S +2T ) y aśı sucesivamente.

En ocasiones, dependiendo de la enzima, los productos obtenidos
pertenecen a una familia de nudos o enlaces ya clasificada, por ejemplo
la de las 4-mallas, aśı como los ovillos involucrados O, S y T pertenecen
en este caso a los ovillos racionales. Si los nudos, enlaces u ovillos,
pertenecen a una familia no clasificada del todo, se hace necesario clasi-
ficar topológicamente la familia para poder proponer un modelo.

Resurge entonces la pregunta, ¿es posible, conociendo la topoloǵıa
tanto del sustrato como del producto de varias recombinaciones, de-
ducir el mecanismo de actuación de la enzima?. En la siguiente sección
aplicaremos el Modelo de Ovillos al caso de la enzima Tn3 aunque cabe
resaltar que cálculos similares se han hecho para otras enzimas [3, 16].

5. Utilizando el modelo de ovillos

La enzima Tn3 actúa en el sustrato mediante recombinación de sitio
espećıfico y los resultados obtenidos en experimentos hechos usando
esta enzima se muestran en la figura 11. Al suponer que el mecanismo
de la enzima es constante e independiente de la geometŕıa y la topoloǵıa
del sustrato, se tiene que:

N(S + O) =≺ 1 �= nudo trivial,
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Figura 11: Productos obtenidos por la acción de la enzima Tn3 resolvasa.

N(S + T ) =≺ 2 �
N(S + T + T ) = N(S + 2T ) =≺ 2, 1, 1 �

Dado que sólo en una ecuación se tiene al ovillo O, no es posible
determinarlo con certeza, por lo que se determinan S y T ; en [6] se
probó que:

Teorema 5.1. Supóngase que los ovillos {O,S, T} satisfacen las si-
guientes ecuaciones:

N(S + O) =≺ 1 �,

N(S + T ) =≺ 2 �,

N(S + 2T ) =≺ 2, 1, 1 �.

Entonces {S, T} ∈ {{(−3, 0), (1)}, {(3, 0), (−1)}, {(−2,−3,−1), (1)},
{(2, 3, 1), (−1)}}.

Como resultado de añadir una ecuación más, proporcionada por el
modelo, al sistema tenemos:

Teorema 5.2. Suponga que los ovillos {O, S, T} satisfacen las ecua-
ciones del teorema anterior y, además, la siguiente:

N(S + 3T ) =≺ 2, 1, 2 � .

Entonces {S, T} = {(−3, 0), (1)} y N(S + 4T ) =≺ 1, 2, 1, 1, 1 �.

La predicción del teorema 2 fue confirmada experimentalmente, lo
cual dio evidencia de que el modelo es válido. Algunos seguidores de
Sumners [3, 16] han continuado con su ĺınea de investigación analizando
otras enzimas.

Existen enzimas que dejan tres hebras fuera del sinaptosoma, como
Gin, Flp, Int lambda, en este caso no puede ser aún aplicado directa-
mente el Modelo de Ovillos ya que la familia de los 3-ovillos racionales,
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que se sospecha está involucrada, no ha sido completamente clasificada.
Aunque se pueden hacer suposiciones de manera que a pesar de que la
enzima no actúa en 2-ovillos se puede modelar pensando que aśı es.
Este es el caso de [16], en donde se analiza a la enzima Gin al supo-
ner que uno de los arcos involucrados no es alterado por la acción de
la enzima; en dicho art́ıculo, Vázquez da una respuesta a este proble-
ma que concuerda con la encontrada biológicamente. Por otro lado, en
[3] se analiza la acción de la enzima Gin suponiendo que los 3-ovillos
involucrados pertenecen a la familia de las 3-trenzas, ya clasificada,
dicha suposición parece ser biológicamente razonable. Obteniendo con
esto una familia infinita de soluciones, aunque la mayoŕıa de ellas no se
pueden tomar en cuenta debido a restricciones biológicas, pero las que
son aceptables coinciden con [16].

6. Conclusiones

Aún existen muchas preguntas sin responder en este tema, una de
ellas es, dado que la enzima realiza cambios locales, ¿ cómo es que puede
anudar y desanudar tan eficientemente? ya que parece no hacerlo al azar
y que no tiene forma de saber la estructura global de la molécula. Esto
es, ¿cómo es que cuando va a actuar por segunda vez en una molécula
no hace el cambio de tal manera que deshaga lo hecho en su primer
encuentro con ella?. Hay que recordar que el que una molécula este
anudada es un estado no deseado.

La teoŕıa de nudos puede ayudar a dilucidar los mecanismos, hasta
ahora desconocidos, de varias enzimas que son indispensables para las
células. Mencionaremos que en [17] se ha probado la existencia de una
topoisomerasa que actúa en el RNA, por lo que es probable que se pueda
hacer un análisis topológico que permita un mejor entendimiento de
dicha topoisomerasa. En [12] se ha hecho un análisis in vivo de ciertos
nudos de ADN que aparecen en las burbujas de replicación en plásmidos
bacterianos ya que, al determinar los tipos de nudos de ADN formados,
es posible conocer más del mecanismo que lleva a la formación de los
mismos.

Los autores quieren agradecer a los revisores por las valiosas ideas
que aportaron y que ayudaron a mejorar considerablemente la lectura
del mismo. Aśı mismo, agradecen el apoyo del CONCYTEG a través
del proyecto con convenio No. 06-02-K117-84.
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