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1. Introduccién

Al inicio del siglo XVII, las series infinitas eran poco comprendi-
das y con frecuencia el manejo libre de las series divergentes producia
“resultados” inesperados. La “paradoja inelegante”

1
1—1+1—1+...:§

se obtenia al sustituir x = 1 en la serie geométrica

l—x+22—2. = 1 .
1+z

A finales de ese siglo, en un articulo, Euler advertia al lector sobre
el uso poco cuidadoso de las series, y ahi mismo afirmaba que

1 1 1 9 3
e—+—=+—4+n+n"+n"+. =0,
nd  n?2 n

obtenida al sumar la serie

n+n>4+nd+.. =

con la serie
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y también que
1-34+5—7+..=0, [1], p. 218.

Algunos avances importantes obtenidos a finales del siglo XVII lo
constituyen el criterio de convergencia para series alternantes de Leibniz
2], la expansién de series en potencias de e” (Newton, [3], pp. 48-55),
y de In(1 4+ x) (por Newton y Mercator [3], pp. 56-59), asi como la
expansién de tan~!(x) por Gregory y Leibniz ([3], pp. 69-73).

También Jacob Bernoulli habia establecido de manera definitiva y
rigurosa la divergencia de la serie armonica 1 + % + % + ...

Mas temprano que tarde, Bernoulli habria de dirigir su atencién a
las p-series, esto es, series de la forma 1% + 2%, + Sip + ... . El problema no
era nuevo, el mismo Leibniz habia intentado sin éxito obtener el valor

exacto de la serie cuando p = 2.

Jacob Bernoulli, en su oportunidad, noté que # < ﬁ, por lo que

o0
la 2-serie estaba dominada por la serie teléscopica > ﬁ, cuyo valor
1

exacto, 2, conocia perfectamente, y luego de una de las primeras apli-
caciones del método de comparacion de series con términos positivos,
concluyo que la 2-serie tenia suma y ésta no excedia a 2.

Si p > 2, la desigualdad & < # daba lugar a la misma conclusion.

nP —

Pero, ;cudl era el valor exacto si p = 27 El problema aparecié en su
texto TRACTATUS DE SERIEBUS INFINITUS de 1689, publicado en
la ciudad de Basilea, y fue conocido desde entonces como “El problema
de Basilea”.

El problema fue resuelto por Leonhard Euler y establecié su fama
como analista de primera magnitud.

2. El problema de Basilea, primera solucién de
Euler (1735)

Teorema.
1 w2
2w o

Euler parte de la expansién en serie de sen z:

R A

senx:x—a—i-a—ﬁjt...,



EULER, EL PRESTIDIGITADOR DE LAS SERIES 57

la cual reescribe como

22 2t b

e interpreta a la serie entre paréntesis en (2) como un “polinomio de
grado infinito” P(x). Ahora, P(x) no posee una raiz en cero pues P(0) =
1, asi que las raices de P(z) son las raices no cero del miembro izquierdo,
esto es, de sen x, es decir, x = +nm con n natural.

Asi pues, factorizando a P(x) como producto de sus factores simples
y agrupandolos por pares obtiene

Ple) = (1= D)1+ 2)- (1= )14 52) - (1= )1+ 5-) - (3)

Al efectuar el producto deduce la siguiente igualdad entre dos “po-
linomios” a saber

2 at S 1 1 1
-+ = - 4 =1 (=4 —+ —+ .+ .. 4
3!+5! 7!+ (7r2+47r2+97r2+ Jom s (4

por lo que igualando el coeficiente del término cuadratico de ambos

lados obtiene que
-1 —-1/1 1 1
j = ? ? + ? + ? + ... ,

es decir,

O

Euler no se detuvo ahi y calculé el valor exacto de > - (z g—;),

1
00

o0
1 (_ =8 ; <17 1
; = <— %>, ..., y asi hasta el ridiculo valor exacto de ; —5. Todas

estas series quedan incluidas en la formula general

| 2% Byi
E = (=1 j—1 J 2j

donde Bs; es el 2j-ésimo nimero de Bernoulli ([6], pp. 773-774).
Pero jqué hay con las potencias impares?; por ejemplo ;cudl es el

valor exacto de la 3-serie Y- 257
1
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) 3 .
Uno esperarfa que tal valor fuese de la forma - con m ntmero

natural. El mismo Euler lo pensé y probd que no es el caso, pues obtuvo
un valor aproximado para m de 25.79435. Mas aun, no sabia si el valor
de la 3-serie era un numero racional o irracional. No fue hasta 1978
cuando R. Apery finalmente prob6 que la serie converge a un ntmero
irracional [7].

El método empleado por Euler da para mas; por ejemplo, partiendo
de la expansion en serie de cos x:

x?  xt a2

COS$:1_§+E_E+""
e interpretando el lado derecho otra vez como un polinomio de grado
infinito, localizando sus raices y reescribiéndolo como el producto de sus

factores simples, luego de igualar los coeficientes del término cuadrético

se obtiene
-1 —4/1 1 1
j—p ﬁ—}‘?—}‘?—i-... ,
o bien,
1+1+1+ _7r2 (5)
123 52 7T 8

Este resultado no es precisamente la solucion del problema de Ba-
silea, pero ésta se deduce facilmente de (5) ya que:

i1_ L, 1 1 N (L1 1 1. _w2+1§:1
—n?  \12 32 52 ) \22 42 62 ) 8 4i=n?

de donde
3 1 7
il
y, nuevamente,
P
n2 6
Es igualmente sencillo obtener (5) a partir de (1), asi como obtener

™ 1 1+1 1+
12 12 922 32 42 7

que el mismo Euler dedujo al restar de (1) dos veces la suma en (5).

Volviendo a las ecuaciones (2) y (3), pero reescritas en la forma

o)) ) Org) -
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Euler obtiene, luego de sustituir z = 7, la siguiente identidad

2 GG (N ()
T 4 16 36 64
o bien (ver [4]),
2 _1-3-3-5-5-7-7-9-9...
T  2:2:4-4.6-6-8-8...
con lo que redescubre la muy famosa férmula de John Wallis obtenida

por éste en 1655, y la cual es la primera expresion que contiene a 7 en
un producto infinito.

3. El problema de Basilea, segunda solucién de
Euler

Esta segunda solucion es mas elaborada y requiere de diversos he-
chos del Calculo Integral que muestran a Euler en total dominio de su
materia.

Lema 1.
(sen~!(x))> [ sen_l(t)dt
2 o VI—£2

La prueba es inmediata si se considera la sustitucién u = sen=1(¢),

du __ 1
pues G = 55 O
El segundo resultado es mas delicado, y en el espiritu de la época
hace caso omiso del problema de integrar término a término una serie
de funciones; sin embargo, es perfectamente correcto y proporciona la

expansion en serie del seno inverso.

Lema 2.

Sen_l(x)_x+1x3+1-3x5+1-3~5x7
N 23 245 2467

Demostracion:

v 1 v -1
-1 . . 2\
sen”(z) = /0 mdt = /0 (1 —1¢°)= dt.

Ahora bien, la serie binomial (de Newton [2], pp. 541-542) de
(1 —2)7 estd dada por

1-3-5
2-4-6

- 1
(1—t)2 =1+ -2+ 4.

1
2 2-

3
4
4+



60 GUILLERMO GRABINSKY

por lo que, sustituyéndola e integrando término a término se obtiene

“1(z) t+1t3+1~3t5+1-3-5t7+ -
se = —— — -+ ..
BT 23 7 2.45 '2.4.67 0

de donde se sigue el resultado. O

Por 1ltimo, la tercera pieza del rompecabezas no presta demasiada
atencién a que se trata de una igualdad entre integrales impropias, a
saber:

Lema 3.

/1 {2 _n+1/ 1
= \/_

Demostracion: Sea u = t"* y dv = ﬁ; al integrar por partes la

integral del miembro izquierdo en el enunciado, obtenemos

1 L1 —12)
—t"V1I=2))j+ (n+1 / V1 =2dl = (n+1) [ —===dl
( )|0 ( ) 0 ( ) 0 1 —¢2

por lo que

1 tn+2 1 tn
42 nt1 / _ _a
( ) T =(n+1) Vi

y de ahi el resultado. O
A continuacién, la cereza del pastel.

Teorema.
7r2_1+1+1+1+
8 12 32 52 72

Demostracion:
2 1 Lsen=1(t)dt
= _ (Sen_l(]_>)2 — M
2 o V1—1t2

por el Lema 1, y por el Lema 2, lo anterior es igual a

1 1
t 1
i Ly
/0 ety At 2 15 ), et
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4 185 /1 t dt +
2.4.67), vicee

y como folﬁdt =1, del Lema 3 se sigue que

™y, 12 1324 135246 1 1 1
8 2.33 2-4-53 5 2-4-6-73 57 9 25 49 U
1 1 1
=1+3—2+§+ﬁ+....

O

La solucién al Problema de Basilea se deduce de este teorema como
se indic6 anteriormente.

4. Euclides redescubierto, variaciones sobre el sin
sentido co = oo

En un teorema celebérrimo (Proposicién 20 del libro IX de los Ele-
mentos), Euclides demuestra que hay una infinidad de ntimeros primos.
A continuacién presentamos el argumento que permitié a Euler llegar
a la misma conclusion a partir de la divergencia de la serie armoénica.

H(li;)= . ©)

p p n=1

“Teorema”.

Para cada ntimero primo p se tiene la serie geométrica convergente:

e e (O (3) v 0

1
p

Si ahora multiplicamos término a término las series (7) para los
primeros m primos, obtenemos:

(o GO
f1(7) -2

donde la serie del lado derecho consiste de los reciprocos de aquellos
numeros naturales que n que son divisibles por alguna potencia de py, ps
hasta p,,, o bien n = 1; hasta aqui todo esta fundamentado sélidamente,
y i por qué no considerar el producto sobre todos los niimeros primos?
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Entonces el lado izquierdo es

()

mientras que el lado derecho es la serie de los reciprocos de todos los
nimeros naturales n que son divisibles por alguna potencia de algin
primo o bien n = 1, esto es, Z%, y de este modo se establece el
resultado. O

Corolario (Euler). Hay una infinidad de nimeros primos.

Demostracion: Si hubiera sélo un ntimero finito de niimeros primos, el
producto del lado izquierdo de (6) tendria solamente un nimero finito
de factores, y seria en consecuencia un numero finito, lo cual contradice
la divergencia de la serie armoénica. O

.Cémo rescatar al “Teorema” de sus obvias debilidades? En 1876,
Leopold Kroneceker [8] probé que si s > 1, entonces

H(l_lpi): - ®

D 1

Aqui ambos lados de la igualdad representan magnitudes finitas
que son el resultado de procesos convergentes (un producto infinito y
una serie infinita). El “teorema” de Euler puede interpretarse como el
teorema limite cuando s tiende a 1.

9. La serie de los reciprocos de los niimeros pri-
mos o el arte de la prestidigitacion

Teorema (Euler, 1737)

=00. 9)

==

>

o

Demostracion: Sea M = > %; ya sabemos que M = 00, pero sigamos
n=1

de manera formal las maniobras de Euler.
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En virtud del “Teorema” anterior y luego de aplicar el logaritmo
natural de ambos lados, obtenemos:

In(M) = —In (1—%) —n (1—%) “n (1-%) — . (0)

Ahora, haciendo uso de la serie

se sigue que

2 3 4 5
R TOMR T MR IO
mon = 5T TR R
+5 + 3(G) + 36)° + 16) + 5G6) +
+o4+ 0+ D+ D+ A
(11)
por lo que, sumando los términos por columnas, resulta
11 1 1 /1\°  /1\* [1)\°
In(M)=|=+=-4+=-+.. — (= — —
won = [5+5+ 5+ +3|(5) +(5) +(5) +|+
(Al 3+ ! 3+ ! 3+ +
5 (3 3 5 s
es decir,
1 1 1 1 1 1 1
won = |2+ S L]+ (S 1) [ 4]+
p p p p
o bien, en la notacién de Euler,
1 1 1

donde A, B, C, D,... denotan las series en los paréntesis cuadrados.

Por otra parte, por comparacién de términos,
1 1
E — < E -,
- J
P p] n=2 n

y comparando areas,

(e}

=1 /l“dt /Oodt 1
nJ ! 174 1 =1
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En consecuencia,

111 1 1/1\ 1 1\ /1)\?

“BA-C+-D+.. < =(D4=(=)+= (= )+.. <14 = —

5 +3O+4 + _2()+3<2)+4<3)+ <+(2) +<3)
6

Finalmente, de (11) y aplicando la exponencial,
2
M=t e%B+§C+§D+... < et e%,

pero M = oo, por lo que e = oo necesariamente, de donde A =
In(e) = oo también, es decir, Z% = 0. O
p

Corolario. Hay una infinidad de nimeros primos (2a. prueba).

Demostracion: Si hubiera un niimero finito de niimeros primos, la serie
> %D tendria un nimero finito de sumandos y en consecuencia seria un
numero finito, contrario a lo que afirma el teorema. O

. Es posible rescatar el teorema de las “barbaridades” eulerianas?

He aqui una prueba moderna con todo el rigor y refinamiento debido
a Ivéan Niven [9], pero antes algunos conceptos de interés independiente.

Llamamos a un ndmero natural n libre de cuadrados si en su
descomposicién como producto de ntimeros primos, ninguno de ellos
aparece mas de una vez, como por ejemplo n = 30.

Siguiendo a Niven, denotamos por % la serie de los reciprocos de
los naturales que son libres de cuadrados; entonces tenemos el

Teorema.
1
g — = 0.
n

Demostracion: Todo ntimero natural puede escribirse como un produc-
to de la forma j2n donde j es un ndmero natural y n es un ntmero
natural libre de cuadrados. Asi pues, para m > 1,

1 1 1 1 1
1+ — — L+ — < — — .
+m_(zj2)(zn)

j<m n<m
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La estimacion anterior es ciertamente muy “gruesa”, pues al realizar
el producto de los términos del lado derecho aparece cada uno de los
términos del lado izquierdo exactamente una vez, pero también apare-
cen muchos otros términos. Pasando al limite y usando la suma (1),

obtenemos ,
=1 T 1
— — <= =
~=35=(5) (X3),
de donde Y"1 = 0. O

Y una vez mas tenemos el

Teorema.

= OQ.

D=

>

Demostracion: Partimos de la bien conocida desigualdad e* > 1+ x si
x > 0 (la cual se establece de manera muy sencilla usando métodos de
Célculo elemental), y procedemos por reduccién al absurdo. Llamamos

A=3"2; st A fuera finito, entonces
p

1 1 1
oo>eA:He;21;[<1+z—9) ZZE:OO’

p

una contradiccidén evidente. O

6. Epilogo

Los inventores del Célculo, Newton y Leibniz, sintieron la necesidad
de investigar sobre la convergencia de series infinitas. El mismo Leibniz
descubrié un criterio muy 1til de convergencia para series alternantes;
sin embargo, ninguno poseia un criterio mas general. Euler y algunos
de sus contemporaneos manipularon de manera formal a las series obte-
niendo en ocasiones resultados validos y muy hermosos, pero en otros
casos igualdades que no pueden menos que clasificarse como tonterias.

Uno de los méritos de Euler es el haber rescatado del bote de la
basura algunas series divergentes. Tomemos por ejemplo la serie 1 —
14+ 1 -1+ ... Examinando las sumas parciales, que son 1, 0, 1, 0, ...,
Leibniz concluyé argumentando de manera probabilistica que el valor %
deberia ser asignado a la suma, pues % es el promedio. Euler se apoyo en
la serie geométrica 1 —x + 22 — a3 + ... = 14%7: y sustituyé x = 1.
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Muchos anos después (1880), G. Frobenius probé un resultado sobre
series que reivindico a ambos, a saber:

Dada una serie ug + u; + us + ..., si el limite de la sucesiéon de
promedios =l existe v es igual a L, entonces

lim (ug + w1z + ugx?® + usx® + ...)

r—1—

existe y es igual a L.

En muchas ocasiones se ha acusado a Euler del manejo poco “asea-
do” de las series; ésta es una acusacion muy injusta. No podemos exigirle
a un pionero y conquistador que vista de traje y corbata.
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