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Resumen

En esta nota se presenta un aspecto del trabajo de
Weierstrass relacionado con la propagacién de ondas. Se mues-
tra siguiendo de cerca el trabajo original, como la funcién P
describe ondas largas no lineales propagandose en agua poco
profunda.

Se explica como se usa la funcién P para construir explici-
tamente soluciones que son ondas moduladas. Se discute muy
brevemente la aplicacién de estas soluciones a problemas fuerte-
mente no lineales que escapan a métodos de analisis tradicional.

1 Introduccion.

Una de las contribuciones de Weierstrass al andlisis es introducir la
idea de que el comportamiento local y la analiticidad determinan por
completo el comportamiento global de las funciones. En este proceso
proporciona formas explicitas para determinar funciones analiticas en
base a sus propiedades cualitativas. Es decir, posiciéon de sus ceros,
polos, comportamiento al infinito. Este punto de vista permite clasificar
todas las funciones analiticas doblemente periédicas y poder representar
a todas ellas en términos de una de ellas y su derivada. Esta situacién
tiene la gran ventaja de poder clasificar de manera simple a todas las
soluciones de una amplia clase de ecuaciones diferenciales no lineales
que aparecen en problemas de propagacion de ondas y oscilaciones no
lineales. Esta clasificacién se hace en términos de las raices de una
ecuacién algebraica y es la que se adapta de manera natural a la que
se obtiene cualitativamente en el anélisis del plano fase.
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En esta nota ilustraremos esta situacién usando la ecuacién de
Korteweg de Vries, que describe la propagacién de ondas largas en agua
poco profunda. Veremos como la funcién P de Weierstrass clasifica
de manera completa todo el comportamiento posible de las diferentes
ondas que pueden propagarse en agua poco profunda. También se des-
cribe como la parametrizacién en términos de la funcién P se utiliza
para construir soluciones tipo onda modulada. Finalmente se presentan
resultados obtenidos con estas ideas que explican comportamientos no
lineales inesperados.

En recuerdo al Maestro de la Variable Compleja en esta nota se
tratd de seguir de cerca la formulacion original y la manera de calcular
de la época (que de hecho es la misma que se usa hoy en dia). También
al discutir ondas moduladas lo hacemos directamente a partir de la
funcién P y no de las funciones de Jacobi o de las funciones Theta, que
es la manera moderna de calcular.

Esta presentacion, hasta donde el autor conoce, es novedosa. Ilustra
como los diferentes resultados de representacién de funciones obtenidas
por Weierstrass y Mittag Leffler se unifican para aportar, en forma
explicita y directa, informacién cualitativa y cuantitativa fundamental
en un problema importante de propagacién de ondas no lineales.

2 La teoria cualitativa de las funciones
analiticas.

Esta teoria se inicia al formularse la descomposicién de funciones racio-
nales en fracciones parciales. Se demuestra que ella queda determinada
univocamente en términos sus polos, ceros y comportamientos al in-
finito. Es Weierstrass el que establece en forma completa los resultados
de construccion de funciones analiticas arbitrarias en términos de sus
singularidades (finitas o infinitas) y su comportamiento al infinito.

Este andlisis nos dice que la funcién meromorfa mas general con
polos en los puntos b,,n = 1,2, ..., y cuya parte singular es de la forma
Pn((z — bp)™!) donde P, es un polinomio sin término constante tiene
la forma:

)= 2P (;=57) ~mlel} + 902 )
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donce py(z) son polinomios (que se escogen para que la serie converga)
y 9(z) una funcién analitica en todo el plano. En otras palabras que
conociendo el comportamiento local de la funcién es posible determinar
el comportamiento global de la misma. Desde este punto de vista es
posible deducir las propiedades de

> 1 1

fz)= % =

o (2 —mm)?  sin?z

directamente en la serie, asf como también la ecuacién diferencial que
ella satisface. Es de esta forma que Weierstrass introuce las funciones
doblemente periddicas. La presentacién que aqui doy de esta tomada de
Withakker y Watson que a su vez la tomaron de las notas de clase del
propio Weierstrass. Una funcién doblemente periédica, con periodos
2wy, 2wz que son nimeros complejos independientes satisface:

flz+2w) = f(2), [f(z+2w) = f(2).

En el plano z la f queda completamente determinada por sus valores
en el paralelogramo, cuyos vértices son 0, 2w, 2w; + 2ws, 2w,. De la
periodicidad y analiticidad se sigue de inmediato que, si una funcién
eliptica no tiene polos en un paralelogramo fundamental, entonces es
constante. También la suma de los residuos en los polos (que siempre
son un nimero finito en el paralelogramo fundamental) es cero debido
a la doble periodicidad.

Finalmente, [esto requiere una prueba mas elaboradaj, cualquier
funcién eliptica puede expresarse en términos de funciones elipticas
que tienen o bien polos dobles o bien polos simples con residuos de
signo opuesto. La funcién P(z) introducida por Weierstrass tiene polos
dobles. Las funciones de Jacobi tienen polos simples. Una ventaja
matematica de la formulacién de Weierstrass que ahora describiremos
es que cualquier funcién eliptica se puede representar en forma racional
en términos de P(z) y P'(2).

Otra ventaja para las aplicaciones de la formulacién de Weierstrass
es la posibilidad de parametrizar de manera simple soluciones periédicas
a ecuaciones diferenciales ordinarias en términos de las raices de una
cibica. Es esta ventaja y sus implicaciones en la teorfa de propagacién
de ondas la que se describe en la segunda parte de este trabajo.
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Para introducir la funcién P(z) se pueden fijar los polos dobles en
los vértices del paralelogramo, para que la funcién resulte doblemente
periddica. El candidato es pues:

> 1

fay= 3

mmn=-—00

(2)

que tiene los polos en z = 0,z = 2mw; + 2nw,. Sin embargo esta
serie no converge. Este es el mismo problema que se encuentra en el
caso trigonométrico. Se resuelve restando el término constante que no
altera la periodicidad. La funcién de Weierstrass se define como

1
P(z,2wy,2ws) = :3_2_+ (3)

(z — 2mw; — 2nws)?

oof 1 1
+ > -
o { (z = 2mw; — 2nwy)?  (2mw, + 2nw2)2}

donde excluye el término para el que m = n = 0. Con esta definicién
la serie converge y las propiedades de doble periodicidad son evidentes
al rearreglar la serie. La analiticidad también es evidente por la con-
vergencia uniforme de la serie lejos de los polos. La funcién P es par.

Es facil obtener una ecuacién diferencial para P(z). Considérese
P(z) — -2-17 y desarréllese en serie de Taylor alrededor de z = 0. Se
obtiene: 1 1 1

P(z) = = + —g22° + —g32* + 0(2%)

22 20 28
donde:
oof 1 oof 1
=60 , = 140
7 m,nzz:—oo (2mawy + 2nw,)* g mgz:oo (2mw; + 2nw,)8
Por otra parte
2 1 1 5
P’(z) = —? + Egzz + 7932 + O(Z )

Es claro que (P'(2))? y 4P3(z) tienen la misma singularidad en
z = 0, de donde se obtiene

'P'Z(z) - 4P3(z) =—gz 2~ g3+ 0(z2).

Por otra parte la singularidad z~2 se reemplaza por P(z) obteniendo
h(z) = P — 4P3(2) + g2P(z) + g3 = 0(2?). De aqui se concluye que
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h(z) es regular en z = 0. Como es doblemente periédica sus tnicas
singularidades estdn en los vertices del paralelogramo. Como éstos
vértices son translacién del origen por periodos (2w, 2w-) es claro que
h(z) es regular en esos puntos por serlo en z = 0. Luego h(z) esta
acotada y como es doblemente periédica lo estd en todo el plano. Se
sigue que h(z) = constante. La constante es cero ya que h(0) = 0. De
aquf se sigue que P(2) es soluci6n de la ecuacién

P?(2) = 4P*(2) — g2P(2) — g3. = C(P) (4)

Desde luego la solucién general es P(z + ) donde a se determina
usando las condiciones iniciales.

Si las raices de la cibica C(p) se denotan por €;, é;, €3 se tiene que
P?(z) = 4P-é)(P-é&)(P—¢;) donde
g3 = 4€1€2€3, ga, 4(€162 + €263 + €163) = go
0 = e;+eér+é;3

Resumiendo se tiene que dados dos periodos 2wy, 2w, es posible
construir una funcién doblemente periédica que satisface una ecuacién
diferencial con parametros é;, €5, €3 funcién de los periodos. El reciproco
también es cierto. Es decir dados €, €3, €3 diferentes se puede construir
los periodos y la correspondiente funcién eliptica. La prueba de este
resultado es de existencia y el lector interesado puede consultar [2].
Una vez establecida la existencia, el calculo de los periodos se hace
en términos de integrales elipticas tal como se ilustrard en la siguiente
seccion.

La ecuacién para P es andloga a la que satisfacen dos funciones
trigonométricas excepto que la cuadritica que define a la funcién tri-
gonométrica ahora se reemplaza por la cibica. Por la misma razén
es de esperarse que P(w;), P(wz) y P(ws), ws = (—w; — ws), estén
relacionados con las raices de la cibica. Para esto basta observar que

’P’(wi) = ——P’(—w,~) = —'P’(2w,~ - w,-) = ——P'(’LU,;)

de donde P’'(w;) = 0. De aqui se sigue que P(w;) es raiz de la cibica,
que define a P.

En conclusién, pueden construirse funciones doblemente periédicas
que tienen un comportamiento andlogo a las funciones trigonométricas.
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De esta forma, al igual que las funciones trigonométricas, describen
oscilaciones, en este caso no lineales como se explica en la siguiente
seccion.

3 Propagacién de ondas largas en agua
poco profunda.

Al estudiar ondas largas en agua poco profunda Korteweg y de Vries
obtuvieron una ecuacién para la amplitud 7 de la onda. Esta ecuacién
es '

37 Co,9
T a7 Nz —h, Tz — 0
e+ Colla + Cog 7 Tle + h (5)

El parametro hy es la altura del nivel medio. La velocidad
co = v/gho es la apropiada para ondas lineales en agua poco profunda.
Esta ecuacién tiene términos dispersivos

C
M + Collx + gohgnz:m:

y un término no lineal Co%',f’gnz que viene de la conservacién del mo-
mento en las ecuaciones de la mecénica de fluidos. Esta ecuacién des-
cribe ondas cuando la dispersién y el término no lineal que produce el
rompimiento de las olas estan en equilibrio.

Resulta de interés encontrar soluciones con la forma de ondas via-
jeras para luego tratar de explicar, al igual que en el problema lineal,
la evolucién de condiciones iniciales arbitrarias en términos de estas
soluciones elementales.

Se buscan pues soluciones de (5) con la forma n = ho¢(z — Ut)
donde U debe determinarse como parte de la solucién al problema. Es

importante notar que si 77 es solucién también lo es la transformacién
de Galileo de 7. Es decir

3 Com

2 ho

también es solucién. Con el cambio de variables se tiene que ¢ satisface
la ecuacién ordinaria

nz-Ut)+m con U =U+

12111 § ;o @_ ;) _
5" +50¢ - (G -1) ¢ =0
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donde ¢’ denota la derivada con respecto a £ = z — Ut. Integrando la
ecuacion se obtiene:

1 U
31307 = =8 +2 (=~ 1) ¢+ 466+ H = Q(9)

donde G' y H son constantes de integraciéon. Dado que ¢ puede reem-
plazarse por ¢ + m podemos escoger H = 0 quedando una de las raices
de la ctlbica Q(¢) igual a cero. Para obtener soluciones ¢ que sean
periddicas las raices de la cibica tienen que ser reales. Tomemos las
raices a > 0 y a — 3 < 0. Tenemos asi que

1126” = pla— $)(6— a+ )

3
y la solucién oscila entre 0 < ¢ < a. La velocidad tiene la forma
U 200 —
— =14 a ﬂ
Cop 2

y sorprendentemente depende de la amplitud « de la onda. Es decir
mientras mayor es la amplitud a de la onda mayor es su velocidad U.
Este es un hecho que se observa al ver las olas que rompen, debido a
que las mas altas viajan mas rapido. La onda periédica mas general se
obtiene tomando

U 20— m3
b=t m = T T e

donde f satisface la ecuacién

W7 = (f+m)(a—m— )(f —a+p+m)

Esta ecuacién describe a la onda periddica en términos de los tres
parametros m, y 3. Como iltima transformacién cambiamos de va-
riable independiente y tomando f = —g (g,%&) se obtiene

0

g% =4(g—e1)(g — e2)(g —e3) (6)

donde e; = m,e; = m— a,e3 = —a + [ — m. La solucién g oscila entre
las raices e; y es.

La ecuacién que satisface g es muy parecida a la que satisface P.
De hecho, haciendo el cambio de variables

g=h+M
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la ecuacién para h escogiendo M = e; + e; + e; es precisamente la
ecuacion para la funcién P, es decir

h? = 4h® — goh — g3 = 4(h — &)(h — &)(h — &)

donde las constantes positivas g y g3 estan dadas por
g3 = 4€,6z€3, gs = 4(6152 + éxé3 + élég) , €1+eéx+é3=0

con €, =e — M, é, =e — M, € = e3— M. En este caso, la
solucién h oscila entre las raices €; y €2. Dado que la ecuacién para h es
satisfecha por la funcién P(£ + a) en la siguiente seccién estudiaremos
en detalle el comportamiento de las soluciones asi como su relacién con
las ondas en agua poco profunda.

4 Solucién del problema en términos de
la funcién P.

El problema es el de determinar la constante a asi como los periodos
2w; y 2w, de la funcién P que satisface la ecuacién (6).

En primer lugar dado que h(§) = P(£ + a) tenemos que P oscila
entre las raices €; y €;. Por esto, el periodo real 2w, estd dado por
é d
2’(1)1 = 2/: ’ = v = =
& y[4(u—&)(u—&)(u—é,)

De la misma manera, si €; < h < é3 la solucién es periodica como
funcién de la variable i£. El periodo complejo estd dado por
€s du
% [ — I—
é \/(el —u)(u — é2)(u — é;)

2’11)2

Esto fija los periodos 2w, 2w,. Finalmente, si h > €3 la solucién va
a infinito en un tiempo finito ya que

00 du
/es \/(él — u)(u — &)(u — &3)

es convergente. Para determinar la constante a recordamos que los
valores P(w,), P(w2), P(ws) donde w3 = —(ws + w;) son raices de la
cibica c(t) = 4(t — €;)(t — €2)(t — é3) =0
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De la forma (3) de la funcién P es facil ver que cuando a = w, la
funcién h(z) = P(z+w;) tiene un polo para z = w;. De aqui P(w;) = &;
ya que sélo en este caso la funcién se hace infinita en un tiempo real
finito w,. Para tener una oscilacién regular periodica se debe tener
a = ws. En este caso la funcién h(z) = P(z + ws) es regular y periddica
para £ real ya que w, es puramente imaginaria. Tenemos ademds que
h(0) = P(wz) puede ser bien é; o €». Esto determina explicitamente la
solucién periodica que oscila entre los valores €;, € y que representa la
onda viajera.

Estudiemos ahora la soluci6n para la altura de la onda f en detalle.
Tenemos:

3
f=—-M—-h=—(e1 +ey+e3) — Pz + ws, 2w, 2w;)z = ;2_
0
donde
1
Pz +we) = (_2_4_-—11—12)_2+

N z': 1 ~ 1
o | (2 +we — 2mwy — 2nwq)? (2nwy + 2nw,)

Sabemos que esta solucién depende de tres parametros e; < e, < e3.
El promedio de la altura de la onda sobre un periodo es

_ 1 2un

!
f=‘2'6)‘1' fde =—(e1 +ex+e3) — Z

0 o (m2w, + 2nw2)

Por otra parte, la onda oscila entre €; y €2 de aqui que su amplitud
maxima es €; — €; = e; — e;. El periodo, real 2w; que es la longitud de
la onda depende de la amplitud ya que la integral que da el periodo w;
depende de e; y €.

Finalmente, la velocidad de la onda depende de la altura media f
y de la amplitud. Tenemos pues ondas de forma permanente cuyas ca-
racteristicas de propagacién estdn determinadas por su amplitud. Esta
situacion es consecuencia de la no linealidad del problema. Esta familia
de ondas describe fenémenos importantes que se han ebservado y que
a continuacién presentamos.

El primer caso es cuando la amplitud de las ondas es pequeina com-
parada con su longitud. Es decir el término cibico es despreciable con
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respecto al cuadrético en la ecuacién (6). Las raices €; y €; se acercan
la una a la otra. El lector interesado puede convencerse que al buscar
una solucién aproximada de la forma g = é; + (é-— é)p y despre-
ciar términos de mayor orden que (€; — €;)?, la ecuaci6n para p tiene
una solucién trigonométrica cuyo periodo resulta independiente de la
amplitud pequena (€; — €).

Veremos ahora que la familia de soluciones que encontramos se re-
duce precisamente a las ondas lineales cuando €; — €;, desde luego €3
se mueve consistentemente con la restriccién €; + € + €3 = 0.

De la expresién para los periodos vemos que cuando é2 — ¢€; el
periodo real

du T

2w = ”
/el V(= &) (u— &)(u— &) T Va-a

Por otra parte, el periodo complejo

du wy

2wg =1 " —i-ln(eg — e )—
v=il, S - wu-eu—d) e

El lector puede convencerse de esto usando una integracién por
partes en el término ((u — & )(u — &;))~'/2 o bien usando el célculo
de residuos.

Vemos asi que los polos de P van a infinito. Por otra parte el periodo
real se vuelve independiente de la amplitud e; — e;. Invitamos al lector
a verificar que la aproximacién propuesta en la ecuacién diferencial
recobra el mismo resultado.

Para estudiar el comportamiento de P recordamos que P es una
funcién periédica. Como tal puede desarrollarse en serie de Fourier,
obteniéndose

1 2w "
P(E + ws) Za,, e, = %/0 P(E + wo)e "oréde
1

Para calcular a, se completa el contorno de integracién sobre el
eje real al paralelogramo de periodo de P. Los dos lados verticales
no contribuyen porque la funcién es periédica. Por otra parte hay
un residuo en £ = —w,. Las integrales sobre los lados horizontales se
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combinan para dar

2
M2 Lol o L2l

an = n—e o [(1—€e"wm ). n>0
wj

Observamos que como P es analitica, sus coeficientes de Fourier
tienden a cero exponencialmente cuando |n| — oco. El valor medio, que
es ay, estd dado por

ap = —— /0 U PlE + wp)de

2w1

Ahora cuando ey — e; w; — 73—3-71 = w? mientras que |wy| — oo.

Todos los coeficientes de fourier tienden a cero exponencialmente
cuando e; — e;. De aqui los términos de orden mas bajo esta dado por
ag y a1, los demds son mds pequenios. Podemos asi aproximar, haciendo
las substituciones en la expresién para P de w; por su comportamlento

dominante cuando e; — €; la expresiéon

7r
Pz +ws) = af® + -~z (€2 — €1)cos—z + Ofez — €,)?
1

1
2 (w)? wi
cuando e; — e;.

El valor medio ag° se calcula directamente de la expresion en serie.
Tenemos

Jim P(€ +ws) =Y 1o——— = lim P(ws) = Jim er = ej.

_)
. 750 2mw1 w

Esta expresion desde luego es la misma que la obtenida por el lector
a partir de la ecuacién diferencial aproximada. Vemos asi que la funcién
P recobra la aproximacion de ondas lineales cuando la amplitud es
pequena.

Examinemos el extremo opuesto, que es el de la onda de maxima
amplitud posible. En este caso tenemos que é; — €3 donde €; se mueve
consistentemente. En este caso el lector puede verificar que la ecuacién
diferencial que se aproxima por la ecuacién:

P=4(f - &) (f - &)
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puede integrarse en términos elementales. La solucién es una funcién
hiperbdlica que tiene un solo minimo para f = é; < 0 y que se acerca
asintoticamente cuando |£| — oo al valor €.

Esta solucién es la llamada onda solitaria. Ahora daremos la forma
de esta funcidn a partir de la funcién P e invitamos al lector a comparar
este resultado con el obtenido directamente de la ecuacién diferencial.

Para encontrar el limite de P cuando é; — €3 observamos que el
periodo real w; — oco. Este desde luego es responsable del hecho que la
solucién deja de ser periodica y tiene por asintota a €;. Por otra parte,
el periodo imaginario

%ig
Va-a O
En este caso, el limite se obtiene directamente de la serie que define

a P. Los tnicos términos que no son cero son aquellos que no involucran
a wy. Se tiene asi que

2wy — cuando €3 — €3.

1 1 ~_ 1
PEtv) = et L G - w2 By

+0(wy)

El término independiente de z suma &;. Este resultado se obtiene
al substituir el valor de 2w, en el limite w; — oo y sumar la serie
que resulta. Por otra parte los términos dependientes de z pueden
reescribirse como '

& 1
A G e
™ & 1 0, 2T
S Wl e T T T e (=)

utilizando el desarrollo, también debido a Weierstrass, de una funcién
en términos de su comportamiento en los polos. La solucién en este
limite queda en la forma

\/%—e—l) +0(wi?)

que representa precisamente una onda solitaria.

Pz +w,) = &3 — (&3 — él)sechz(

Esto demuestra que la funcién P(€ + ws, wyw2) interpola, como
funcién de é; entre las soluciones linelaes y las ondas solitarias. Al
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acercar €, a €; la amplitud disminuye y la onda viaja con un periodo
independiente de la amplitud. A medida que é; se acerca a €3 el periodo
aumenta, depende de la amplitud y la solucién se convierte en el limite
en una onda solitaria.

Es conveniente interpretar esta situacién en términos de los parame-
tros originales e, ez, e3. Para ello fijemos los parametros e; y e3 y pense-
mos a e; < €3 < €3 como variable. Es claro por la discusién anterior que
€2 — €3 cuando e; — e3, y la solucién se convierte en un valor medio
—(e1+2e2) con una onda solitaria con amplitud —é; = —(e;— M) = 2e3.
Por otra parte €; — €, cuando e; — e; y se tiene una oscilacién lineal
de amplitud pequeiia sobre un valor medio —(2e; + e3).

Vemos asi que al variar el parametro ez, la funcién P interpola
las soluciones que comienzan en la onda lineal y terminan en la onda
solitaria. Los parametros e; y e3 que son arbitrarios fijan la amplitud de
la onda solitaria y el valor medio de la onda lineal. Estos se determinan
usando las condiciones iniciales del problema.

Esta propiedad de interpolacién es la que hace posible utilizar esta
familia de soluciones para consturir de manera analitica soluciones
aproximadas a una gran variedad de problemas. En la siguiente seccién
describiremos las ideas basicas de este procedimiento.

5 La Teoria de Modulaciones.

Puesto que la familia de soluciones dada por la funciéon de Weierstrass
P parametriza un amplio rango de comportamientos resulta natural [1]
(y este es uno de los grandes pasos de la asintética moderna para pro-
blemas no lineales) buscar soluciones aproximadas al problema original
con la forma de ondas moduladas. Es decir, suponer que los parametros
e1, ez, e3 de la solucién no son constantes sino son funciones de las varia-
bles (z,t). Desde luego la propuesta ya no sera solucién. Sin embargo
si ey, ez, €3 varian lentamente con respecto a las escalas espaciales (es
decir e /e; , e;z/e; << 1) y temporales de la onda que definen puede
buscarse una solucién aproximada a la ecuacion original de K d V en

la forma
3
u=Y e(z1t) + P(z + wy, (z,1), w1 (g, t), wa(x, t)) + uV

i=1
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donde u() es pequeiia; del orden de (€iz, €it/€;). Al substituir en la
ecuacion se obtiene, a primer orden, una ecuacién no homogénea para
u(V. Para que su solucién u(?) resulte efectivamente pequeita el término
no homogéneo debe satisfacer condiciones de compatibilidad (determi-
nadas por la alternativa de Fredholm). Estas condiciones son ecuaciones
parciales que satisfacen los parametros e;, e, €3 y se llaman las ecua-
ciones de modulacién, ya que al variar los parametros estos modulan
la forma de la onda. De hecho Whitham [3] encontré originalmente las
ecuaciones en términos de los parametros de las funciones de Jacobi,
luego utilizé las raices de la cibica para simplificarlos. Posteriormente
se uso la teoria de Superficies de Riemann para obtener el resultado para,
fases miltiples. Es el hecho de que el comportamiento de la funcién P
estd parametrizado por sus raices lo que permite obtener una expresiéon
sencilla praa estas ecuaciones como:

ei + Ci(er,e2,€c)ei =0 1=1,2,3.

donde las funciones reales C; estan expresadas en términos de los perio-
dos 2w, y 2w,. Este resultado es sorprendente e inesperado. En primer
lugar las ecuaciones son hiperbolicas. Esto nos dice que cambios en los
parametros de la funcién P se propagan con velocidad finita. También
esto nos dice que las modulaciones son estables ya que si son pequenas
permenecen pequenas. Finalmente las ecuaciones para e; estan casi de-
sacopladas. A pesar de ser no lineales admiten soluciones relativamente
simples en casos de gran interes que ahora describimos.

El primer ejemplo es la solucién a la ecuacién de KdV (1]

U+ 6uty +Ugey = 0

{1 <0

u(z,0) 0 z>0.

En este caso existe una solucién de onda modulada con parametros
€1, e constantes y e, con e; < e; < e3, que satisface

ey + Ca(e1, e2,e3)ex, =0
La solucién esta dada implicitamente por

T
02(61, €2, 83) = -t-
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Se obtiene que cuando £ = u; > 0,e; — e3 y cuando T =u; <0,
ez — ;. Es decir que la discontinuidad se resuelve en una onda modu-
lada con un soliton de amplitud méxima al frente que viaja hacia z > 0,
seguido por solitones de menor amplitud. Se genera también sobre Ia
caracteristica £ = uot un tren de ondas lineales que se propaga en la
regién z < 0; viajando hacia la izquierda.

Estas ideas también han explicado la influencia de poca dispersién
en la formacién de ondas de choque. El problema es el de estudiar la
ecuacion de KdV

u(z,a) = % — arctan Az

Cuando € = 0 la condicién inicial desarrolla una singularidad en
uz en tiempo finito. Esta se resuelve en una onda de choque cuando
€ = 0. Sin embargo cuando € > 0 a medida que u; se hace cada vez mas
grande el término €ug;, se vuelve importante. Gurievich y Pitaevskii
[1] mostraron, usando nuevamente una solucién de las ecuaciones de
modulacién que la onda de choque que seria la solucién de (7) para
¢ = 0 se resuelve en un tren de solitones y oscilaciones.

Este mecanismo explica también la evolucién de inestabilidades
numéricas que general los esquemas de diferencias finitas que calcu-
lan ondas de choque. (Esta inestabilidad se debe a que el error de
truncamente introducido por la discretizacién de la derivada se mani-
fiesta como el efecto de un pequeno término dispersivo. Este a su vez
introduce oscilaciones en forma de solitones.

Durante los dltimos 10 afios estas ideas se han extendido a soluciones
multiplemente periddicas utilizando las generalizaciones a la funcién de
Weierstrass a varias o infinitas variables complejas [1]. Actualmente la
combinacién de ideas de geometria algebraica, que extienden los tra-
bajos de Weierstrass y de asintotica estan abriendo la posibilidad de
entender multiples mecanismos de propagacién e interaccién de ondas
no lineales.
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