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Resumen

Se define el nimero cromadtico circular x.(G) de una grafi-
ca G, el cual es un refinamiento del niimero cromatico
X(G). Se hace una revision de las familias de gréficas pa-
ra las cuales y. es conocido. Se presenta la aplicacion del
nimero cromético circular al estudio y resolucién de un
problema de trafico, que consiste en minimizar el tiempo
de avance de vehiculos y personas en un cruce de calles,
presentando un andlisis minucioso de algunos cruces par-
ticulares.

1. Introduccion

Se define una gréfica como una pareja G = (V,E) donde V es un
conjunto finito y E es un conjunto de parejas no ordenadas de elementos
de V, a los elementos de V' se las llama vértices y a los elementos de
E, aristas. Los vértices son representados por puntos y las aristas por
lineas que unen pares de vértices. Para mayor claridad, se usa V(G) y
E(G) en lugar de V' y F respectivamente, cuando esto sea conveniente.

Se entiende por una coloracion propia de una grifica G = (V, E) a
una funciéon ¢ : V. — S, donde S es un conjunto de colores, tal que
c(v) # e(w) si vy w son vértices adyacentes. El entero mas pequeno
k, para el cual existe una coloracion propia con k colores de G, se de-
nomina namero cromdtico de Gy se denota por x(G). En 1988, Vince
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[12] introduce una generalizacién del concepto de coloracién propia de
una grafica, a esta se le denomina coloracion circular. Aplicando este
concepto se tiene el nimero cromético circular x.(G) como una gene-
ralizacién del nimero cromatico x(G) para una grafica G.

En las secciones 2 y 3 de este trabajo, se define el nimero cromético
circular x.(G) de una grafica G y se hace un resimen de las familias
de graficas para las cuales se conoce su coloraciéon circular, asi como
cotas que permiten una aproximacién al calculo de x.(G), en vista de
que hallar el nimero cromatico circular de una grafica es un problema
NP-completo. Si bien no se dan demostraciones, se indica la bibliografia
en la que pueden encontrarse estas [14] ], incluyendo la tesis de He-
rrera [6]. En dicha bibliografia las demostraciones se exponen con gran
detalle.

La coloracion propia de una grafica se puede aplicar en la asignaciéon
de tiempos a los semaforos de un cruce vehicular, al construir una grafi-
ca G(Viy, Fyr) como modelo de un cruce. En la grafica G(Viy, Ey), Vg
contiene todos los movimientos permitidos en el cruce y E,; esté for-
mado por pares de vértices de V), tales que sus movimientos correspon-
dientes no pueden efectuarse en el cruce simultdneamente. Suponiendo
que cada movimiento tiene el mismo intervalo de tiempo para avanzar
en el cruce, una solucion al problema es asignar una coloracién propia a
la grafica G(V)y, Ey). Cada clase cromética de la grafica contendra mo-
vimientos que pueden avanzar por el cruce de manera simultanea sin
ningun riesgo; sin embargo, para algunas graficas de este tipo es posible
mejorar el tiempo de avance de los movimientos si se aplica el concepto
de coloracién circular a la gréafica G(Vyy, Eyr). La aplicacién es tratada
en la seccion 4.

2. Conceptos fundamentales

En este trabajo se consideran graficas simples (sin lazos ni aristas multi-
ples). Cuando una grafica G tiene lazos no es posible definir una co-
loracién circular apropiada, si la gréfica G tiene aristas multiples, la
coloracién circular de la grafica simple subyacente se mantiene para la
grafica G.

2.1 Definiciones

En esta seccion se define el niumero cromdtico circular de una grafica
en dos formas equivalentes. También se mencionan algunas propiedades
fundamentales de este pardametro. La primera se basa en el concepto de
una (k, d)—coloracién de una gréfica.
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Para dos enteros positivos k, d, k > 2d. Una (k, d)— coloracion de una
grafica G es una asignacién ¢ de un color, tomado del conjunto de colores
{0,1,...,k — 1}, a cada vértice de G tal que para cualesquiera dos
vértices adyacentes x, y en G, se cumple que d < | ¢(x) — c(y) | < k — d.

El nimero cromético circular x.(G) de una grafica G, se define como:

X(G) = inf{s . existe una (k, d)—coloracion de G'}. (1)

Otra forma de definir el nimero cromatico circular de una grafica G,
es usando el concepto de una r—coloracion circular de G.

Sea r > 2 un numero real, y sea C" un circulo de perimetro r. Una
r—-coloracion circular de una grafica G es una funcion c¢,, que asigna a
cada vértice de GG un intervalo abierto de longitud 1 en C", tal que para
cualesquiera dos vértices adyacentes z, y en G, ¢,.(z)Ne,.(y) = 0. Se dice
que G, es r—circular coloreable si existe una r—coloracién circular de
G. Usando el concepto anterior, se puede definir el niimero cromatico
circular de una grafica como:

Xc(G) = inf{r : existe una r—coloracién circular de G'}. (2)

En [I] se demuestra que el infimo en (1| y [2] siempre es alcanzado,
luego infimo puede ser reemplazado por minimo. Ademads, en [I4] se
demuestra que x.(G) es siempre un nimero racional.

Si se corta la circunferencia de C" en cualquier punto se obtendra un
intervalo de longitud r isomorfo a [0, 7). Se considera la circunferencia
orientada de acuerdo con las manecillas del reloj y se asocia 0 con el
punto de corte. Si GG es una grafica que tiene una r—coloracién circular,
se define una funcion biyectiva ¢, : V(G) — [0, 7). Para cada intervalo
¢, (x) que corresponde a un vértice x de G en la r—coloracién circular, se
asigna c..(z) al punto inicial del intervalo ¢,(x), entonces para cualquier
arista (z,y) de G, se cumple que 1 < | d.(z) —c.(y) | <r—1.

En la figura 1 se presenta una (5,2)—coloracién para el ciclo C5 con
sus vértices etiquetados como a, b, ¢, d, e, asi como una 2.5—coloracién
circular con los intervalos senalados en gris y la 2.5—coloracién circular
en el intervalo [0, 2.5).

Observaciéon 2.1.

Si x.(G) = £, G tiene una (k,d)—coloracién. Sea c(z) el color de z,

tal que z € V(G). A la (k,d)—coloraciéon de G le corresponde una
c(x

s—coloracién circular y se tiene que: ¢, () = T)' Si se tiene la %—colo—
d

racién circular, de la misma igualdad se puede obtener c(x), pues en
ese caso se conocerd ¢ (x), ver la figura 1.
d

Observacién 2.2.
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Figura 1. (a) (5,2)—coloracién de Cs. (b) 2.5—coloracién circular de Cs
vista en la circunferencia C?°. (c) 2.5—coloracién circular de C5 vista en el
intervalo [0, 2.5).

1: Una forma de calcular el niimero cromético circular y.(G) para
una grafica G, es hallar el menor nimero racional k/d, para el cual
existe una (k, d)—coloracién de G.

2: Para cualquier grafica G, una (k,1)—coloracién es una k—colo-
racién propia de G.

2.2 Cotas principales para el niimero cromatico circular

Dada una grafica G, se sabe que el célculo de x.(G) es un problema
NP-duro, ver [§]. Por ello es tan importante poder determinar cotas
para X.(G) y para los enteros k y d que lo forman.

El niimero cromatico circular es un refinamiento del niimero crométi-
co de una gréfica, luego x(G) es una cota superior para x.(G). En [§]
se demuestra que para toda grafica G se tiene que x(G) — 1 < x.(G).
Resumiendo lo anterior:

X(G) =1 < xe(G) < x(G). (3)

Una subgrafica completa de una grafica G es llamada un clan de
G. Un subconjunto S C V(@) de una grafica G, es llamado conjunto
independiente si para cualesquiera dos vértices x, y € S, (z,y) ¢ E(G).
Se denota por w(G) al nimero clanico de Gy por a(G) al nimero de
independencia de G, definidos a continuacion:

w(G) = méx{|S| : S es un clan de G},
a(G) = max{|S| : S es un conjunto independiente de G'}.

Si G es una gréfica completa, w(G) = x.(G). Si G no es completa,
todos los vértices de cualquier clan de G, deben ser enviados a intervalos
distintos sobre el circulo C' que define su nimero cromético circular,
asi w(G) < x.(G). Luego:

w(G) < xe(G) < x(G). (4)
Si xe(G) = g, se tiene que:
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i. d < a(G), pues en la %—coloracién circular, todo vértice es cu-
bierto por un conjunto independiente de tamano «(G), dado que
los intervalos de longitud 1 rodean a la circunferencia de longitud
§ en a lo mas d veces.

ii. £ <] V(G) |, pues el maximo nimero de asignaciones necesario
para colorear los vértices de una grafica es a lo mas el nimero de

vértices de la misma, tal como ocurre con las graficas completas.

Respecto al ejemplo que se ilustra en la figura 1, donde se asigna
a C5 una g—coloracién circular, se tiene que a(Cs) = 2 luego d < 2,
y k <5 = |V(G)|]. En el inciso b de la figura 1, los intervalos de
longitud 1 se representan como un arco limitado por cabezas de flechas
y se colocan fuera de la circunferencia, para mayor claridad. Se puede
observar que los vértices que forman un conjunto independiente pueden
intersectarse, como es el caso de los intervalos correspondientes a los
vértices a, ¢ y d. El hecho de que a(C5) = 2 corresponde en la figura 1

a las dos capas de intervalos que circundan a la circunferencia.

Observacion 2.3. Si H es una subgréfica de G, se tiene que x.(H) <
Xe(G)-

2.3 Complejidad Computacional

Determinar el valor de x.(G) para una grafica dada G, es un problema
NP—duro [§]. En [I] se demuestra que para cualesquiera dos enteros
positivos k, d con k > 2d, decidir cuando x.(G) < k/d para una grafica
G, es un problema NP-completo.

Una grdfica planar, es una grafica que se puede dibujar en el plano de
forma que ningin par de aristas se corten geométricamente, excepto en
un vértice en el que ambas incidan. En [9] se menciona que calcular el
nimero cromatico circular de una grafica planar dada, es un problema
NP- completo.

Otro problema de interés, es decidir cuando x.(G) = x(G), para una
grafica G. Guichard [4] mostré que es NP—duro determinar cuando una
grafica arbitraria G, satisface x.(G) = x(G), ver también [14]. Aun
para casos especiales de graficas, tales como graficas planas, gréaficas
de lineas, el problema de determinar si x.(G) = x(G) también es un
problema NP-duro.

3. Familias de graficas con niimero cromatico
circular conocido

El niimero cromético circular de un gran nimero de gréficas ha sido
estudiado por numerosos investigadores. En [§] aparece una tabla que
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resume algunas de las familias de graficas para las cuales se conoce
X.(G), aqui se complementa con otras familias menos conocidas y con
la ilustraciéon de una grafica que pertenece a cada una de las familias
mencionadas. En particular resultan interesantes las familias de graficas
para las cuales x.(G) < x(G).

3.1 Tabla de familias de graficas con x.(G) conocido

Gak

Familia de gréficas x(G) Xc(G) Gréfica Referencias
Petersen 3 3 @ [12]
Gréficas bipartitas 2 2 % [6]
Ciclos pares 9 9 [8]
Ca,
Ciclos impares
3 2+ 1 8l
Copt1 k
Graficas Completas
n n i8]
K,
Ruedas pares 3 3 &l
Woag
Ruedas impares [14],
Wakin ! ! &
. ¢
Ruedas rotas pares 3 241 [8]

Roy

S

Ruedas rotas impares L4 [14],
G2k+1 3 3 [10}
A
spas pares 3 3 ]
Cuadro 1: Familias de graficas con x.(G) conocido
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Aspas impares 4 3 _‘_% Bl
Rojpt1
Gréficas G Kl & [8]
Prismas triangulares 3 3 Ny [3
Qsk 1
Prismas triangulares 4 3 _~_% B3]
Qskt1
Prismas triangulares 4 3+ TI-H - . \0/ - 3
Q3k+2 e
Gréficas Hp n 4 z 3]

Cuadro 1: Familias de graficas con x.(G) conocido

Muchas de las familias de graficas que aparecen en la tabla han si-
do suficientemente tratadas en la teoria de gréaficas. A continuacién se
presentan las definiciones para las familias menos conocidas. Para cada
familia definida se exhibe una (k,d)—coloracién de sus vértices, dado

que § es su numero cromatico circular.

3.2 Familias menos conocidas

Sea W} una rueda, a cada arista que une el vértice u de grado k£ con
cada uno de los vértices del ciclo C}. etiquetados como ¢, ¢y, ..., cr_1,
se les denomina rayo de Wy. Una rueda rota Gy, es la grafica obtenida de
W, agregando a cada rayo (u, ¢;) de Wy un vértice v;, de tal manera que
cada arista (u,¢;) queda dividida en dos aristas, parai =0,1,...,k —
1. En la figura 2a se muestra a G, con una (5,2)—coloracién de sus
vértices.

Un aspa R, se obtiene de un ciclo Cs, con vértices consecutivos
etiquetados como cg, ¢q, ..., c,—1 aumentando un vértice u, el cual es
adyacente a cada vértice co; parai =0,1,...,n—1y c9;_1 es adyacente
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& C2i41(moden) Para @ = 1,2,...,n. La figura 2b muestra a R5 y a una
(7,2)—coloracién asociada a sus vértices (n = 2k + 1).

1 4

a)

Figura 2. a) (5,2)—coloracién para Gg. b) Grafica Rs con una (7, 2)—coloracién.

Sean k, d enteros positivos, con k > 2d. La grafica G{ es una grafica
con k vértices, vo, vy, ..., vx_1, tal que (v;,v;) es una arista de G¢ si y
solosid < |i—j | < k—d. El nimero cromético circular de las graficas
G es justamente x.(GY) = S. Una £ —coloracién circular de G% puede
verse en [8) [6].

Un prisma triangular ), es una grafica planar que se define de la
siguiente manera:

Qn = (Vo, Eg), donde Vi = {ug, w1, ..., up—1} U{vo,v1,...,0p_1}, €l

conjunto de aristas Eg consiste de dos n—ciclos, (ug,u1,...,Up—1) ¥
(Vo, V1, ..., Up_1) ¥ 2n aristas (u;, v;), (w1, v;) paracadai =0,1,2,...,

—1 = En la fi 3 10 _col i6
n (uo = uy). En la figura 3 aparece Q5 con una - —coloracién
circular.

Figura 3. (a) Gréfica Q5. (b) 2 —coloracién circular para Qs.

Sean Wo, 11 vy Wapi1 dos ruedas impares y (a,b) y (¢, d) dos aristas
de Ws,11 v Woy1 respectivamente, las cuales no son incidentes a los
vértices centrales correspondientes de Wy, 11y Wop,11.
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La grdfica H,, ,, es la grafica obtenida de la unién disjunta en aristas
de Wo,i1 y Wopaq identificando los vértices a y ¢, borrando las aristas
(a,b) y (c,d) y agregando una arista de b a d. Al procedimiento anterior
se le conoce como suma de Hajds. En la figura[d] se puede observar una
grafica Hy; con una %—coloracién circular.

=M
T Nl
Foowlo

S| o=
Q| F lw
> | F owlo
<.

O (WA

A
%

Figura 4. Grafica H»1. (b) Z—coloracién circular para Ha 1.

3.3 Otras familias de gréficas
3.3.1. Graficas planas

En [I4] se demuestra que para cualquier nimero racional r con 2 <
r < 4, existe una gréfica planar G' con x.(G) = r, ver también [13], [7].
Por el teorema de los cuatro colores, se sabe que para cualquier grafica
planar, x(G) < 4. En el otro extremo, hay gréficas planares como los
ciclos pares y los arboles que tienen nimero cromatico circular igual a
2. La grafica nula Gy es aquella que no contiene aristas, dicha grafica
es planar con x.(Gp) = 1. Luego 2 < x.(G) < 4, para G una grafica
planar con al menos una arista.

Si G es una grafica planar que contiene uno o mas triangulos se
tiene que x.(G) > 3. En [3], se estudia una familia infinita de gréficas
planares libres de tridngulos {Gayy1}, con nimero cromdtico circular
igual a 3, formada por las ruedas rotas impares. Una familia, tal que
X alcanza la cota superior para las graficas planares, esta formada por
las ruedas impares Woyy1, con x.(Wogs1) = 4.

3.3.2. Gréaficas serie-paralelo

Se dice que dos aristas son paralelas si comparten sus dos vértices extre-
mos. Una grdfica serie-paralelo es una grafica 2-conexa que no contiene
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a K, como menor. La construccién de las graficas serie-paralelo se co-
mienza con un ciclo que tiene justamente dos aristas. Se reemplaza una
arista por dos aristas paralelas o por dos aristas serie, en la gréfica re-
sultante se aplica a una de sus aristas alguna de esas dos extensiones,
para obtener otra gréafica, asi sucesivamente se construyen las gréaficas
serie-paralelo, ver [I1].

Si G es una grafica serie-paralelo, se sabe que x.(G) < 3. Si una
grafica serie-paralelo G contiene un tridngulo, entonces x.(G) = 3. En
[5], se demuestra que para una grafica serie-paralelo G, si G tiene cuello

ak

al menos 2| 21|, entonces x.(G) < 5%, Para k = 2, si G es una
8

grafica serie-paralelo libre de triangulos, ésta cumple que x(G) < 3.
Por lo tanto, el nimero cromatico circular de una grafica serie-paralelo

esBoalomés%.

4. Aplicacién de coloraciones circulares al problema
de intersecciones viales

4.1 Terminologia basica y presentaciéon del problema

En este trabajo se estudian las intersecciones viales o cruces de calles
o caminos, como una aplicacion del nimero cromatico circular. Una
interseccion en la que ocurren congestionamientos debe ser controlada
por algun dispositivo para evitar puntos de conflicto. En general los
dispositivos usados son los semdforos.

Los semaforos se colocan en los cruces de acuerdo con ciertos li-
neamientos que condicionan tanto su instalaciéon como la eleccién del
tipo de seméaforo que conviene usar [2]. Vale la pena mencionar que un
semaforo esta compuesto por lentes, en general tres, de colores rojo,
ambar y verde. En algunas ocasiones se usan también lentes con fle-
chas. Las intersecciones viales mas comunes son las de tres y cuatro
accesos o calles que concurren en ellas, los cruces con cinco o mas acce-
sos son propios de las grandes ciudades. Se hace énfasis en semaforos de
tiempo fijo, los cuales se utilizan en intersecciones donde los patrones
de transito son relativamente estables o en las que las variaciones de
intensidad de la circulacién se pueden adaptar a un programa previs-
to. Los semaforos de tiempo fijo, se adaptan especialmente a cruces en
los que se desea sincronizar su funcionamiento con los de otras insta-
laciones proximas siguiendo ciertos criterios que pueden ser revisados
en [2]. Si se hace necesario variar la duracién del ciclo y su distribucién
durante el dia, es preferible instalar un control del tipo accionado por
un agente de transito.
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Se entiende por movimiento de trdfico a la maniobra o conjunto de
maniobras en un mismo acceso que tienen el derecho de paso simultaneo
y forman una misma fila. Un ciclo es el tiempo necesario para que
ocurra una secuencia completa de todas las indicaciones de senales
de un seméaforo. Una fase es la parte del ciclo asignada a cualquier
combinaciéon de uno o mas movimientos que reciben simultaneamente
el derecho de paso durante uno o mas intervalos de tiempo. Cada fase
comienza con la pérdida del derecho de paso de los movimientos que
entran en conflicto con los que ejercen el paso en ese momento. La
duracién de la longitud del ciclo y de cada fase dependen de la demanda
vehicular. Se define un periodo de trdifico completo como el intervalo de
tiempo en el que cada movimiento permitido en el cruce puede avanzar
una vez.

Un diagrama es un dibujo esquemaético de un cruce por el que transi-
tan los vehiculos, mostrando cada uno de los movimientos de los flujos
vehiculares permitidos, mediante lineas que terminan en flechas que
indican su sentido en el cruce.

En la figura[p] se ejemplifica un diagrama que corresponde a un cruce
de una avenida con una calle. Se puede observar la Avenida A que es
transitada Oeste-Este-Oeste y la Calle B que es transitada Norte-Sur-
Norte. El inciso a) muestra los movimientos vehiculares que parten de
la Avenida A, el inciso b) muestra los movimientos que parten de la
Calle B, el inciso ¢) muestra la distribucién de la longitud de un ciclo
que consta de dos fases. En la primera fase los vehiculos transitan por
la Avenida A, cuando se enciende la luz ambar que corresponde a dicha
avenida se inicia la fase de la calle B. Con el ambar, los vehiculos que
transitaban por la avenida A se detienen asegurando el despeje total
del cruce y otorgando el derecho de paso a la calle B.

Considérese el problema de disenar un sistema de control de tréafico
tal que su funcionamiento sea éptimo respecto al tiempo de cruce de
cada movimiento vehicular en una intersecciéon de calles. Es decir, se
pretende minimizar el tiempo de duracién del periodo de trafico com-
pleto, para un cruce vehicular.

4.2 Planteamiento matematico

Dado un cruce vehicular, denétese por ¢,, al movimiento vehicular que
va de la posicion z a la posicién y en el diagrama de interseccién de
calles, por |¢,,| al tiempo que requiere el movimiento ¢,, y por |T| a
la duracion del periodo de trafico completo. El problema consiste en
minimizar |T|.
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Avenida A Avenida A
N N A
l\[
<€ < fe—
o . E o < | > E
T Calle B Calle B
v S v
S
a) Fase de la avenida A b)Fase de la calle B
L Longitud del ciclo 1
T - 1
0 Ambar n
Avenida "A" [erde
Intervalo de tiempo todo Rojo
Calle "B" O

. Duracion de ,
I la fase de I
. la calle "B" .

c) Distribucion de los tiempos de un ciclo

Figura 5. Figura que muestra un diagrama de fases (incisos a y b) y la
distribucién de tiempos de un ciclo (inciso c).

Este problema puede ser modelado utilizando teoria de graficas: da-
do el diagrama de interseccién de calles, sea Gy = (V(Gr), E(Gr))
su grafica asociada, donde V(Gr) representa el conjunto de vértices y
E(Gr) representa el conjunto de aristas de G, definidos de la siguiente
manera:

©uy € V(Gr), si hay un movimiento vehicular que va de la posicién
x a la posicién y en el diagrama de interseccién de calles.

©zy €s adyacente a ¢, en G, si los movimientos ¢,y ¥ ., entran
en conflicto en el cruce de manera que no pueden avanzar al mismo
tiempo.

El problema se puede resolver encontrando una coloracién propia pa-
ra los vértices de Gp. Esto es equivalente a partir los vértices de G, en
conjuntos de vértices independientes, el minimo nimero de conjuntos
independientes coincide con el nimero cromético x(Gr) de Gr. Sea k
el nimero de clases cromaticas de G, la coloracién consiste en asignar
a cada clase un color ¢;, con ¢ = 1,2,...,k. A cada clase cromética
le corresponde un conjunto de movimientos que pueden avanzar si-
multaneamente por el cruce.

Una hipotesis que se usa en este trabajo es que cada movimiento
vehicular requiere la misma cantidad de tiempo (una unidad de tiempo)
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para poder avanzar, se considera | ¢ |= 1. Se asigna a cada conjunto
independiente un intervalo de una unidad de longitud de luz verde del
semaforo, que corresponde a un color ¢; para algun i € {1,2,... k}.
Entonces la longitud total | T' | es el nimero cromético de la grafica
Gr. Cada clase cromatica corresponde a una fase vehicular.

Hallar el nimero cromatico de Gt es una soluciéon al problema de
minimizar |T'| para G7. En algunos casos se puede conseguir un refina-
miento de esta solucién mediante la coloracién circular de G Esto es,
se puede ver al periodo de trafico completo como un circulo C, y a cada
vértice (cada movimiento vehicular) asignar un intervalo en C' de una
unidad de longitud, el cual representa el intervalo de tiempo en el que
el movimiento vehicular puede avanzar (el semaforo tiene la luz verde
encendida para ese movimiento). Los vértices adyacentes de la grafica
se asignaran a intervalos disjuntos de C', y el objetivo serda minimizar la
longitud del circulo C, esto es, se encontrard y.(Gr). Asi, el problema
de minimizar | T' |, es equivalente a encontrar una r-coloracién circular
oOptima para Gr.

Observacién 4.1.

1. Si x.(Gr) = r, entonces C" denota solo un ciclo de un periodo de
trafico completo de longitud r.

2. El color de cada ¢,, € V(Gr), representa el intervalo de tiempo
en el que cada movimiento vehicular ¢,, puede avanzar.

3. Si se requiere que la asignacién de tiempo a cada movimiento
vehicular sea distinta, entonces cada vértice tendra asociado un
peso igual a las unidades de tiempo requeridas en su movimiento
de trafico asociado, la solucién de este problema sera mediante la
coloracion circular para graficas con pesos asignados [8].

4.3 Estudio de cruces
4.3.1. Ejemplo de un cruce estudiado

El siguiente ejemplo fue tomado de [§], donde se presenta la aplicacion
del niimero cromatico circular al problema de cruces vehiculares. En
este articulo el problema es analizado con todo detalle, esperando que
sirva de modelo para el estudio de otros problemas que se presentan en
esta secciéon. El diagrama del cruce con sus movimientos permitidos, la
grafica correspondiente G y su coloracién circular se muestran en la
figura [6]

En el ejemplo, se consideran 2 calles perpendiculares, orientadas res-
pecto a los puntos cardinales N, £/, Oy S. La g—coloracién circular se
puede interpretar como sigue: en el intervalo de tiempo (0, 1) avanza el
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Figura 6. a) Diagrama de interseccién de calles. b) Grifica Gr con su
g—coloracién circular ¢) Intervalos de tiempo para cada movimiento en el

cruce.

movimiento de S a N; en el intervalo de (1,2) le corresponde avanzar
al movimiento que va de O a F; el movimiento de S a O podra avanzar
en los intervalos (0,1/2) y (2,5/2); al movimiento de O a N le corres-
ponde el intervalo de avance (1/2,3/2) y finalmente, el movimiento de
E a O podré avanzar dentro del intervalo (3/2,5/2). En el inciso b) de
la figura 6, aparece en cada vértice el punto inicial de los intervalos de
tiempo mencionados. Se puede verificar que todas las asignaciones de
los movimientos son posibles, dado que no existe ningiin movimiento
en conflicto con esta distribucién de tiempos.

Por otra parte, el cruce de la figura [6] tiene un sistema de tres fases,
este es equivalente a una coloracién propia por vértices de Gr. En un
primer intervalo de tiempo pueden efectuarse los movimientos de S'a N
y de S a O, en el segundo intervalo los movimientos de O a E'y de O a
N y en el tercer intervalo los movimientos de O a E'y de E a O. Esto es
equivalente a colorear los vértices de la grafica G con 3 colores, es decir
X(Gr) = 3. La solucién anterior |T'| = 2,5 corresponde a x.(Gr)=2,5,
es una soluciéon mejor que la anterior, permitiendo despejar las calles
que conforman la interseccién en forma mas rapida.

4.3.2. Observaciones sobre cruces vehiculares basicos

En vista a un panorama general de cruces vehiculares, podemos partir
de la consideracion de los cruces basicos que se dan a continuacién:

1. Cruce de dos calles cada una con un solo sentido.

2. Cruce de dos calles una con dos sentidos y la otra con un solo
sentido.

3. Cruce de dos calles cada una con dos sentidos.

Los diagramas de los cruce anteriores se muestran en la figura [7]
asi como su graficas correspondientes, denotadas como Gp, Gy y G3
respectivamente. Para estas gréficas x.(G;) = 2, parai = 1,2, 3.
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Figura 7. Cruces bdsicos.

Con base en los diagramas de los cruces basicos de la figura [7] es
interesante estudiar a partir de los movimientos considerados, las po-
sibles vueltas para tomar otra calle vecina. Dado que las vueltas a la
derecha se consideran compatibles con todos los movimientos vehicula-
res, se analizan solo las vueltas a la izquierda.

Caso 1. Partiendo del diagrama de la figura 7a, la tnica vuelta a la
izquierda que se puede considerar es el movimiento o p. La grafica que
se obtiene es isomorfa a G5, la cual puede verse en 7b. Si se denota la
grafica con la vuelta ocp como Gy, se tiene que x.(Gy4) = 2.

Caso II. Partiendo del diagrama de la figura 7b, se pueden conside-
rar las siguientes vueltas a la izquierda: ¢pop v ¢pa. Tomando cada
vuelta por separado, cada una da origen a una grafica isomorfa a Go
mas una arista colgante, sean estas graficas G5 y G¢ respectivamente,
Xc(Gj) =2; j =5,6. Si se consideran los dos movimientos simultdneos
entonces se obtiene una gréafica isomorfa a la grafica de la figura 6b, sea
esta G;. Este caso se estudié con todo detalle en la seccién 4.3.1. y se
obtuvo que x.(G7) = 2,5.

Caso III. Partiendo del diagrama de la figura 7c, se pueden conside-
rar las siguientes vueltas a la izquierda: @ppa, e, YaB ¥ Yop- Si se
consideran una de las vueltas mencionadas o dos de ellas, se tiene que
Xe = 3, pues en todas las gréficas obtenidas aparecen graficas C'3 como
subgraficas. Si se usan tres movimientos que son vuelta a la izquierda
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o las cuatro vueltas a la izquierda, se tiene que x. = 4 para las grafi-
cas obtenidas, ya que aparece en cualquier caso, un K4 como subgrafica.

Para encontrar otros casos en que no coincidan el ntimero cromati-
co de la gréafica correspondiente a un cruce, con su nimero cromatico
circular se deben considerar cruces en los que participen mas de cua-
tro calles. Como ejemplo de los casos anteriores basados en los cruces
bésicos que aparecen en la figura [§, se muestran en el inciso a de la
figura [8] la grafica Gg, que corresponde al Caso 2 con una vuelta a la
izquierda, en el inciso b una de las graficas correspondientes al Caso 3,
con dos vueltas a la izquierda y en el inciso ¢ la grafica que corresponde
al Caso 3 con las cuatro vueltas posibles a la izquierda. Cada grafica
de la figura [§] se muestra con su diagrama correspondiente.

BD
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(e}

B

r—

=

a)

DA

DB

D

:

L
—

B

DA

A
. A ac Cs
8D % A |
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DB

CA

b)

©)

Figura 8. Cruces bésicos con vueltas a la izquierda.

4.3.3. Estudio de cruces reales

Esta seccién esta dedicada a estudiar algunas intersecciones de calles de
la ciudad de México, asi como una glorieta. Se presentan sus modelos
correspondientes, con sus diagramas, las graficas asociadas al modelo y
el nimero cromatico circular que les corresponde.

Cruce en Azcapotzalco: En la delegacion Azcapozalco de la Ciu-
dad de México, hay una interseccion de calles, cercana a la Universidad
Auténoma Metropolitana, Unidad Azcapozalco (UAM-A). Allf conver-
gen las calles de San Pablo, Tepantongo, Real de San Martin y Ga-
soducto. Esa zona de Azcapozalco pertenece a un barrio muy antiguo
de la ciudad, anterior a las planeaciones urbanisticas modernas. Dicha
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interseccion es uno de los dos accesos a la UAM-A y al Deportivo Rey-
nosa, dos centros de gran afluencia de personas y vehiculos. Se analiza
el cruce con sus principales movimientos vehiculares.

Tepantongo Gasoducto
2 \/ ZD ’ <
A B 1 2
Hidalgo Real de San Martin AE BA
CE
E

San Pablo

Figura 9. Diagrama del cruce de Azcapozalco y su grafica asociada G 4.

Considérese el diagrama de la figura [9] y dendtese su grafica como
G 4. Para la grafica G4 el nimero cromatico es 3, el cual coincide con
la asignacién de fases que se programa usualmente en los seméaforos
mediante un procedimiento propio de ingenieria de transito, ver [2].
Sin embargo, x.(G4) = 2,5, esto se debe a que la grafica tiene solo un
ciclo impar isomorfo a C5, que es el que determina el nimero cromético
circular de la grafica, ver la tabla 1. Luego para Ga, |T| = 2,5. Si se
programan los seméforos de acuerdo con la solucién y.(Ga) = 2,5 se
puede mejorar el tiempo empleado en realizar un ciclo completo.

Observacion 4.2. En la ciudad de México existen barrios antiguos
insertados dentro de la metrépoli, cuyos cruces provocan demoras en el
transito. Asi el cruce anterior no es un caso aislado.

Cruce en Vallejo: Vallejo es una calle que se encuentra en la zona
norte de la Ciudad de México. Las autoras de este trabajo decidimos
estudiar el cruce de Vallejo con Poniente 152 y otras calles mas, de-
bido a las dificultades de transito que presenta y al nimero de calles
implicadas.

Considérense el diagrama de la figura [10] y dendtese su grafica como
Gy. La gréfica Gy tiene varias subgraficas isomorfas a Ky, w(Gy) es
4y x(Gy) = 4. En este caso x.(Gy) = 4 debido a que w(Gy) es una
cota inferior de x.(Gy ), asi el numero cromético y el nimero cromético
circular coinciden para Gy. En la figura [10|se exhibe una coloracién de
los vértices de Gy con 4 colores.

Glorieta con 7 calles adyacentes: Considérese la glorieta que apa-
rece en el diagrama de la figura [T} Su grafica se denota como Gy. En
este caso x.(Gy) = 2,5, que mejora su nimero croméatico que es 3. En
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D 152

Figura 10. Diagrama del cruce de Vallejo y su gréfica Gv .

la grafica Gy hay dos ciclos impares Cs y C; y como no hay triangu-
los, entonces basta analizar la coloracion circular que corresponde a los
ciclos impares; x.(C7) = 2,3 y x.(Cs) = 2,5, es imposible asignar una
% coloracién circular a Cf, pero la g coloracién circular de C5 se pue-
de extender a C'. Este ultimo ejemplo no corresponde a una glorieta
especifica.

D =
G CA
VAl

F ﬂ cF

a) Diagrama de la Glorieta G b) (5,2)-coloracion circular de G

Figura 11. a) Diagrama de la glorieta. b) G y su (5, 2)—coloracién circu-
lar.

Observaciéon 4.3. Sean D el diagrama de un cruce vehicular dado y
Gp su grafica asociada.

1. El niimero de movimientos vehiculares en D coincide con el niime-
ro de vértices en Gp y el nimero de cruces de los movimientos
vehiculares en D coincide con el nimero de aristas en Gp.

2. El grado de un vértice ¢,, en Gp depende del nimero de movi-
mientos vehiculares con los que el movimiento de x a y entra en
conflicto en el cruce.
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3. Todo poligono C),, que se forme en D debido a las flechas asignadas
a los movimientos vehiculares corresponde a un ciclo C,, en Gp.

Conclusiones

Un gran nimero de mateméticos estudian coloraciones de gréficas, en
particular el nimero cromatico x de una grafica, es decir las colora-
ciones 6ptimas en cuanto al numero de colores usados para colorear
propiamente los vértices de una grafica. Mas recientes son los traba-
jos sobre el nimero cromatico circular x., como un refinamiento del
nimero cromatico.

Aqui se han presentado las definiciones y conceptos basicos para es-
tudiar y.. Como calcular y. para una grafica dada es un problema
NP-completo, es importante el estudio de las familias de graficas para
las cuales se sabe como calcular su niimero cromatico circular. Por ello
resulta interesante presentar un resumen de tales familias.

En este trabajo se estudié una aplicacién del nimero cromético cir-
cular al problema del diseno del control de trafico para intersecciones
vehiculares que cuentan con un semaforo de tiempo fijo. Se tienen dos
métodos para encarar el problema de minimizar el tiempo de avance de
vehiculos y personas durante un periodo de trafico completo, el primero
usado por la Secretaria de Comunicaciones y Transportes y el segundo
que utiliza el nimero cromatico circular. El primer método consiste en
construir un diagrama de fases, que se puede interpretar en teoria de
graficas como formar conjuntos independientes de movimientos vehi-
culares, que pueden transitar por el cruce simultdneamente sin ningin
problema. Si se construye la grafica G definida en la seccion 5,2, el
periodo de trafico completo coincide con el niimero cromatico de Gr.

El segundo método para modelar y estudiar un cruce vial, considera
cada movimiento vehicular en un diagrama, a partir del cual se cons-
truye la grafica G, como se explica en la seccién 5,2. Una solucién a
la minimizacion del periodo de trafico completo es equivalente a cal-
cular x.(Gr). Si x.(Gr) < x(Gr), es posible ajustar los tiempos de
encendido de cada lente del semaforo para que algunos movimientos
pueden transitar simultaneamente por el cruce en pequenos intervalos
de tiempo, con ello la longitud del ciclo disminuye, mejorando los tiem-
pos obtenidos con el primer método. Resumiendo, la coloracion de los
vértices de la grafica G puede mejorarse, en relacion al tiempo que
corresponde a un periodo de trafico completo, si para la grafica Gt no
coinciden sus numeros cromatico y cromatico circular.

Por ultimo, es importante destacar que el estudio del niimero cromaéti-
co circular tiene un creciente interés teodrico, que viene reforzado por el
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estudio de sus aplicaciones como es la del control de trafico en cruces
vehiculares. Esta aplicacion tiene gran importancia en la actualidad y
su resolucion es fundamental, sobre todo en las grandes ciudades.
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