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1. Introducciéon

En los cursos de geometria euclidiana se muestra la relevancia que tie-
nen los tridngulos para el estudio de la geometria en general, ya que a
través de ellos se deducen muchas propiedades de otras figuras geométri-
cas planas y de dimensiones mayores. Una pregunta que nace al estu-
diar triangulos es: jcudntos tridngulos diferentes hay? Si pensamos a
los triangulos semejantes como iguales y a los triangulos no semejan-
tes como diferentes, entonces una respuesta inmediata es: «existen una
infinidad de tridngulos diferentes». Analizando la pregunta con ma&s
profundidad, una respuesta mas completa consistiria en describir qué
tridngulos son vecinos o estan cercanos entre si. Un espacio de pardme-
tros de triangulos euclidianos es un espacio topologico en el que cada
punto representa una clase de semejanza de triangulos, de manera que
en él se formaliza la nocion de cercania entre tridngulos y de vecindades
de un triangulo. Una manera de construir el espacio de parametros de
triangulos es utilizando el criterio de semejanza angulo-angulo-angulo
y la condicion de que la suma de angulos interiores de un triangulo es
igual a w. Este espacio de triangulos resulta ser muy interesante y ha
sido estudiado desde distintos enfoques [3, [6].

Es conocido que ademas de la euclidiana, existen las geometrias hi-
perbdlica y esférica. De manera natural uno puede preguntarse por los
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correspondientes espacios de parametros de triangulos hiperbdlicos y
esféricos. En este articulo estudiamos los triangulos circulares en la esfe-
ra de Riemann, los cuales tienen como casos particulares a los triangulos
de las geometrias euclidiana, hiperbdlica y esférica. El objetivo princi-
pal de este trabajo es describir un espacio de parametros de tridngulos
circulares en la esfera de Riemann. Para lograrlo comenzamos definien-
do los triangulos circulares y una relacion de equivalencia entre ellos
(similar a la semejanza entre tridngulos euclidianos). Después, demos-
tramos el criterio de equivalencia dngulo-angulo-angulo para este tipo
de triangulos. Finalmente, utilizamos los angulos internos para descri-
bir un espacio de pardmetros de tridngulos circulares y las regiones en €l
que corresponden a los espacios de tridngulos hiperbélicos, euclidianos,
esféricos y ageométricos. Estos ultimos son triangulos circulares que no
pertenecen a ninguna de las tres geometrias antes mencionadas.

Los autores no conocemos una referencia en la que se demuestre el
criterio angulo-angulo-angulo para triangulos circulares en la esfera de
Riemann (teorema, por lo que consideramos que este trabajo es ori-
ginal. La idea de escribir este articulo comenzé con un minicurso que
realizamos con Yesenia Villicana, Atenea Carreén, Manuel Alejandro
(Prima) y Manuel Sedano. Agradecemos a todos ellos por las intere-
santes discusiones durante el curso. Posteriormente, el primer autor
realizé su trabajo de tesis de licenciatura sobre el tema en la Facultad
de Fisico-Matematicas, UMSNH, bajo la direcciéon del segundo autor.
Agradecemos mucho al sinodal Dr. Jorge L. Lépez Lépez por su exce-
lente revisién de la tesis. Expresamos nuestra gratitud a los revisores
anonimos que ayudaron a mejorar significativamente el documento.

2. La esfera de Riemann

Comenzamos introduciendo las definiciones de la esfera de Riemann @,
los circulos en C y las funciones de Mobius y anti-Mobius. Ademés,
proporcionamos un listado de las propiedades de estas funciones que
nos sern ttiles en el desarrollo del trabajo. El espacio C := C U {o0}
que se obtiene al compactificar por un punto el plano complejo C =
{z +iy: z,y € R}, es conocido como la esfera de Riemann. Defi-
niendo 50 = oo extendemos la funcién conjugado z + Z sobre C. La
proyeccién estereografica es el homeomorfismo ¢: S — C dado por

L 22§ (21, 29,23) # (0,0,1)
— 1—x3 1—x3 ) ) » 1
90((331,27271'3)) { 00 si <x17x2’m3) _ (0’0’1)7 ( )
donde S? = {(z1, 2, x3) € R®: 22+123+23 = 1} es la esfera unitaria. Los
circulos en S? estan determinados por intersecciones con planos de R3.
Una propiedad de ¢ es que a los circulos que no pasan por el polo norte
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N = (0,0, 1) los proyecta a circulos en C y, a los circulos en S? que pasan
por N los proyecta a conjuntos de la forma L U {oco}, con L C C una
linea recta. Asi, existen dos tipos de circulos en la esfera de Riemann C:
los usuales en C, como el circulo unitario S' = {z+iy € C: 2?+y? = 1}
y los circulos por infinito, que se ven como rectas en C unién {oco}.
Dos ejemplos de circulos por infinito son los reales extendidos R :=

R U {oo} y los imaginarios extendidos iR := {iy € C: y € R} U {oo}.
Observemos que RNiR = {0, oot = {x((0,0,-1)), ©(N)}. Aligual que
en C, tres puntos de la esfera C determinan un tnico circulo.

El angulo entre dos curvas diferenciables que se intersectan en
un punto zy € (C, es el dngulo entre las rectas tangentes a dichas curvas
en zy. Como es usual, un dngulo con signo positivo se mide en sentido
contrario a las manecillas del reloj y un angulo con signo negativo se
mide en el sentido de las manecillas del reloj.

Definicién 2.1. Supongamos que M : C — C es una funcién biyectiva.
Decimos que M es de Mobius o anti-Mobius si existen a, b, c,d € C
con ad — bc # 0 y tales que

az+b az+b
0
cz+d z

M(z) =

respectivamente.

En el desarrollo del trabajo utilizamos las siguientes propiedades de
las funciones de Mébius y anti-Mdobius que pueden consultarse en [7].
e Las funciones de Mobius y anti-Mobius preservan circulos en C.

e Las funciones de Mobius preservan orientacién en C y las anti-Mobius
la invierten.

e Las funciones de Mobius preservan la magnitud y el signo de angulos
entre curvas diferenciables y, las funciones anti-Mobius preservan la
magnitud de los angulos pero invierten su signo.

e La composicion de funciones de Mobius o anti-M6bius es una funcién
de Mo6bius o anti-Mobius.

e La inversa de una funcién de Mobius es funcién de Mébius. Anélo-
gamente sucede con las funciones anti-M&bius.

e Si zy, 2, v 23 son puntos distintos en @, entonces existe una unica

- funcién de Mébius M con M(z1) =0, M(z9) =1y M(z3) =

- funcién anti-Mébius NV con N(z1) =0, N(z2) =1y N(23) = 00
Ademas, si € C @ es el circulo determinado por z1, 29 y 23, entonces
M (%) = N(%) = R. La diferencia entre M y N es que envian de forma

opuesta las dos componentes en C - % sobre los semiplanos superior
H:= {x +iy € C: y > 0} e inferior H™ := {z + iy € C: y < 0}.
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e Las funciones de Mobius y anti-Mobius son las Unicas funciones de
C en C que son biyectivas, diferenciables y preservan la magnitud de
los angulos.

3. Triangulos circulares

En esta seccion definimos los triangulos circulares en C, la equivalencia
entre ellos y mostramos como son todos los triangulos que tienen aristas
contenidas en uno o dos circulos diferentes. Un arco es la parte de un
circulo en C comprendida entre dos puntos en él, incluyendo los puntos.
A los puntos en el borde de un arco les llamamos extremos. El interior
de un arco A es el arco sin sus extremos y se denota A°. Un rayo es
un arco en un circulo por infinito cuyos extremos son un punto v € C
e 0o € C. Ejemplos de rayos son R, = {re/® € C: r > 0} U {oc},
[00,a] == {r < a}U{oc} C Ry [a,00] := {r > a} U{oo} C R. Es
claro que dos puntos en un circulo son extremos de dos arcos que se
intersectan en dichos puntos y tienen interiores disjuntos. Un dominio
en la esfera de Riemann C es un subconjunto que es abierto y conexo.
Recordemos que una curva cerrada simple en Cesla imagen de una
funcién continua en [0, 1], que es inyectiva en [0,1) y con las imagenes
de 0 y 1 iguales.

Definicién 3.1. Un triangulo circular es un dominio en C cuya
frontera es una curva cerrada simple y estd formada por tres arcos de
circulo.

Figura 1. Ejemplos de tridngulos circulares en C. Observemos que un vértice
del tridngulo en b) es un punto marcado en un arco de circulo, ademis, una
arista del tridngulo en ¢) es un arco en un circulo por infinito.

SiT c C es un triangulo circular, entonces sus lados o aristas
son los arcos de circulo en su frontera, sus vértices son los puntos
(diferentes entre si) de interseccion de los lados y el &ngulo interno de
T en un vértice, es el angulo entre los lados que se intersectan en dicho
vértice. Denotaremos con 07 a la curva en la frontera del tridngulo. La
figura |1l muestra ejemplos de triangulos circulares.

En este documento, T" C C serd un triangulo circular con vértices
v1, V9, v3. Si al recorrer la frontera 0T de v, a vy, a v3 y regresar a vy,
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giramos al contrario de las manecillas del reloj, entonces decimos los
vértices estan ordenados en sentido positivo. En caso contrario decimos
que los vértices estan ordenados en sentido negativo.

Definicién 3.2. Decimos que el tridngulo circular 77 es equivalente a
T si existe una funcién M de Mobius o anti-Mobius, tal que M (T") = T.

(e}
\

S|
/

Figura 2. Ejemplos de tridngulos circulares equivalentes. a) Tridngulos que
difieren por la multiplicacién por —1. b) Tridngulos que difieren por la con-
jugacién compleja.

Como las funciones de Mobius y anti-Mdbius preservan angulos, los
triangulos equivalentes tienen angulos internos iguales. Debido a que
las funciones de Mo6bius preservan la orientacion y las anti-Mobius la
invierten, tenemos que si los vértices vy, vy, v3 € T estan ordenados
en sentido positivo y M : C — C es de Mébius o anti-Mobius, entonces
en M(0T) los vértices M (vy), M (vy), M (vs) estan ordenados en sentido
positivo o en sentido negativo, respectivamente. Ejemplos de triangulos
circulares equivalentes se muestran en la figura 2]

a) b) L

Figura 3. a) Circulos tangentes al circulo por infinito L en v, todos ellos
forman angulo 0 o 7 con L dependiendo de cémo se mida. b) Circulos por
v que forman dngulo o o ™ — a con L, incluyendo al circulo por infinito L’.

Convencioén. En este documento nos restringimos a estudiar tridngu-
los circulares con dngulos internos menores o iguales que 7.

La figura |3| muestra dos fenémenos que enriquecen el estudio de los
triangulos circulares; dado un punto v en un circulo %, existen una
infinidad de circulos tangentes a € en v (% es tangente a si mismo) y



32 FRANCISCO ESPINOSA Y AHTZIRI GONZALEZ

una infinidad de circulos que forman un angulo fijo con € en v. Un caso
particular de circulos tangentes, es cuando tenemos dos circulos por
infinito en C tales que sus correspondientes rectas en C son paralelas.

Proposiciéon 3.3. No existe tridngulo circular con dngulos interiores
1quales a 0,0, 7.

Demostracion. Supongamos que T es triangulo circular con dichas pro-
piedades y aplicamos funcién de Mébius M tal que M (vy) = 0, M (v9) =
1y M(vs) = oo. Como los dngulos internos son 0 o 7, las aristas de
M (T) adyacentes a oo deben ser rayos contenidos en rectas paralelas
por 0 y 1y, la arista restante es un arco A contenido en un circulo &
que es tangente en 0 y 1 a las rectas paralelas mencionadas. Necesaria-
mente % es circulo usual pues de lo contrario € = R, A = [0,1] y los
rayos serfan [0o, 0], [1, 00|, por lo que los tres dngulos internos de M (7T')
serian iguales a 7. El intervalo [0, 1] es didmetro de € (une puntos de
tangencia de rectas paralelas), luego, ¢ = {z € C: |z — 1/2| = 1/2},
A C € es alguno de los semicirculos superior o inferior y las rectas
son iR y {1 +iy € C: y € R}. Analizando las distintas posibilidades
para los rayo y el arco, el lector puede convencerse de que es imposible
formar un tridngulo circular con dngulos interiores 0, 0, 7. [

Utilizando las construcciones en la prueba anterior se puede demos-
trar que las Unicas tres posibilidades para tridangulos circulares con
angulos interiores iguales a 0 o 7 son las que se muestran en la figura
[l Atn més, el dnico tridngulo circular con sus tres aristas contenidas
en un unico circulo es el de la figura [fla). Procedemos a caracterizar
los tridngulos circulares con aristas contenidas en dos circulos.

iR iR iR
a) - b) c)
T T 0 0
; R m
T T | |
LD g 1 1 o R
0 A 1 ! A ! ! |

Figura 4. Tridngulos circulares con dngulos interiores iguales a 0 o 7. Los in-
cisos a), b) y ¢) corresponden a los triangulos con dngulos {, 7,7}, {m, 7,0}
y {0,0,0}, respectivamente.

Si el vértice vy € T es tal que sus aristas adyacentes pertenecen a
circulos distintos que no son tangentes entre si, entonces dichos circulos
se intersectan en otro punto al que denotamos wy,.

Observaciéon 3.4. Si 41,%, C C son circulos tales que 61 N 6y =
{v,w}, entonces C\{%1U%,} esta dividido en cuatro dominios llamados
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gajos, en cada gajo los angulos en v y w son iguales, véase la figura
[1]b). Cuando €1 N6 = {v,00} a los gajos les llamamos regiones
angulares.

Teorema 3.5. Las aristas de T" estan contenidas en exactamente dos
circulos si y solo si, sus dngulos internos son o, o, 7™ con 0 < a < 7.
En este caso T C C es un gajo, véase la figura .b).

Demostracion. =) Los circulos 67, % C C que contienen a las aristas
de T no pueden ser tangentes entre si. Si v; € €, N %5 es vértice de
T cuyas aristas adyacentes pertenecen a 61 y %», entonces w; también
es vértice de T', pues de lo contrario las tres aristas pertenecerian a un
circulo. Concluimos que existen arcos A; C 61y Ay C %> con extremos
vy, wy tales que 0T = A; U A,, por lo tanto el vértice restante vy es
un punto marcado en algun interior A7, AS y los angulos internos de T’
son; men vy y 0 < a < 7menwvy ws.

<) Pensemos que los dngulos « estan en los vértices v y vy. Sabemos
que las aristas de T no estan contenidas en un circulo y por lo tan-
to, existen al menos dos vértices cuyas aristas adyacentes pertenecen a
circulos diferentes. Supongamos que vy es uno de estos vértices y apli-
camos una funcion M de Mobius o anti-Mébius tal que M(vy) = 0,
M(w,) =00, M(v3) =1y M(T)NH # 0. Si € es el circulo determi-
nado por vy, v3 y wy, entonces M (%) = R vy la arista de M (T) entre 0
yles[0,1] o R~ (0,1).

a) iR )

0 1

Figura 5. a) Por la convencién tomada este tridngulo no se considera ya
que el dngulo interior en p1 es mayor que 7. b) Ejemplo de un tridngulo
circular en posicién III (que definiremos en la seccidn con vértices

07 1,p1.

Supongamos que la arista es R~ (0,1). Como el angulo en 0 es «,
el vértice M (v9) pertenece al rayo R,_, v el lado de 1 a M (vy) es un
arco de circulo usual en H que es tangente a R en 1 (dngulo 7), véase
la figura a). Los circulos con estas propiedades intersectan a R,_,
en uno o dos puntos pi,ps, con p; entre 0 y py. Por un lado, p; no
puede ser el vértice M (vs) pues en él se forma dngulo mayor que
entre el arco y el segmento de 0 a p;, esto mismo sucede si el circulo es
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tangente a R,_,. Por otro lado, ps # M (vs) ya que de lo contrario se
intersectarfan los interiores de dos aristas de M(T), (figura[fla).

Si la arista entre M (v1) =0y M(v3) =1 es [0, 1], entonces M (vy) €
R, v la arista de 1 a M (v2) no puede ser un arco de circulo usual en H,
ya que dicho circulo deberia ser tangente a R en 1 e intersectar a R, en
M (vy) y por lo tanto, el d&ngulo interior a T" en M (vy) necesariamente
serfa mayor que « (figura [f]). La tinica opcién es que M(vy) = oo y el
rayo [1, 00| sea la arista de 1 a M (vy). Luego, las aristas de M (T") estan

N

contenidas en dos circulos por co y T' es una regién angular en C. [

4. Caracterizacion por angulos internos

En esta seccion probamos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. (Criterio dngulo-dangulo-angulo) Dos tridngulos circu-
lares con dngulos interiores iguales son equivalentes entre si.

Notemos que dos tridngulos circulares T' y T” con angulos interiores
iguales definen una tnica funcién de Mdbius o anti-Mdobius que inter-
cambia sus vértices, pero no necesariamente 1" se envia en 7" bajo dicha
funcion, ya que existen muchos circulos que forman un angulo fijo entre
si, véase la ﬁgurab). Para probar este resultado usaremos tres posicio-
nes especiales y mostraremos que los triangulos con aristas contenidas
en tres circulos distintos se pueden colocar a una de ellas. Antes de in-
troducir dichas posiciones probamos un resultado geométrico auxiliar.

Proposicién 4.2. Si0 < o, 8,7 < 7, entonces en las siguientes confi-
gquraciones se cumplen las ecuaciones que se mencionan

1 A )

"8

a+m=0+7y a+m< B+ a+m>pB+y
azmin{a,ﬂ,fy} a:min{a7ﬁa’7} a+ﬁ+’yf7r<2min{a,,8,'y}
a+B+y—m=2q, a+B+y—7m> 20,

Demostracion. En los tres casos los angulos § y 7 son semi-inscritos
al circulo. En los incisos b) y ¢), el punto A es la otra interseccién del
circulo con R.

a) El éngulo « es inscrito y su arco més el circulo completo igualan la su-
ma de los arcos correspondientes a 3y 7. Se sigue que o« = min{«, 5, v}
ya+m=08+".
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b) Trazando un segmento de A a V' se forman el dngulo inscrito o > «
y el dngulo semi-inscrito 7/ < v, como en a), véase la configuracion b).
Luego,

a+r<d+r=08+y<B+7y y a =min{o, 8,7}

En ambos lados de las desigualdades probadas en a) y b) sumamos
a — m para obtener a + f+ v —71m =20y a+ L +v—71 > 2a,
respectivamente.
¢) Nuevamente, trazando el segmento de A a V' se forman los dngulos
o < ayy > como en el caso a), véase la configuracién c). Luego

a+m>d+r=8+7>p+7.

Aplicando funciones de Mobius, se pueden obtener configuraciones ana-
logas a ¢) pero de manera que el d&ngulo dentro del circulo sea 5 o . Por
lo tanto cualquier angulo puede ser el minimo y también se satisfacen
B+m>a+vyy~y+m>a+ . Sisuponemos que a« = min{a, 5,7},
entonces sumando o« —m en a+7m > [+, obtenemos 2min{a, 8,7} =
20> a+ B +y—m. ]

Para definir las posiciones supongamos que 7 C H es un triangulo
circular con dos de sus vértices en 0 y 1, que la arista entre ellos es un
arco contenido en R y que v € (0,7) es el dngulo interior en 0.

I) Si oo es el otro vértice y las aristas de T son el intervalo [0, 1] y los
rayos Ro = {re® e C:r > 0} U{oco} y {re®+1€ C:r > 0} U {0},
entonces decimos que T estd en posicion I. En este caso los angulos
internos de 7 son a, m — « y 0, véase la figura @a).

IT) Si las aristas adyacentes a 0 son [0, 1] y un segmento propiamente
contenido en el rayo R, (0o no puede ser vértice), entonces decimos
que T estd en posicién II. Denotando con 5 al dngulo interior de 7T~
en 1, con v al dngulo restante y usando la proposicién [1.2] tenemos las
siguientes tres posibilidades:

a) T estd en configuracién a): los dngulos satisfacen las desigualdades
0<a,fB,y<ma=mn{a,f,7}ya+5+~v—71=2a.

b) T estd en configuracién b): se cumplen o = min{a, 8,7} y a+ 5 +
vy —7 > 2.

c¢) T es tridngulo euclidiano (aristas que son segmentos de recta) o estd
en configuracién c): se cumple que a + 4+ v — 7 < 2min{e, 3, 7}.

La figura |§|b) muestra un triangulo circular en posicion 1.

I17) Si el angulo interior a T en el vértice 1 es 0 y las aristas adyacentes

a 0 son el arco R~ (0,1) y un segmento propiamente contenido en R,_,

entonces decimos que T esta en posicién 111, véase la figura @c) En

este caso el angulo restante v es necesariamente positivo, ademas, de

la configuracién c¢) en la proposicién concluimos que ™ < a + 7.
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Como ejercicio dejamos que el lector se convenza de que los tridngulos
circulares con aristas contenidas en dos circulos, descritos en el teorema
3.5, no pueden colocarse en ninguna de estas tres posiciones. Procede-
mos a mostrar la existencia y unicidad de triangulos en cada posicion.

a) 4R b) iR c) iR

Figura 6. En a), b) y ¢) se muestran ejemplos de tridngulos circulares 7 en
las posiciones |, Il y Ill, respectivamente.

Lema 4.3. Supongamos que o € (0, 7).

a) Eziste un unico tridngulo circular en posicion I con dngulos internos
a,m—a y 0 en los vértices 0,1 e 0o, respectivamente.

b) Si 5, € [0,7] son tales que B <y, a es minimo entre los nimeros
positivos de la tercia o, 3,7 y se satisface alguna de las condiciones

i) B=~v=0, i) a+ B =m,
i) a+p <m con (>0, ) a+p>m,

entonces existe un unico tridngulo circular en posicion Il con
angulos internos o en 0, B en 1 y v en el vértice restante.
c) Siye (0,7 es tal que o <y y a+y > 7, entonces existe un unico
tridngulo circular en posicion I1I con angulos o en 0, 0 en 1 y v en
el otro vértice.

Demostracion. Construiremos los tridangulos circulares en cada caso.

Para el inciso a) la existencia del tridngulo se sigue inmediatamente
de la definicion de la posicion 1.

Para los casos en b) basta probar que existe un tunico arco de circulo
(no rayo) que forma angulo 8 con el segmento [0,1] en 1 y &ngulo
v con el rayo R,. Denotamos con L, = {re® € C:r € R} y L =
{re!™#) 41 € C: r € R} a las rectas que forman angulos a y 3 con
0, 1], respectivamente (figura [7]). Procedemos por separado.

Caso i) En este caso L = R y el arco buscado esté contenido en el tinico
circulo que pasa por 1 y es simultaneamente tangente a R y a L,,.

Caso ii) Como muestra la figura [fla), los circulos tangentes a £ en
1 intersectan a L, en H (ya que a < () determinando asi tridngulos
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circulares en posicién 11, uno de ellos es LU{oo}. Los angulos interiores
a dichos tridngulos en el vértice en R,, decrecen continuamente de 7
a ™ — a — (8 con circulos tangentes a £ por la izquierda y decrecen de
T —a— a0 con circulos tangentes a £ por la derecha (figura [fa)).
Por el teorema del valor medio para funciones continuas, todo valor
v € [0, 7] se alcanza en un unico punto.

Caso tii) Las rectas L, y L son paralelas y por lo tanto, solo circulos
tangentes por la izquierda a £ en 1 pueden intersectar a L. Los circulos
que intersectan a L, determinan tridngulos circulares en posicién 17
cuyos angulos interiores en el vértice en R, decrecen de 7w a 0, por
continuidad existe un dnico arco de circulo que hace angulo v € (0, 7]
con R,. Notemos que el angulo 7 = 0 se alcanza con el circulo LU{oo}
que intersecta a R, en oo, por hipotesis este caso no se considera aqui
ya que determina un tridngulo circular en posicién 1.

Caso iv) Las rectas L, y L se intersectan en el semiplano inferior con
angulo a4+ —m. Nuevamente, los circulos tangentes por la izquierda a £
en 1, intersectan a L, en H (a < ) y determinan tridngulos circulares
en posicion /1 con angulos interiores en el vértice que pertenece a R,
que decrecen de T a o + § — 7w (figura b)) Por hipétesis, a < vy
por lo tanto a + f — 7 < a < 7 < 7. Por continuidad existe un tnico
tridngulo circular con dangulo interior v € [ + § — 7, 7).

S

‘.//0 / ﬁ\ -7 [:

1 RN

Figura 7. Variacién de los dngulos internos, los incisos a) y b) corresponden
a los casos i) y iv), respectivamente.

En el caso ¢), los circulos en H que son tangentes a R en 1 e intersec-
tan al rayo R,_, en dos puntos pi, ps, definen dos tridngulos circulares
(no acotados en C) con aristas R ~. (0,1), un segmento propiamente
contenido en R,_, y un arco en dichos circulos, véase la figura .b).
Solo el tridngulo circular con vértice p; estd permitido ya que el otro
tridngulo tiene angulo interior mayor que 7 en py. En los triangulos
permitidos, el angulo interior en el vértice distinto de 0 y 1 decrece de
7, cuando el circulo es tangente a R,_,, a a cuando el circulo es R.
Por continuidad existe un tnico circulo en el cual se alcanza el valor
v € (a, 7). O
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Del resultado anterior se sigue que para cualesquiera tres nimeros
a, 3,7 € [0, 7] con al menos uno de ellos mayor que 0 y menor que T,
existe un triangulo circular con angulos interiores iguales a «, 5 y 7.
Veamos que en las primeras dos posiciones mencionadas existen algunas
tercias de angulos que se repiten.

Observacién 4.4. Supongamos que 7 es un triangulo circular con dos
de sus vértices en 0 y 1.

a) Si T estd en posicién I con dngulos @ en 0y m — « en 1, entonces
el tridngulo M(7) con M(z) =1 —Z, también estd en posicion I y
tiene angulos T —a en 0y o en 1.

b) Si T estd en posicion 11 con angulos awen 0, 5 en 1y v en el vértice
restante, entonces M (T') con M(z) = €'z, también est4 en posicién
11 y tiene angulos a en 0, v en 1 y [ en el otro vértice.

Antes de demostrar el criterio angulo-angulo-angulo necesitamos un
ultimo resultado preliminar.

Lema 4.5. Si T tiene aristas contenidas en tres circulos distintos y
el angulo interior en v; es mayor que 0 y menor que T, entonces w,
(la otra interseccion de los circulos que contienen a las aristas de T
adyacentes a v;) no puede estar en el interior de la arista opuesta a v;.

Demostracion. Supongamos que j = 1 y que w; pertenece al interior
de la arista entre vy y v3. Si M: C — C es la funcién de Mébius tal que
M(ve) = 0, M(vs) = 1y M(w,) = oo, entonces las aristas de M (T')
estan contenidas en circulos por co, en particular la arista de 0 a 1 es el
arco R~ (0,1). Como los lados estan contenidos en circulos distintos y
v # wy, entonces las aristas adyacentes a M (v1) son segmentos finitos
y M(vq) € C \R. Por la forma de las aristas existen dos posibilidades:
que el angulo interior en M (v;) sea mayor que m o que los dos angulos
interiores en 0 y 1 son mayores que 7. En ambos casos obtenemos una
contradiccion pues solo consideramos angulos menores a 7. O]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.1} Para tridngulos circulares con
angulos interiores iguales a 0 o 7 o con aristas contenidas en dos circulos,
el resultado se sigue de la figura [y el teorema [3.5]

Supongamos que T tiene aristas contenidas en tres circulos diferentes
y el angulo « en el vértice vy, satisface que 0 < a < 7 y es minimo entre
los dngulos positivos. Mostraremos que 7' se puede colocar en alguna
de las tres posiciones definidas (figura @ Por el lema , existen las
siguientes tres posibilidades para el punto wy:

a) no pertenece a la frontera 07,
b) es vértice de T,
¢) pertenece al interior de un arista adyacente a v;.
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Consideremos la funciéon M de Mébius o anti-Mobius tal que M (vy) =
0, M(wy) = 0o, M(vj) =1con j € {2,3} tal que v; # wy y M(T) C H.
Observemos que M envia el circulo que contiene a {vy,wy,v;} en R,
luego, una arista de M(T) es [0,1] o R~ (0,1). Procedemos a analizar
c6mo estd acomodado el tridngulo circular M(T') en cada caso.
a) Como oo ¢ OM(T) y « es el dngulo interno en 0, [0,1] es arista
de M(T) y otra arista estd propiamente contenida en el rayo R,. La
arista restante es un circulo de C que une a 1 con el vértice en Re.
luego, M(T') estd en posicién 1 (figura[6]b)).
b) Necesariamente los tres circulos que contienen a las aristas de T
concurren en wi, por lo tanto las aristas de M (T") son [0, 1] y dos rayos
que no se intersectan en H. Si 5y =y son los dngulos interiores de M (T)
en 1 e oo respectivamente, entonces existen dos opciones; f = m — «
y v = 0, se sigue que los rayos son paralelos y M(T') estd en posicién
I (figurafla)). B > m—ayy = a+  —m, estos tridngulos no se
consideran aqui ya que o no es minimo (y < « pues 8 < 7, § = m,
implica 7 = « y las aristas de M (7T') estén contenidas en dos circulos,
teorema .
c¢) La arista de M(T') adyacente a 0 y que contiene a oo en su interior
es R~ (0,1), ya que si dicha arista estuviese contenida en alguna de
las rectas L, = {re’ € C:r € R} 0 Ly_o = {re!™® € C: r € R},
entonces no se cumpliria que M (T') esté contenido en H. Luego, la otra
arista adyacente a 0 estd propiamente contenida en el rayo R,_, v el
tercer lado es un arco de circulo en C que une a 1 con el vérticeen R _,.
Si B es el angulo interior de M(T') en 1, entonces existen dos opciones:
B =0y por lo tanto M(T) estd en posicién 111 (figura [6c)), o bien
[ > 0y por la configuracién b) en la proposicién , T—a < 1m—[ que
es equivalente a f < «a, nuevamente estos triangulos no se consideran
aqui ya que o no es minimo.

Cabe senalar que los tridangulos que no son considerados en los casos
b) y ¢), se incluyen en el caso a). Una vez colocados los triangulos en
alguna de las posiciones I, Il y II1I, la prueba se concluye usando el

lema [£.3]y la observacién [4.4] O

5. Diferentes tipos de triangulos circulares

En esta seccion damos una introduccion muy breve a las geometrias
hiperbdlica y esférica, caracterizamos los triangulos circulares euclidia-
nos, hiperbodlicos y esféricos a través de sus angulos y definimos los
tridngulos circulares ageométricos, los cuales no pertenecen a ninguna
de las geometrias hiperbdlica, euclidiana y esférica. En su obra «Los
Elementos», Euclides axiomatizé el estudio de la geometria en el plano
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utilizando cinco postulados. El siguiente enunciado es equivalente al
quinto postulado de Euclides:

Postulado de las paralelas. Dado un punto y una linea que no lo
contenga, existe una unica linea que contiene a dicho punto y que no
intersecta a la linea previamente mencionada.

Este postulado fue muy cuestionado y sin éxito se intenté demostrar
a partir de los cuatro postulados restantes. En la década de 1820 y
de forma independiente, N. Lobachevski y J. Bolyai desarrollaron la
geometria utilizando negaciones del postulado de las paralelas.

La geometria hiperbdlica se construye utilizando como axiomas
los primeros cuatro postulados de Euclides y la siguiente negacién del
postulado de las paralelas:

Dado un punto y una linea que no lo contenga, existe mds de una
linea paralela que contiene a dicho punto.

De manera similar, la geometria esférica se construye con los pri-
meros cuatro postulados de Euclides y la siguiente negacion del postu-
lado de las paralelas:

Dado un punto y una linea que no lo contenga, no existe linea paralela
que contenga a dicho punto.

Estas dos geometrias son completamente logicas y tan importantes
como la geometria euclidiana. Procedemos a estudiar los triangulos de
las tres geometrias.

5.1 Triangulos euclidianos

La geometria euclidiana es la mas conocida ya que la utilizamos en
nuestra vida diaria. Dicha geometria se desarrolla en el plano y las
lineas euclidianas son las lineas rectas.

Definicién 5.1. Un tridngulo euclidiano es un dominio en C cuya
frontera es una curva cerrada simple que esta formada por tres segmen-
tos de recta.

Los tridangulos euclidianos son casos particulares de tridngulos cir-
culares ya que las rectas en C determinan circulos por infinito en C
(seccion [2). Decimos que un tridngulo circular es euclidiano si es
equivalente a un triangulo euclidiano.

Proposicion 5.2. Un tridngulo circular T C C es equivalente a un
tridngulo euclidiano si y solo si, sus aristas estan contenidas en tres
circulos que concurren en un punto que no pertenece a la frontera 0T
(figura @.a)). En particular, los angulos internos de T son positivos y
su suma es igual a .
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Demostracién. Si existe M: C — C de Mébius o anti-Mébius tal que
M (T) es tridngulo euclidiano, entonces los lados de M (T) definen circu-
los en C que concurren en oo. Luego, los circulos que contienen a las
aristas de T’ concurren en M ~'(c0).

Si los circulos que contienen las aristas de 7' concurren en w ¢ 9T
(figura .a)), entonces existe una tinica M: C — C de Mobius tal que
M(vy) =0, M(ve) =1y M(w) = oo. Es claro que el tridngulo circular
M (T) tiene lados que son segmentos de recta.

Del teorema [4.1] se sigue que los triangulos circulares euclidianos tie-
nen angulos positivos que suman 7. O

5.2 Triangulos hiperbdlicos
Un modelo para la geometria hiperbdlica es el disco de Poincaré
D:={z+iyeC:a®+y* <1},

donde las lineas hiperbdlicas son arcos de circulo que son perpendi-
culares a la frontera 9D = S! y cuyos extremos en S! se conocen como
puntos ideales. Existen dos tipos de lineas hiperbdlicas: los arcos de
circulos usuales en C y los diametros de D, que son arcos de circulos
por infinito en C. Decimos que dos lineas hiperbdlicas se intersec-
tan si comparten un punto en D o un punto ideal en S'. Dos lineas
hiperbdlicas que se intersectan en un punto ideal p € S' forman dngu-
lo 0 entre ellas, ya que el diametro de D por p es tangente a ambas.
Un segmento hiperbdlico es un arco entre dos puntos (pueden ser
ideales) de una linea hiperbdlica.

Definicién 5.3. Un triangulo hiperbdlico es un dominio en I cu-
ya frontera es una curva cerrada simple formada por tres segmentos
hiperbdlicos.

Es claro que los triangulos hiperbdlicos son en particular tridangulos
circulares en C. Decimos que un tridngulo circular es hiperbdlico si
es equivalente a un tridngulo hiperbdlico. En esta seccién utilizaremos
que dada una linea hiperbdlica £L C Dy z5 € £ que no es punto ideal,
existe 0 € [0,27] de manera que la funcién de Mobius

0 % — 2

M = 6161 =0 es tal que M(z) =0, M(L) = (—1,1) y M (D) =D.
— 20R

Esta propiedad se resume diciendo que el grupo de automorfismos

Aut(D) del disco unitario actia transitivamente en puntos y en lineas

hiperbdlicas. Una demostracién de esto se puede consultar en [1].

Proposicién 5.4. 5i T C D es tridngulo hiperbolico con dangulos inte-
riores «, 3,7, entonces se satisface 0 < o+ S+ v < w. En particular,
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un triangulo circular es hiperbolico si y solo si la suma de sus dngulos
internos es menor que .

Demostracion. Silos tres vértices de 1" son ideales, entonces sus angulos
internos son 0 y por lo tanto a + 8 + v = 0, véase la figura .c). Si
el vértice vy tiene angulo o > 0, entonces existe M € Aut(D) tal que
M (vy) = 0y sus aristas adyacentes estan contenidas en [0, 1] y RN (DU
S'). Como el tridngulo hiperbdlico M (T') esta contenido en el euclidiano
con vértices 0, M (vy) y M (v3), se sigue que a+ [+~ < 7, véase la figura
Blb). Utilizando el teorema concluimos que los tridangulos circulares
hiperbdlicos tienen suma de angulos interiores menor que 7. O

De la proposicién y el lema tenemos que para toda tercia
a,f,7v € [0,7) con 0 < a+ f+ v < 7, existe un tridngulo circular
hiperbdlico con angulos interiores «, 8y 7.

a) -7 T T b)

Figura 8. a) Tridngulo circular euclidiano. b) Tridngulo hiperbdlico en el
disco de Poincaré D. ¢) Tridngulo circular esférico.

5.3 Tridngulos esféricos

El modelo natural para desarrollar la geometria esférica es la esfera
unitaria S> C R?, donde las lineas esféricas son circulos que se ob-
tienen mediante la interseccién de S? con un plano que contiene al
origen (0,0,0), los cuales se conocen como circulos maximos. Dos
ejemplos de circulos maximos son Cx := S* N {(z1,0,z3) € R3} y
Co := {(z,ztan(a),2) € R3: z%sec’*(a) + 22 = 1}. Debido a que en
R3 cualesquiera dos planos por el origen se intersectan en una recta,
tenemos que dos circulos maximos se intersectan en puntos antipodas
de S2. Por ejemplo, Cr N Cy = {N,8} con N' = (0,0, 1) el polo norte
y S = (0,0,—1) el polo sur de S?. Un segmento esférico es un arco
entre dos puntos de un circulo méximo.

Definicién 5.5. Un tridngulo esférico es un dominio en S? cuya fron-
tera es una curva cerrada simple que estd formada por tres segmentos
esféricos.
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Observacién 5.6. Un circulo méximo divide a S? en dos hemisferios
de igual tamano. Por nuestra convenciéon de solo considerar angulos in-
teriores menores o iguales a m, tenemos que todo triangulo esférico esta
contenido en uno de los hemisferios que definen los circulos méaximos
que contienen a sus aristas, ain mas, el triangulo esférico se obtiene
intersectando dichos hemisferios.

En la seccién [2] vimos que la proyeccién estereografica p: S? — C
preserva circulos y angulos. Por ejemplo, de la ecuacion se sigue
que o(Cr) = Ry p(Cq) = Lo = {rei®: r € R}U{oc}. Luego, la imagen
bajo ¢ de un tridngulo esférico es un tridngulo circular en C con iguales
angulos internos. Decimos que un tridngulo circular es esférico si
es equivalente a la imagen de un tridngulo esférico bajo ¢.

Denotamos con M3(R) al conjunto de matrices de 3 x 3 con entradas
reales, con Id € M3(R) a la matriz identidad y con A* a la transpuesta
de A € M3(R). El grupo ortogonal,

0(3) == {A € My(R): AA" = Id},

contiene a las funciones lineales que preservan distancia en R3. Es co-
nocido que si A € O(3), entonces det(A) = 1 si A preserva orientacion
y det(A) = —1 si A invierte la orientaciéon. Ademds, la acciéon de O(3)
en S? preserva circulos maximos y dngulos entre ellos [2].

Observacién 5.7. Supongamos que A € O(3). Si det(A) = 1, entonces
poAopt: C — Cesuna biyeccién diferenciable que preserva orienta-
cién y por lo tanto es de Mobius. Si det(A) = —1, entonces po Ao ™!
invierte la orientacién y por lo tanto es una funciéon anti-Mobius.

Resulta que O(3) actiia de manera transitiva en puntos de S* y en
circulos maximos. Una prueba de este hecho se puede consultar en [2].

Proposicién 5.8. Supongamos que T C C es tridngulo circular.

1. St las aristas de T estdn contenidas en uno o dos circulos, entonces
T es esférico.

1. Si las aristas de T estdn contenidas en tres circulos, entonces T
es esférico si y solo si sus dngulos internos o, B,y son positivos y
satisfacen 0 < o+ B+ v — 7 < 2min{«, 5,7}

Demostracion. El lector puede probar ¢ utilizando el teorema [3.5]

Un dngulo interno de ¢~ *(T) C S? es el dngulo entre los circulos
maximos que contienen a las aristas, el cual corresponde al angulo entre
los planos que definen a los circulos maximos. Se sigue que «, 5,v > 0,
ya que el angulo entre dos planos es 0 si y solo si estos son iguales.

Si « es el dngulo interior en vy, entonces existe A € O(3) tal que
A(¢™(v1)) = S y sus aristas adyacentes son segmentos esféricos con-
tenidos en Cr y C,. Ademas, la arista restante estda contenida en un
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circulo méximo C C C que separa a los polos N y S. De manera que
el tridngulo circular ¢(A(p~1(T))) tiene aristas contenidas en los rayos
Roy Ray en el circulo p(C) C C que separa a 0 = ¢(S) de oo = ¢(N).
Luego, p(A(p~1(T))) estd como en la configuracién c) de la proposi-
cién [4.2] (cambiando 1 por ¢(A(p~!(ve))) € R). Dicho tridngulo circu-
lar contiene al tridngulo euclidiano con vértices en 0, p(A(p~(v2))) ¥
©(A(p~Y(v3))) (figura§lc)) y por lo tanto a + 8+~ > 7. O

Observacion 5.9. En el caso ¢ de la proposicion anterior, si los angulos
interiores de T son «, 3,7, entonces se satisface 0 < a+ 8 +~v—7m =
2min{a, 5,v}. Por lo que un tridngulo circular esférico satisface 0 <
a+f+vy—m < 2min{a, 8,7} y la igualdad se da si y solo si, hay dos
aristas de T' que pertenecen a un mismo circulo.

5.4 Tridngulos ageométricos

Decimos que triangulo circular es ageométrico si no es hiperbdlico,
euclidiano o esférico. Ejemplos de triangulos circulares ageométricos son
los que estdn en la posicién I definida en la seccién [ (figura [6la)). El
siguiente resultado caracteriza los triangulos circulares ageométricos en
términos de sus dngulos.

Proposiciéon 5.10. Un tridngulo circular con aristas contenidas en
tres circulos diferentes es ageométrico si y solo si, sus dngulos interiores
a, 3,7 satisfacen o + B+ v —m > 2min{a, 5,7}.

Demostracidn. Se sigue de las proposiciones [5.2] [5.4] y O

Observacién 5.11. Si T es un triangulo circular ageométrico, entonces
existe una arista de T tal que el circulo que la contiene intersecta a la
frontera 9T en un punto fuera de dicha arista. Las figuras(lc), 2a),[6] a)
y |§|c) muestran mas ejemplos de triangulos circulares ageométricos.

6. El espacio de parametros de triangulos circulares

De la proposicién y por la convencién de no considerar angulos ma-
yores que m, el espacio (con la topologia heredada) de posibles dngulos
para tridangulos circulares es el cubo

Q= {(01,05,05) e R®>: 0 < 0; <7}~ {(0,0,7),(0,7,0), (m,0,0)}.

De la seccion [5]se sigue que €2 esta dividido en cuatro subconjuntos que
corresponden a triangulos circulares hiperbdlicos, euclidianos, esféricos
y ageométricos. La figura @.a) muestra dicha divisién de €.

Si S5 denota al grupo de permutaciones de tres elementos, entonces
del teorema se sigue que para todo o € Ss, las tercias (01, 6,05) y
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(05(1), Os(2), 0s(3)) Tepresentan tridngulos circulares equivalentes. El co-
ciente topoldgico (2 / S3 se conoce como el espacio de parametros de
tridngulos circulares en la esfera de Riemann, véase la figura |§|b)
En dicho espacio existe un tnico punto para cada clase de equivalencia
de triangulos circulares.

Para describir las distintas regiones del cubo 2 que se muestran la
figura @.a), denotaremos con conv{pi, p2, p3, p+} a la envolvente convexa
de los puntos py, ps, p3, P4 € R® y con conv®{p, pa, p3,ps} a su interior.
Ademas, con el fin de generarnos una idea intuitiva de «cuéles tridngulos
son mas abundantes», decidimos calcular el volumen correspondiente de
cada una de las regiones descritas.

a) G=(0,m,m) H=(mm,m) b) H = (m,m, )

—=(7,0, 7

E =|(m,7,0) (m,,0)

A =(0,0,0) B = (r,0,0) A=(0,0,0) B = (r,0,0)

Figura 9. a) El cubo Q y la divisién determinada por las regiones corres-
pondientes a los distintos tipos de tridngulos circulares. b) El espacio de
pardametros de tridngulos circulares Q/Sg.

1. El conjunto de tercias de angulos que corresponden a tridngulos
circulares hiperbdlicos es el tetraedro sin una cara conv{A, B, C, D} \
conv{B, C, D}. El volumen de este tetraedro es 73 /6.

2. La region de triangulos euclidianos esta determinada por las tercias
angulos en el tridngulo abierto conv°{B, C, D} cuyo volumen es 0.

3. Las tercias correspondientes a tridangulos circulares esféricos perte-
necen al tetraedro regular

conv’{B,C, D, H}U{conv’{B, H},conv’{D, H},conv’{C, H} }U{H }.
Dicho tetraedro tiene volumen 73 /3.

4. Los puntos en los tres tetraedros que conforman el complemento de
las regiones anteriores determinan tridngulos ageométricos. La suma de
los voltimenes de estos tres tetraedros es w3 /2.

Estos volimenes sugieren la idea informal de que hay «muy pocos»
triangulos euclidianos, que «existen el doble de tridangulos esféricos que
hiperbdlicos (lo que podria esperarse ya que la suma de dngulos internos
en el caso hiperbdlico estd entre 0 y 7 y en el caso esférico estd entre 7 y
3m)» y que «hay tantos tridngulos ageométricos como triangulos de las
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tres geometrias». El espacio de parametros €2 / S3 hereda una division
analoga a la de €2, véase la figura |§|b) En este caso el volumen de cada
region se obtiene dividiendo por 6 del volumen correspondiente en €2.

6.1 Comentarios finales

El estudio del espacio de parametros de triangulos euclidianos conduce
a los conceptos de «espacios moduli» y «stacks algebraicos», los cuales
son muy relevantes en Geometria Algebraica. Ademds, en el espacio
de tridngulos se pueden observar varios de los fendmenos importantes
de los espacios moduli y los stacks. Incluso, Michael Artin, uno de los
fundadores de la teoria de stacks, mencioné «basta con entender el stack
de tridngulos para comprender la teoria de stacks» [3]. Como el espacio
de parametros de tridngulos circulares 2/S53 contiene a los tridngulos
de las tres geometrias, hiperbdlica, euclidiana y esférica, este es una
generalizacion natural del espacio de triangulos euclidianos. Es por ello
que en €2/S;3 se pueden estudiar de manera mas general los fenémenos
de los espacios moduli y los stacks algebraicos. Introducciones técnicas
y més detalladas a la teoria de espacios moduli o de stacks algebraicos
se puede consultar en [3] [4].

Las construcciones del espacio de tridangulos circulares en C realizadas
en este documento, son de relevancia en otras areas. Por ejemplo, en el
estudio de espacios poliedros de las distintas geometrias, en particular,
en las tres geometrias, los dobles de tridngulos son los tinicos poliedros
con tres vértices [6]. Ademas, en el estudio de las funciones holomorfas
univaluadas, ya que se conocen las funciones del semiplano superior
sobre el interior de un tridngulo circular [5], pero no se ha explicado
con detalle como es la variacion de dicha funcién con respecto a los
angulos internos de los triangulos circulares.
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