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Resumen

Este ano se cumple el bicentenario del nacimiento de Niels
(Nicolds, en nuestro idioma) Henrik Abel. Abel es, sin lugar a
dudas, una de las grandes figuras de la matemadtica del siglo
XIX, cuya influencia en el desarrollo posterior de la matemaética
es innegable. El presente trabajo es una introduccién a su vida
y obra. A pesar de su muerte prematura, la extensién y profun-
didad de la obra de Abel hace imposible una discusiéon completa
de su trabajo en un articulo expositorio como el presente. Es
por esto que sélo discutimos con detalle uno de sus resultados,
el del problema mecédnico. Del resto de sus trabajos hacemos
una descripcién bastante general y, ademés, incluimos un es-
bozo de su biografia. El lector interesado puede profundizar en
cualquiera de estos aspectos consultando el material que se cita
en la bibliografia.

1. Un vistazo a la vida de Abel.

Ademas de grandes desarrollos matematicos, el siglo XIX nos le-
g6 dos figuras romanticas: Abel y (Galois, ambos con una pasién por
las matemadticas que desafia todos los obstdculos y a quienes, ademas,
el éxito les es arrebatado por una muerte prematura. “Muere joven el
elegido de los dioses” dice el epigrafe que da titulo y con el que empieza
la biografia sobre Galois que escribié Leopold Infeld [I].

“En licencia sabética del CINVESTAYV.
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Abel nacié el 5 de agosto de 1802, en Finnoy', pequenia ciudad al
suroeste de la costa de Noruega, hijo del matrimonio de Soren Georg
Abel -pastor protestante en dicha poblacion- con Anne Marie Simonsen.
Tuvo cuatro hermanos, uno de ellos mayor que él, y una hermana de la
que siempre estuvo particularmente orgulloso. La familia siempre tuvo
una situacién econémica precaria, debido tanto a la profesion del padre
como a los problemas por los que en ese momento atravesaba el pais,
y a pesar de la posicion desahogada de la familia materna.

Sus estudios en los primeros anos estuvieron a cargo de su padre
y de un joven maestro particular. A los trece anos, en el otono de
1815, Niels Henrik continué sus estudios en la escuela de la Catedral
de Christiania (desde 1923 oficialmente Oslo). En ese momento, na-
da permitia presagiar el futuro de Abel. Pero en el verano de 1818,
Bernt Michael Holmboe un joven maestro de matemadticas que iniciaba
su carrera académica, empezé a interesar a algunos de sus alumnos en
matematicas retandolos a resolver diversos problemas sobre algebra y
geometria. El joven Abel destaca de manera brillante y, para estimular-
lo, Holmboe le plantea problemas especiales que Abel resuelve con gran
entusiasmo e ingenio. En poco tiempo va mads allad de las matemaéticas
elementales y del conocimiento de su maestro, continuando a partir
de entonces trabajando solo. De esta época data su interés por encon-
trar la soluciéon general de una ecuacién de quinto grado, y también su
primera solucién al problema, soluciéon que Abel muestra a Holmboe
quien, a su vez, la muestra a su maestro Hansteen?. Ambos la revisan
sin encontrar ninguna falla, y sabiendo que nadie en Noruega tenia la
capacidad de entenderla, la envian al Profesor Ferdinand Degen en Di-
namarca. Antes de recibir la respuesta, Abel descubrié un error en sus
calculos y continu6 trabajando en el problema. De todos modos, Degen
quedo tan impresionado por la capacidad matematica que mostraba el
escrito que casi propuso que fuese publicado a pesar del error. Poste-
riormente, antes de que Abel obtuviera su resultado definitivo sobre la
quintica, Degen le escribe aconsejandole dedicarse a otras “cuestiones
menos estériles” como las integrales elipticas, que a la postre se conver-
tirfan en el centro del trabajo de Abel y en la fuente de su fama.

En 1821, a pesar de que la muerte de su padre ocurrida en 1820
agudiza los problemas econémicos de la familia, Abel ingresa a la Uni-

launque algunos autores discrepan sobre el lugar nacimiento.

2Hansteen era astrénomo y matemético aplicado, uno de los pocos mateméaticos
noruegos conocidos en el extranjero. Era alumno de S. Rasmusssen, asi como Holm-
boe, quien a su vez fue asistente del primero y quien, posteriormente, destacaria a
nivel regional.
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versidad de Christiania, donde vivid, con la ayuda econdémica de parte
del profesorado de la Institucion, cuatro anos. Su examen de ingreso
a la Universidad fue bastante regular en todos los temas, excepto en
matematicas donde obtuvo resultados sobresalientes. Desde su ingreso
se dedico a leer toda la literatura disponible en la biblioteca de la re-
cién fundada Universidad. En poco tiempo se gané la fama entre sus
maestros y companeros de ser un matemadtico fuera de serie, lo cual es-
taba plenamente justificado, pues desde esos anos de estudiante produjo
excelentes trabajos.

En el verano de 1823, el profesor de matematicas Soren Rasmussen,
da a Abel un apoyo econémico para realizar una visita de trabajo a
Copenhagen por dos meses. Este viaje le daria la oportunidad de cono-
cer a los mejores matematicos daneses, en especial a Degen. La visita
le resulté estimulante y muy positiva tanto desde el punto de vista
matematico como en otros aspectos: conoce a quien seria su futura
prometida Christine (Crelly) Kemp y comienza su aficién por el teatro,
su dnica distraccion.

En ese mismo ano publicé su primer trabajo importante sobre in-
tegrales definidas, el cual incluye la solucion explicita de una ecuacién
integral (véase seccién 2). Afios més tarde publicd otra versién sobre
este mismo tema. Asi mismo, en 1824 demostré finalmente que no existe
una féormula algebraica para calcular las soluciones de la ecuacién gene-
ral de quinto grado (véase seccién 5). Estos trabajos hubiesen bastado
para darle renombre y asegurarle una catedra. Pero para ello hacia falta
que alguien los leyese y entendiese; desgraciadamente estaban escritos
en noruego cuando los matematicos lideres de Europa se comunicaban
en alemdn, francés e inglés.

El aprecio que le tenian sus compaferos y maestros hizo que la co-
munidad académica de la Universidad, encabezada por el Rector Niels
Treschow, antiguo profesor de su padre, apoyara decididamente su so-
licitud de fondos estatales para viajar al extranjero y realizar estudios
y establecer contactos en medios matematicos mas fértiles. El gobierno
aporto los fondos. Sin embargo, considerd necesario que Abel pasase un
par de anos mas en la Universidad estudiando otros temas y disciplinas,
idiomas entre ellos, indispensables segun el Consejo, para su formacion.
Abel utiliz6 parte del apoyo recibido para imprimir su resultado sobre la
quintica. Este trabajo, que pensé podia ser su carta de presentaciéon en
los centros matematicos europeos, fue escrito en francés, y tratando de
que el costo fuese el menor posible, fue publicado en forma condensada
en seis paginas. También se lo envié a Gauss quien, sin leerlo, lo consid-
er6 como “una mas de esas monstruosidades”. En descargo de Gauss,
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debemos decir que habia recibido anteriormente el trabajo “Sobre la
influencia de la luna en el movimiento de un péndulo”, escrito por Abel
a insistencia de Hansteen y publicado en la primavera de 1824 en Maga-
zin for Naturvidenskaberne de la cual era editor; el trabajo resulto todo
un fiasco del que Abel no dejé de arrepentirse nunca.

Cuando estaban por finalizar los dos anos de apoyo, en julio de
1825, Abel solicité al Rey una subvencion para ser usada durante un
periodo de dos anos en visitas a los principales centros matematicos
europeos. Con el decidido apoyo de la Universidad, la ayuda le fue
concedida y en septiembre de ese mismo ano inicié su viaje, junto con
otros cuatro distinguidos estudiantes noruegos, que tenian propdsitos
semejantes. Tres de sus comparneros de viaje eran minerélogos: Dos de
ellos, Boeck y Keilhaus, tuvieron destacadas carreras profesionales. Con
el segundo, Baltazar Mathias Keilhaus, sostuvo una amistad estrecha,
al grado de, cuando estaba a punto de morir, pedirle que viese por
su novia. Keilhaus cumplié tan prolijamente esta encomienda que se
casd con ella; el tercer miner6logo decidié ser misionero y viajé por
Sudamérica y Estados Unidos, mientras que el cuarto de los companeros
de viaje fue profesor de medicina veterinaria y fundador del Colegio de
Veterinaria en Christiania.

La primera escala de su viaje, en el otono de 1825, fue Dinamarca.
Abel tenia el proposito de volver a ver a Degen, pero se encontré con
la triste noticia de su muerte. Su siguiente parada fue Berlin, donde
tuvo la inmensa suerte de conocer a August Leopold Crelle, ingeniero
y cientifico natural, con amplios intereses, quien estaba trabajando en
un proyecto largamente acariciado: iniciar la publicacion del Journal
fur die reine und angewandte Mathematik. Esta fue la primera revista
matematica alemana dedicada a la investigacion y es mas conocida co-
mo Journal de Crelleo Chrelle’s Journal. Su primer niimero aparecio en
1826 y sigue publicaindose hasta el dia de hoy. En esta revista Abel pu-
blicé la mayor parte de sus trabajos tan pronto estos eran terminados.
La inmediata y gran aceptacién de la revista por parte de la comunidad
matematica hizo que los trabajos de Abel se difundieran rapidamente
en toda Europa.

Crelle, ademas de brindarle su amistad e introducir a Abel en los
distintos nucleos matematicos europeos lo apoy6 de las mas diversas
maneras y en gran parte a él se debe que, en abril de 1829, la Univer-
sidad de Berlin le ofreciese un puesto de profesor permanente, nueva
que un entusiasta Crelle le comunica a Abel el 8 de abril de ese ano,
sin saber de su muerte dos dias antes.
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Después de Berlin, Abel habia planeado visitar Gotinga y entrevis-
tarse con Gauss. Desafortunada o afortunadamente, recibié la noticia
de que éste no se encontraba en la Universidad pues estaba en uno de
sus viajes dedicados a la geodesia, lo cual tal vez impidié una entre-
vista como la que por esos anos sostuvo con Janosz Bolyai, sobre todo
después del trabajo sobre el péndulo y el antecedente de la quintica.
Posteriormente, Gauss conocié mas detalladamente el trabajo de Abel,
del cual externé magnificas opiniones (ver la seccién 7). Abel, entonces,
continuo trayecto con sus companeros de viaje visitando Dresden, Pra-
ga, Viena, Trieste y Venecia, durante la primavera y el verano de 1826.
Posteriormente visité Suiza y llegé a Paris en agosto de ese ano para
encontrar que todos los matematicos estaban de vacaciones. Se dedicé a
estudiar, en particular los trabajos de Cauchy sobre variable compleja, y
a escribir el trabajo que él consideraba su mas importante contribucion
y que posteriormente seria conocido como El Tratado de Paris: “Memo-
ria sobre una propiedad general de una clase muy amplia de funciones
trascendentes’. El 30 de octubre de 1826 la Academia de Ciencias en
Paris envié este trabajo a Legendre y Cauchy quienes siguiendo una
costumbre bastante difundida entre los lideres matematicos, tanto de
Francia como de otras naciones no se molestaron en leerlo. Afios mas
tarde, cuando Jacobi acusé de negligencia a la Academia de Paris por la
pérdida del manuscrito, Legendre arguyé en su descargo que el estado
de su vista debido a su avanzada edad y lo reducido de la letra, le habia
imposibilitado su lectura. Pero, motivado por esta situacién, Legendre
se preocupd porque el trabajo fuese publicado, lo que sucedié mas de
una década después, en 1841. Mientras establecié correspondencia con
Abel y, aunque en algunas de las cartas Legendre preguntaba cuestiones
cuya respuesta se hallaba en el Tratado, Abel nunca lo mencioné. Es-
tos rasgos de caracter, afabilidad y timidez, son reconocidos por todos
aquellos que lo conocieron, colegas, profesores y compaitieros. No que-
remos concluir este parrafo sin mencionar que las pruebas de galera del
Tratado no pudieron ser confrontadas con el original pues este se habia
vuelto a perder para reaparecer en 1952 en una biblioteca de Florencia.
Ademas de la publicacién del trabajo, la Academia otorgd por él a Abel
un gran premio post-mortem.

Pese a la desagradable experiencia con el Tratado, la visita a Paris
le fue de gran utilidad, pues conocié y se relacion6 con algunos jévenes
matemadticos y tuvo acceso a importantes bibliotecas especializadas,
amén de realizar la compra de un buen nimero de textos matematicos,
que lo llevaron a contraer deudas. Sin duda el viaje resulté un éxito:
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conocié a Crelle, su amplio trabajo tuvo reconocimiento undnime y
establecié numerosos contactos.

Esta situacion contrasta con su regreso a Noruega, donde se en-
cuentra sin trabajo permanente, teniendo que dar clases privadas mal
remuneradas. Y para hacer su situacién econémica mas critica, su fami-
lia habia adquirido deudas de las que él se hace responsable. Lo anterior
aunado a su salud precaria provocan el desarrollo de una tuberculosis
fulminante que en pocos meses lo lleva a la tumba, a pesar de los cuida-
dos de la Sra. Hansteen, a quien Abel consideraba como una segunda
madre, vy de los esfuerzos de sus companeros de trabajo por aliviar su
situacién financiera. En esa direccion, vale la pena destacar las gestiones
de sus colegas franceses entre los cuales se encontraban Legendre, Pois-
son y Lacroix, solicitando al Rey de Suecia que Abel fuese designado
miembro de la Academia de Estocolmo?. También Gauss y Humboldt
trataron, por su parte, que el Ministerio de cultura de Prusia le otor-
gara una catedra en la Universidad de Berlin, y antes nos referimos al
empeno de Crelle en conseguir lo propio. Desafortunadamente, ninguno
de estos esfuerzos cristalizd en el momento oportuno.

2. Un problema mecanico.

A continuacién describimos una contribucién de Abel, pionera en la
teoria de las ecuaciones integrales, que seria desarrollada sistematica-
mente mas de medio siglo después por Volterra, Fredholm y Hilbert.
De este trabajo aparecieron dos versiones. La primera, “Solucién de
algunos problemas mediante integrales definidas” ([A], pp. 11-27), fue
escrita en noruego y apareciéo en “Magazin for Naturvidenskaberne”
en 1823. La segunda, “Solucién de un problema mecdnico” (op. cit.,
pp. 153-157), escrita en francés y en la cual s6lo aborda el problema
mecanico, apareci6 en el Journal de Crelle en 1826. Presentamos ambas
puesto que la segunda, extremadamente elegante, sélo se explica por la
primera.

Comenzaremos haciendo una lectura un tanto libre de la primera
seccion de la primera versién del texto original.

Pensemos que en un plano vertical hay un alambre que tiene la
forma de la gréfica de una funcién y = f(z), con x entre 0 y A* por el

3En esta época, después de la derrota de los ejércitos de Napoleén, Noruega
dej6 de formar parte de Dinamarca para ser parte de Suecia. Obtuvo su indepen-
dencia en 1905.

4 Aunque Abel no lo hace explicito, la funcién debe satisfacer algunas propiedades
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que se desliza sin friccion, bajo la influencia de la gravedad, una cuenta.
Desde Galileo® sabemos que si soltamos la cuenta con velocidad inicial
cero, desde una altura a, llegard a una altura menor y con una velocidad
cuya magnitud no depende de la forma del alambre y que esta dada

por:
o) = pv/a =y

donde p = 4/2¢. Si tomamos las unidades adecuadamente podemos
suponer que p = 1. De lo anterior se sigue que el tiempo utilizado para
que la cuenta llegue al origen es:

a
o) = [ o= =@ )
0 a—y

El problema que plantea y resuelve Abel es el siguiente: Suponiendo
conocida la funcién ¢(a) para toda a entre 0y f(A), expresar en térmi-
nos de ésta a la funcién f(x) o, lo que es equivalente, la funcién s(y).
Notese que si ¢(a) es constante entonces el problema planteado es el de
la tautécrona, que comentaremos al final de esta seccion .

Realmente Abel trata un problema mas general pues supone que

¢ ds

o) = [ o (0<A<D 2
o (a—y)

el cual tiene como caso particular al problema original, cuando A = 1/2.

Abel pide ¢ “no sea infinita cuando a = 0 y que 0 < A < 1 para que

la integral esté acotada”. A partir de esta expresion, Abel se propone

encontrar la expresion de s en términos de y.

Muy “a la Fuler”, Abel aborda el problema desarrollando s en serie
de Taylor, tomando como variable independiente a y (lo cual muestra
que ¢ tiene mas propiedades que las explicitamente pedidas):

0
5 = E any”.
n=0

El problema se reduce a determinar los coeficientes a,, a partir de la
serie de Taylor de ¢. Derivando la expresion anterior, obtenemos

ds = i nany™ tdy,

n=1

como f(0) =0y tener derivada no nula en el intervalo [0, A].
SHoy en dfa justificamos esta afirmacién en términos de conservacién de la ener-
gia.
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lo cual implica que

ds o, nany -1 i y" 1dy
= nan
A T NP SR O

Cuando integramos e intercambiamos la integral con la suma, obtene-
mos

[t [ Sl S 2% o

Mediante el cambio de variable y = at las integrales que aparecen a la
derecha toman la forma:

/ﬂ ynfldy A /1 tnfldt
—=a .
o (a—y) o (1—1)
Esta ultima integral se puede expresar en términos de la funcion I" y

“ynldy Lt tTldt L\ T(1—=MND(n)
L emp=" o= ey @

Abel nos recuerda que “I'(n) es una funcién determinada por las ecua-
ciones
I(n+1)=nl'(n), I'(l)=1

y que las propiedades de esta notable funcién han sido ampliamente
desarrolladas por M. Legendre en su obra FEzercices de calcul intégral
T. 1y II”, textos en los que Abel estudié y con los cuales se familiari-
z6 desde sus afios en la Universidad de Christiania. (Més tarde, Abel
retoma el problema a partir de la ecuacién (4).)

En consecuencia, cuando remplazamos (4) en (3), obtenemos
Yy 1dy I'(1—\T(n)
qb(a) = Z nan/ Z nana m

_ f)\ n+1) n
N Zan n+1—/\)a'

En la expresion anterior aparecen los coeficientes de la expansion de
Taylor de ¢(a) o, para ser precisos, la de ¢(a)a*. En efecto, si escribimos

= ana”,
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entonces
B Ir'1—MNC(n+ 1)a
" Pn+1-X) "
de donde
F(n+1-2X)

T TN+ 1) ™

La cual, cuando usamos de nuevo la relacién (4), se convierte

r 11—
an, = (n + ) by,

TA-ND((n+1-N)—(1-N+1)

1 Loop, =2
- TT(1 = A) /0 (1— t)Hdt’

de donde, intercambiando la suma con la integral

nz::lany - CANT(1 = A) /0 = nz::lbn(yt) dt

_ y bos(yt)
= F(/\)F(l—)\)/o a—pradt

Finalmente, como

(AT (1 — A) = 7/senAr,

Abel obtiene la férmula:

= [

™

la cual resuelve el problema generalizado. Cuando A = 1/2,

() = X2 [ S 5)

da solucién del problema original.

Como ya dijimos antes, si ¢(a) = «ap constante, el problema pro-
puesto es el de la tautocrona, planteado y resuelto por Huygens en el
siglo XVII. En este caso, de la ecuacién (5) obtenemos:

s = k\/y,

donde k = 2aq/m, condicién que caracteriza a la cicloide.
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Es interesante notar que al final de esta primera secciéon, Abel usa
derivadas y primitivas de orden no entero, para expresar en forma su-
gestiva su solucion. En efecto, dice: Si escribimos

¢(x) = Z amx™,

entonces,

d“¢(z)

dxk

= Yaym(m—1)---(m—k+1)zm*

Cm+1) . .,
= Zamr(—x :

m—k+1)

Después de una manipulacion del mismo tipo a la que presentamos
antes, Abel llega a la férmula:

o) 1 [ )
—k>/o ( o

dak  xkT( 1 —t)l+k
de la cual deduce, cuando k = —A,
Cv) 2 v,
de=> T\ Jy (1—t)r2

donde, recordemos, 0 < A < 1. Es decir,

s) = sen)\TryA/O (1q§(yt) it

T —t)=A

1 d7e(y)
ra—A dy=>

Sefialemos también que Abel trata aqui un problema de inversion,
tema que esta presente de manera implicita o explicita en buena parte
de su trabajo.

3. El problema mecanico revisitado

Abel inicia este segundo articulo en la misma forma que el primero,
y llega a la misma ecuacién (4), la cual reproducimos a continuacién,
con una pequenas alteraciones en la notacién,

/“ ( 2ol " ['(a)l(1 - n)aa*"

a—z)" Ia+1—n) ’



VIDA Y OBRA DE NIELS HENRIK ABEL 11

de lo cual deduce que

[ oo o = tasion ) aoars

= T(n)I(1 _”)r(ra(i)m o
— T(n)T(1 - n)%.

Multiplicando por () e integrando con respecto a «, obtiene que

/Om ( da /Oa (/ alb(a)za—lda)dx T /w(a)xada.

r—a)l-n (@ —2z)"

Cuando define f mediante la férmula

@)= [ wlaa®da. ©)
y deriva, obtiene
F@) = [ avla)s"da,

y por consiguiente

T —n)f(x) = /0""( da)ln /0 f'(2)dz

r—a (a—2)"
e donde
b flo) = sennm /‘” da /“ f(z)dz (7)
T Jo (—a) " Jo (a—z)

Mediante esta identidad, Abel resuelve formalmente la ecuacién origi-
nal. En efecto, multiplicando la ecuacién (2) por 1/(x — a)'™™ e inte-
grando con respecto a a

sennm /‘” Pp(a)da  sennm /m da /“ ds
T Jo @—a)tm o (=)t Sy (=)

Como ds = s'(z)dz, la identidad (7) implica

o) = S /0 ( é(a)da

m x—a)l-n’

como ya habia obtenido anterioremente. Para terminar la demostraciéon
faltaria probar que s(z) admite una expresién como la de f(x) en (6),
detalle que omite.
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Antes de pasar a otro punto, es bueno hacer notar que, independien-
temente de que el argumento es védlido para una clase mas amplia de
funciones y de lo rigurosa de éste, no se ve como a alguien se le puede
ocurrir tal prueba, a menos de conocer la primera demostracion.

4. Las Series y el rigor.

En la solucién de 1823 al problema mecanico, vimos cémo Abel, sin
plantearse ninguna pregunta, intercambia integrales y sumas infinitas.
Esta despreocupacién desaparece anos mas tarde y el tratamiento rigu-
roso de las series convergentes se vuelve central en sus intereses. Este
cambio se manifiesta en la introduccién de su primer trabajo sobre
series([A] pp.219-250),

—1 —1 -2
“Fstudio de la serie 1+?x+m(;n 5 )x2+m(m - 2)(7: )x3+- Lo

donde dice Si estudiaramos con mas detenimiento los razonamientos
que se utilizan en el estudio de las series infinitas, veriamos que son
poco satisfactorios y, por consiguiente, el niumero de teoremas sobre
series infinitas que pueden ser considerados como rigurosamente de-
mostrados es muy limitado.

Antes Abel habia escrito a Hamsteen: “pienso emplear todas mis
fuerzas para llevar luz a la monstruosa oscuridad que reina en el Analisis
... Es verdaderamente sorprendente que la mayoria de estos resultados
sean verdaderos”. Algunos definitivamente no lo son, como hace notar
Abel en una nota a pie de pagina: “En el “Curso de Anélisis” de M.
Cauchy encontramos el teorema siguiente cuando los distintos términos
de la serie ug + u; + us + - - son funciones de una misma variable x
y continuas con respecto a esta variable en la vecindad de un valor
particular donde la serie es convergente, la suma s de la serie es a su
vez, en la vecindad de este valor particular, funcion continua de x. Pero
me parece que este teorema tiene algunas excepciones. Por ejemplo, la
serie

1
senxr — §sen2x + gseni’)x — .

es discontinua para todo valor (2m + 1)1 de #, donde m es un nimero
entero. Hay, como se sabe, muchas series de este tipo.”

A pesar de que estos contraejemplos ya eran conocidos, no aparece
documentado en la literatura que los contra-ejemplos se hubieran hecho
explicitos antes de Abel.
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Notemos que Cauchy nunca volvié a editar estas notas y nunca
aparecio, de su parte, rectificacién alguna. Posteriormente, Moigno, uno
de sus alumnos fue autorizado a publicar sus notas del curso de Cauchy,
donde, por supuesto , el “teorema” ya no aparece.

Abel piensa que la razén por la cual, a pesar de las deficiencias en
el razonamiento, “esa deplorable costumbre de sacar conclusiones gene-
rales a partir de situaciones particulares”, la mayoria de los resultados
son verdaderos es porque se trata (en general) de series de potencias.
Y a ellas esta dedicado este articulo. En él demuestra algunos de los
resultados que conocemos sobre series como son el criterio de la razon
y los teoremas cléasicos de series de potencias: si una serie de potencias
converge para 0 entonces converge para todo |a| < § (Abel no pone
los valores absolutos) y la suma es continua en ese intervalo®. Para de-
mostrar lo anterior muestra que las colas estan uniformente acotadas.
Pero es un poco exagerado concluir, a partir de esto, que Abel prefigura
la nocién de convergencia uniforme que serd dada por Seidel en 1847
(ver [L]).

En este articulo, Abel también aborda la convergencia de otro tipo

de series:
f(z) = Zvn(x)a".

Muestra que si v,(x) es continua en el intervalo [a, b] ¥ la serie converge
para o = 4, entonces f(x) converge para o < ¢ y es continua en [a, b].

Cabe llamar la atencién sobre el cuidado con que Abel se refiere
al “teorema” de Cauchy. Parece que, dice, “hay algunas excepciones”,
cuando un teorema con excepciones, no es un teorema. Este cuidado
contrasta con la manera como Abel se refiere al trabajo de M. Olivier,
quien afirma que la serie ) a, converge si y sélo si na, tiende a 0
cuando n tiende a oo. Luego de proporcionar el ejemplo:

1 1 1
210g2+310g3+'“+n10gn+“'7

Abel dice que M. Olivier se equivocd rotundamente ([A], p. 399 T.I).

5. Estudio de la resolucion de ecuaciones
de grado mayor o igual a 5.

En la biografia presentamos parte de la historia de este problema y
mencionamos que utilizé parte de los recursos que Abel obtuvo de la

6N6tese la cercania entre este enunciado y el de Cauchy.
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Universidad en 1824 para publicar una versiéon muy escueta en francés.
Maés tarde, en 1826, Crelle le pidié una nueva versiéon mas generosa con
el lector para ser publicada en el Journal de Crelle. Este articulo fue
conocido por Galois pocos meses después de la muerte de Abel, jun-
to con la historia de su autor. No es de extranar que Galois viera un
vinculo entre él y Abel “... el vinculo es la malvada organizacién social,
que desprecia al pobre y se muestra hostil con el genio”. Por cierto, en
1830 Galois publica en el Boletin de Ferussac una nota de dos paginas
intitulada “Anédlisis de un escrito sobre la resolucién algebraica de ecua-
ciones”. Ya en 1826, en el mismo Boletin, Ferussac habia publicado un
analisis del trabajo de Abel. A continuacién daremos una descripcién
de éste.

El articulo se divide en cuatro partes. En la primera, Abel da la
forma de las expresiones algebraicas. Cuando s6lo usamos operaciones
artiméticas (suma, resta, multiplicacién, divisién) obtenemos siempre
funciones racionales. Para el siguiente paso incorporamos a las opera-
ciones anteriores la radicacién. Una funcion algebraica de primer orden
y de grado r es una expresion de la forma:

f(xlax% s 7nV271> n2p2> s 771@),

donde f, p1, pa2,...,p, son funciones racionales y ni, no,...,n, son
nimeros primos. Notemos que la nocién de grado no coincide con la
del grado de un polinomio, es el nimero de radicales que aparecen en
la expresion. Inductivamente, una funcién algebraica de orden p y de
grado m es una expresién de la forma

f(rl7r27 ce R/E» %7 s 7PW)7

donde pq,ps,... son funciones algebraicas de orden a lo méas pu — 1
Y G1,G2, - - -, ¢, son funciones algebraicas de orden pu — 1, py,p2,...,Dpr
siguen siendo nimeros primos. Abel muestra, que después de arreglar
los términos con ciudado, una funcién algebraica v de orden p y de
grado r puede llevarse a la forma

1 2 n-1
v=¢q +pr +@pr+--+q1p " (8)

donde n es un ndmero primo, ¢, ¢, - - -, ¢,_1 son funciones algebraicas
de orden a lo mas p y de grado a lo mas r — 1 y p es una funcién
algebraica de orden p — 1 irreducible en el sentido de que {/p no se
puede expresar racionalmente en qg,qi,...,¢,—1. A modo de ejemplo,
veamos lo que sucede con las soluciones de la ecuacion de tercer grado

x3+px+q:0,
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las cuales estan dadas por:

N [

Py Y/ R B
pﬁ/%i\/}_%

donde ) ;
q p
R=(5) < (5)
2 + 3
Para dar a esta funcién algebraica la forma que dice Abel, primero:
1/3 3 2/3
z = (gi\/}_%) +—)(gi\/§>

v

En el denominador aparece una funciéon algebraica de orden 1 y de
grado 1. Nos deshacemos de ella de la manera acostumbrada:

2 (277
P (V) (G 7

x:<gi\/ﬁ)l/3+ 2

) (3 + \/E)Q/S

de donde

o= (32" () (v (5vm)”

2

la cual tiene la forma requerida. Notemos que la forma que puede darse
a una expresion algebraica no es Unica.

En la segunda parte, Abel da las propiedades que satisface una
funcion algebraica cuando es raiz de un polinomio. Demuestra que a una
funcion algebraica que es raiz de un polinomio puede darsele una forma
tal que cualquiera de las funciones algebraicas que en ella aparecen es
funcion racional de las raices del polinomio. Si volvemos al ejemplo de
la cubica, podemos ver que

+ (%)2 + (g)s = (x1 — x3) (1 — x3) (T2 — x3).

Para demostrarlo, Abel toma v una funcién como en la formula (8)
que es solucion de la ecuacion

cotey+ ey 4y =0, (9)



16 SHIRLEY BROMBERG Y JUAN JOSE RIVAUD

al remplazar en esta ultima v obtenemos una expresién del tipo
L 2 n=1
ro+pr +ropr 4o+ rpp o =0.
La irreducibilidad implica que
ro=r1="-=ry1 =0,

o 1 1
lo cual, a su vez, implica que, al remplazar p» en v por ap», donde
a" = 1, obtenemos raices de la ecuacién (9), es decir

1 2 n=1
Y1 = Qo+pr+@prt+--+qpopn

1 2 _ n-1
Yo = qo+apr +a’Epr +--+a" g, pn

_ n—1,_1 n—2 2 n-1
Yo = Qo+a prH+a “gpr +---+agyap .

. 1 . .
De donde se puede despejar qg, ¢1,...,¢,—1 Yy p» como funciones racio-
1 . i
nales de y1, 4o, . . ., yn. En efecto, para ver que p» es funcién racional de
Y1, Yo, - - - Yn, Multiplicamos la segunda ecuacién por o™ !, la tercera
por a" 2, la tdltima por . Al sumar, obtemenos:

yiHa" Yy 4" Py ay, = np

Procediendo de manera andloga, Abel demuestra que cada una de las
expresiones algebraicas que componen a qg,q1,...,qn—1 Y p% también
son funciones racionales de las raices, y asi sucesivamente, como se
habia afirmado.

En la tercera parte, Abel estudia el nimero de valores que toma
una funcién racional de n variables, v(xy, ..., z;,). Primero demuestra,
siguiendo a Cauchy, que si o es una permutacién de los primeros n
naturales y si definimos

g - ’U(.%l, .. .,l‘n) = ’U(.%U(l), Ce ,l‘a(n)),

entonces el nimero de valores distintos que toma v, es decir, el cardinal
de {o-v(z,...,2,) : 0 €S,}, es un divisor de n! y es mayor o igual
al mayor primo que divide a n, a menos que sea dos o uno. Luego
demuestra que si m = 5y v es una funcién racional que toma a lo mas
5 valores, entonces o bien v es simétrica (toma un dnico valor); o bien
v =a+ BA donde a y 3 son funciones simétricas de las variables y A
es la funcién racional que toma dos valores dada por

A =[G —=p);

1<j
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o bien v(xy,...,1,) = aqp+az+...+auxt donde z es cualquiera de las
variables y las «; son funciones simétricas de aquéllas. De esta tltima
expresion es posible despejar x :

v =fo+ fro+--+ Buv'

donde, también, (; es funcién simétrica de las variables. Demuestra
igualmente que si v es una funcion racional de n variables que toma
exactamente m valores al hacer variar ¢ € S,,, entonces existe un poli-
nomio de grado m cuyos coeficientes son funciones simétricas de las n
variables de la cual todos los valores que toma v son raices y no hay un
polinomio de grado menor con estas caracteristicas.

Después de estos preliminares, con todos los elementos necesarios,
Abel demuestra en la cuarte parte que el polinomio general de quin-
to grado no puede resolverse algebraicamente. Supone lo contrario, es
decir, que la solucién general es funcién algebraica de los coeficientes.
Entonces, segtin demostrd en la segunda parte, existe una expresion de
la raiz

1 2 n—1
T =dqo+qpr +qpr+-+Gpap "
donde n es primo y p, qo,4q1,---,q, son funciones algebraicas de los
coeficientes de la ecuacion y, a la vez, funciones racionales de x4, ..., x5.
Como, claramente, la solucién general no puede expresarse mediante
funciones racionales de los coeficientes, debe aparecer en la expresion,
al menos una funcién algebraica de primer orden, digamos /R, donde
R es una funcién racional de los coeficientes y, por lo tanto, funcién
simétrica de las raices y m es un niimero primo. Tenemos que v ="%/R,
es funcién racional de zq,...,75 y raiz de 2™ — R = 0. Ademds no
puede ser solucién de ningin polinomio de grado menor, entonces v
toma exactamente m valores y, como es un nimero primo que divide a
5!, m = 2,3 6 5. Pero Abel ya habia demostrado que m no podia ser
igual a 3. Veamos que m tampoco es igual a 5. Supongamos que m = 5,
entonces
Rs =rg+rz 4+t

con 1y, 71, ...,rs funciones simétricas, de donde

x:so+is%+---+s4R%,

y
1
siR5 = = (1;1 +a'zy + adxs + alry + ozx5) ,
donde o es una de las raices complejas de 2 — 1 = 0. Lo cual es

imposible puesto que el lado derecho de la igualdad toma 120 valores,
pero debe ser solucién de la ecuacién de quinto grado z° — sTR = 0.
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Nos resta descartar m = 2. Si asi fuese, v R = v es funcién racional
de las raices y raiz del polinomio

22— R=0.

Por lo tanto v/R toma dos valores, de donde VR =a+ Ap donde a y
/3 son funciones simétricas de 1, ..., z5. Como —vR también es raiz,
tendremos que —v R = a— Ap, lo cual implica que @ = 0. Por lo tanto,
toda funcién algebraica de primer orden que aparece en la expresién de
la raiz es de la forma o + A5 con « y § funciones simétricas de las
raices. Como, de nuevo, la raiz de la ecuacién general no puede ser
de la forma anterior, debe haber, al menos una funcién algebraica de
segundo orden, es decir, en la expresion de la raiz debera haber una

expresion de la forma
v="a+ Ap,

donde m es primo, « v 3 funciones simétricas no nulas. De nuevo, como
v es funcion racional de las raices toma dos valores:

vy ="a+ AB, vy =""a— Af,

donde vy y v9 son funciones racionales. Al multiplicarlas se obtiene

v1ve =" a2 — A2[2,

Como o? — A%3? es una funcién simétrica, si v,v5 no lo fuese, m = 2,
lo cual implicaria que v = /Va + AS y v tomaria 4 valores, lo cual no
es posible. Llamemos v := v;v,. Abel muestra de manera analoga a lo
anteriormente hecho que m = 5 y considera

=55+ =,
P Vs

donde S = o+ AS. Como antes, p toma 5 valores y, por lo tanto

2 3 4
p =71y +1rix+rox” +r3x’ +rix,

T = 5Sy+ S1p+ 82p2 + 83p3 + s4p4,
o bien . , \ \
r = t() +t153 +t255 +t353 —|—t4Sg.

Otra vez el mismo razonamiento muestra que 1155 es raiz de un poli-
nomio de grado 10 y, a la vez, toma 120 valores. Esta imposibilidad
descarta m = 2 y concluye la demostracion.
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Después de haber demostrado este resultado, Abel abordé el proble-
ma de caracterizar las ecuaciones cuyas soluciones pueden expresarse
como funciones algebraicas de sus coeficientes, algunas de ellas, como
las ciclotémicas

n
S R N
z—1
con n primo, ya habian sido tratadas por Gauss. En este caso tenemos
que todas las raices son funciones racionales de una de ellas a. En
efecto,

a0, oL

Abel generaliza este resultado de la manera siguiente.

Teorema. Si todas las raices de una ecuacién algebraica pueden expre-
sarse racionalmente a partir de una de ellas, digamos x y si se satisface
que, para dos raices cualesquiera, fx y 61z

9911‘ = 910$,

entonces la ecuacién se puede resolver algebraicamente.

Notemos que es debido a este resultado que los grupos conmutativos
se llaman grupos abelianos.

6. Integrales Elipticas

Si bien los problemas de derivacion y antiderivacién de funciones
iniciaron su desarrollo de la mano, pronto se hizo claro que el calcu-
lo de primitivas presenta dificultades adicionales pues, aunque toda
formula de derivacién tiene asociada una de integracién y viceversa, los
esquemas para derivar funciones elementales no son reversibles, por lo
que es necesario desarrollar otras técnicas y métodos para el calculo de
primitivas.

Estas dificultades aparecen ya en el caso de las funciones racionales
(cocientes de polinomios de una variable). En este caso la derivada es
también una funcién racional, pero no asi su primitiva, puesto que las
integrales de las funciones racionales

1 1

y
r+a a? — x?

son, como sabemos,

r+a

/ d =In(z+a)+c
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y, usando la identidad,

1 11 1
a—122 2a\a+zx a-—zx)’

la segunda integral es igual a

/ dzx 1 a+x
— — =—1n +c.

a? — x? 2¢ a—=

Si aceptamos, como lo hicieron Leibniz y John Bernoulli, el uso de
nimeros complejos como un artilugio formal, también obtenemos que

dx 1 a-+1x 1 T
ﬁ:—ln +c = —arctan— +c ) .
a‘+z 200 a — 1z a a

es en estos ejemplos donde estd el origen del método de integracién por
medio del desarrollo en fracciones parciales, asi como el uso formal de
expresiones complejas para resolver problemas de calculo.

Relacionadas con diversas situaciones de indole fisico o geométrico
aparecieron integrales de la forma [ R(z,/p(z))dz, con R una fun-
ci6n racional en las variables x e y donde ademés y = \/p(x) con p(z)
polinomio en x. Para p(z) de grado uno o dos, el desarrollo en frac-
ciones parciales, la integracion por partes y algunas transformaciones
algebraicas permitieron resolver, al menos en teoria, el problema en
términos de funciones racionales, logaritmos y funciones trigonométri-
cas inversas.

Sin embargo, para polinomios de tercer y cuarto grado (sin raices
dobles) no fue posible solucionar el problema’. Las integrales correspon-
dientes son las llamadas elipticas. Se desarrollaron acercamientos para
describir el comportamiento de estas integrales sin conocer su forma
explicita. Con este proposito se redujeron estas integrales a unos cuan-
tos tipos especificos. El resultado principal en esta direccion se debe a
A. M. Legendre en su “Traité des fonctions elliptiques” (2 voliimenes,
1825-26), demuestra que las integrales elipticas de la forma

R() R(x) )
/ \/p(x)dx_/ \/a+6x+7x2+5:1;3+ex4d ’ (10)

“En 1833, J. Liouville en su “Mémoire sur les trascendentes elliptiques de pre-
miere et de seconde espece, considérées comme fonctions de leur amplitude”, publi-
cado en el Journal de I'Ecole Polytechnique, XIV, Secciones 24 y 25, demostrd que,
efectivamente, dichas integrales no eran funciones elementales.
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con R(z) funcién racional y p(z) un polinomio de grado 3 6 4, puede
reducirse a integrales de los siguientes tipos:

Primera Clase

/ dx
\/(1 — 22)(1 — k22?)

Segunda Clase

/ 22dx
VoA

/ dx
(@ -y - )1 F?)

Tercera Clase,

las cuales pueden llevarse, mediante la sustitucién x = sen¢, a las
formas de Jacobi:

[Vi=etias v [ 10

4
/\/1 — k2sen2¢’ (14 nsen?¢)/1 — k?sen?¢

(con 0 < k < 1y n constante arbitraria).

Notemos ademads que Weierstrass y otros matematicos propusieron
otras formas normales mas adecuadas a sus propositos. Estas clases
estan directamente relacionadas con problemas geométricos o fisicos
relevantes, como son, entre otros, la longitud de un arco de lemniscata
o de una elipse® o el periodo de un péndulo simple.

En el trayecto para conseguir sus clases, Legendre prueba que las
integrales del tipo (10) puden reducirse a la forma

R 2
/ v)
va+ by? + eyt
donde, de nuevo, R es una funcién racional, resultado de por si intere-
sante.

Otra vertiente de los trabajos sobre integrales elipticas se inicia
con los trabajos de G. C. Fagnano (1682-1766) quien, en 1714, em-
pieza a tratar problemas geométricos sobre pardbolas de orden supe-
rior, elipses o lemniscatas, cuyas longitudes de arco vienes dadas por
integrales elipticas, pero que, como él demuestra, bajo ciertas condi-
ciones, las diferencias de longitudes de tales arcos pueden expresarse
algebraicamente (ver [KI], pp. 413-420).

Estos problemas interesan a L. Euler, quien los generaliza y sintetiza
en su llamado “Teorema de adicién” para integrales elipticas (L. Euler

8Precisamente de este problema toman su nombre esta familia de integrales.
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“Calculo Integral, Vol. 1, 1786). A continuacién enunciamos una versién
del resultado que es més conveniente para nuestra exposicién posterior.

Empecemos por considerar el polinomio 1 + mz? + nz* el cual su-
ponemos sin raices dobles (es decir, m? — 4n # (). Definamos

t(x)—/x dz
o V1+mz2+nzt

y denotemos por s(t) = z a la funcién inversa de ¢(x). Entonces el
Teorema de Adicion de Euler establece que:

s(a)y/1+ms2(8) + nst(B) + s(B) /1 + ms?(a) + ns(a)
1 + ns?(a)s?(f5) '

Noétese que si m = —1 y n = 0, entonces s(f) = sent y, en este caso, el
Teorema de Adiciéon de Euler dice que

sen(a + ) = sen(a)y/1 — sen?(B) + sen(5)/1 — sen?(«)

s(a+ 8) =

sen(a + 3) = sen(a)cos(3) + sen(3)cos(c)

y cuando m = 1y n = 0, la férmula corresponde al senh. Por esta razon,
las funciones s(t) son llamadas senos generalizados. Para una exposiciéon
elemental detallada de este resultado y de sus implicaciones, remitimos
al lector al trabajo de A. I. Markushévich [M]).

En nuestra definicién anterior asi como en la parte previa de nuesra
exposicién sobre este tema no hemos mencionado que la funcién ¢(z)
es multivariada ni las razones para ello, pero por causas de espacio sélo
diremos que este punto estd relacionado con la génesis de la idea de
superficie de Riemann de /z.

7. Funciones Elipticas

El Teorema de Adicién es el punto de partida de Abel para sus
contribuciones al tema. Abel expresa las integrales de primera clase
en términos ligeramente distintos a los que Legendre utiliza: p(x) =
(1 — 22?)(1 + €®z?) En efecto, los plinomios utilizados por Legendre
eran de la forma p(z) = (1 — 2?)(1 — *z?), y Abel comenta que las
férmulas serdn mas sencillas si toma ¢? negativo e igual a —e? y por
razones de simetria toma 1 — c22? en lugar de 1 — 22. Ademds, en lugar

de estudiar las integrales:

v dt
o) = /0 V(1= 2)(1 + e22)
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trabaja con la funcién inversa, es decir z = ¢(a)?, e introduce dos
funciones auxiliares mas:

fla) =/1—=c2p?(a) vy Fla)=+/1+e2p?(a),

para las cuales enuncia los correspondientes teoremas de adicion.

Después de probar algunas propiedades de estas tres funciones, las
define, partiendo de la integral, para valores imaginarios. As{ tenemos
que:

/ dt _/m idt
o JI—)(1+ex2)  Jo 0+ E2)(1 - e?)

[ dt
B Z/o NCE o0
de donde si
t

. /zm d o /m dt
o V(1= c22)(1 + e2t2) Y —Jo VI + ) (1 — e2?)

tenemos que a = ia* (ndtese que a* es real) y definiendo = := p*(«)
donde

/ v dt

a = ,

o VTR - P

tenemos que se puede extender formalmente la definicion de ¢ para
valores imaginarios como:

plia) = ig*(a).

Finalmente, Abel define p(c + ¢3) en concordancia con la férmula de
adicién como:

pla+if) =

() /(1 = 2p2(iB)) (1 + €292 (iB)) + ¢(iB) v/ (1 — 2p?(a))(1 + €2 (a))
1 —c?e?p?(a)p?(if)

p(e) /(1 + A(p*(iB))?) (1 + €2(¢*(iB))?)) + ig*(iB)) v/ (1 — 2p?(a)) (1 + e2¢?(a))

L+ c2e?p*(a)(p*(8))?

p(a) f*(B)F*(B) + ip*(B) () f () F(c)
1+ (cep(a)p*(B))? '

9La ventaja de este cambio es que, mientras que las integrales son funciones
multivaluadas, las inversas son univaluadas.
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A partir de esta definicién, de algunas propiedades de las funciones ¢, f
y F, que se demuestran directamente, y usando nuevamente la formu-
la de adicién, Abel demuestra que las tres funciones son doblemente
periddicas, con los mismos periodos:

dt dt

1 1
2w:4/° 2@‘:4/5 :
o /(1 —c2a?)(1 + e2x2) Y o /(1 +c222)(1 — e2x2)

De aqui deduce en forma elegante y concisa muchos resultados conoci-
dos y nuevos que publica en dos memorias, que habia empezado a redac-
tar en Paris en 1825, Recherches sur les fonctions ellpitiques aparecidas
en el Journal de Crelle, la primera en 1827 y la segunda en 1828. La
doble periodicidad es una propiedad esencial en la teoria, que después
serd tomada como la definicién de una funcién eliptica.

A continuacién utiliza los resultados anteriores para abordar y re-
solver el siguiente problema: Dada

ne dx
plno) = /0 V(I = 22?) (1 + e2a?)’

se quiere determinar

@ dx
=)= | V= )1+ ear)

Para ello, ve que el teorema de adicion, para n impar le permite expresar

_ xPy(x)
p(na) = @)’

donde P, y Q,, son polinomios pares de grado n?> — 1. Y para n par,

=7 _021-2 62$2 Pn(l')
plno) = r /(T = 221+ 27 "o,

donde P, y @, son también polinomios pares de grados n? — 4 y n?
respectivamente.

Lo anterior quiere decir que el problema inicial es equivalente a
resolver una ecuacién polinomial

2P, (z) — o(na)Qn(x) =0
si n es impar y

7*(1 = c*2?) (1 + e*2”) P(z) — ¢ (na)Qy(x) = 0
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cuando n es par.

Para el caso p(na) = 0, Abel observa que estas ecuaciones satis-
facen un criterio de solubilidad por radicales descubierto por él tiempo
atrds y, con base en ello, expresa = ¢(«) en términos de p(n«a) en el
caso general. La primera prueba que da es muy complicada pero, poste-
riormente, usando un resultado de Jacobi, consigue una demostracion
muy simple y elegante (ver [K], pdg. 156).

El problema anterior tiene como caso particular al de dividir en n
partes iguales el arco de la lemniscata el cual habia sido resuelto por
Fagnano para n = 2,3 y 5. El caso general habia sido comentado por
Gauss en sus “Disquisiciones Aritméticas” donde afirma que las her-
ramientas desarrolladas alli para dividir la circunferencia en n partes
iguales pueden ser usadas en otros casos, en particular, en el de la lem-
niscata. En este caso, Abel prueba que el arco completo de la lemniscata,
puede ser dividido con regla y compas para los mismo valores de n que
la circunferencia, es deicr, para n = 2™pips - - - ps donde m > 0y los p;
son primos distintos de la forma 22" + 1.

De esta manera saltan a la vista las interrelaciones entre sus pre-
ocupaciones por las ecuaciones polinomiales y la teoria de las funciones
elipticas.

Gauss habia trabajado sobre las mismas lineas, centrandose en el
problema de la lemniscata, la cual da origen a la integral

/ Toodt
0 V 1-— :L’4
y cuando lee el primero de estos trabajos escribe a Bessel

“Parece que por el momento no me serd posible volver al
estudio de funciones transcendentales, mismo que he es-
tado desarrollando durante muchos anos (desde 1798),
puesto que tengo que terminar muchas otras cosas.
Segin puedo ver, el Sr. Abel ahora me ha tomado la
delantera y me ha descargado mds o menos de la ter-
cera parte de estos asuntos y mds aun ha llevado a cabo
los cdlculos con precision y elegancia. Ha tomado exac-
tamente el mismo camino que tomé en 1798 y, por lo
tanto, no es de extranar que nuestros resultados coinci-
dan en gran medida. Para mi sorpresa esto se extiende
también a la forma y en parte a la notacion que él em-
plea, de tal suerte que muchas de sus formulas parecen
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copia exacta de las mias. Para evitar cualquier malen-
tendido, debo decir, sin embargo, que no recuerdo haber
discutido sobre este tema con nadie. ”

En esta problemética y desde un punto de vista més geométrico,
también trabaja Carl Gustav Jacobi (1804-1851) quien sostiene con
Abel una competencia, la mayor parte de las veces sin incidencias. Como
ya senalamos, Jacobi es uno de sus principales promotores y continia
, junto con muchos otros matemdticos como Liouville, Weierstrass y
Noether, desarrollando estas ideas.

8. Integrales abelianas e hiperelipticas.

La memoria de Paris de 1826 estd principalmente dedicada al estu-
dio de una clase de integrales que generalizan a las elipticas y que Ja-
cobi bautiza como abelianas. Estas son de la forma [ R(z,y)dz, donde
R(z,y) es una funcién racional y las variables z,y estdn relacionadas
por medio de una ecuacién polinomial f(x,y) = 0. En este caso no es
suficiente dar los extremos zy v x de la integral, sino que necesitamos
fijar la trayectoria de integracién que los une. En general esta viene
dada por una rama univaluada y continua de la funcién multivaluada
y(x), donde f(z,y(x)) = 0.

Notemos que si f(z,y) = y*> — p(x) donde el grado de p(z) es menor
o igual a 4, estamos en el caso eliptico; cuando n > 4 obtenemos las
llamadas integrales hiperelipticas.

En el caso general, Abel demuestra un teorema de adicion del que
deriva interesantes consecuencias para el caso hipereliptico. Sin embar-
go, tratar esta problematica nos sacaria por completo del espacio del
que disponemos, pero baste decir que da lugar a muchos de los temas
de geometria algebraica, asi como a la teoria de superficies de Riemann.

También en este campo, Jacobi es el promotor y continuador directo
de la obra de Abel.
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