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ResumenEste a~no se umple el bientenario del naimiento de Niels(Niol�as, en nuestro idioma) Henrik Abel. Abel es, sin lugar adudas, una de las grandes �guras de la matem�atia del sigloXIX, uya inuenia en el desarrollo posterior de la matem�atiaes innegable. El presente trabajo es una introdui�on a su viday obra. A pesar de su muerte prematura, la extensi�on y profun-didad de la obra de Abel hae imposible una disusi�on ompletade su trabajo en un art��ulo expositorio omo el presente. Espor esto que s�olo disutimos on detalle uno de sus resultados,el del problema me�anio. Del resto de sus trabajos haemosuna desripi�on bastante general y, adem�as, inlu��mos un es-bozo de su biograf��a. El letor interesado puede profundizar enualquiera de estos aspetos onsultando el material que se itaen la bibliograf��a.1. Un vistazo a la vida de Abel.Adem�as de grandes desarrollos matem�atios, el siglo XIX nos le-g�o dos �guras rom�antias: Abel y Galois, ambos on una pasi�on porlas matem�atias que desaf��a todos los obst�aulos y a quienes, adem�as,el �exito les es arrebatado por una muerte prematura. \Muere joven elelegido de los dioses" die el ep��grafe que da t��tulo y on el que empiezala biograf��a sobre Galois que esribi�o Leopold Infeld [I℄.*En lienia sab�atia del CINVESTAV.1



2 Shirley Bromberg y Juan Jos�e RivaudAbel nai�o el 5 de agosto de 1802, en Finn�oy1, peque~na iudad alsuroeste de la osta de Noruega, hijo del matrimonio de S�oren GeorgAbel -pastor protestante en diha poblai�on- on Anne Marie Simonsen.Tuvo uatro hermanos, uno de ellos mayor que �el, y una hermana de laque siempre estuvo partiularmente orgulloso. La familia siempre tuvouna situai�on eon�omia prearia, debido tanto a la profesi�on del padreomo a los problemas por los que en ese momento atravesaba el pa��s,y a pesar de la posii�on desahogada de la familia materna.Sus estudios en los primeros a~nos estuvieron a argo de su padrey de un joven maestro partiular. A los tree a~nos, en el oto~no de1815, Niels Henrik ontinu�o sus estudios en la esuela de la Catedralde Christiania (desde 1923 o�ialmente Oslo). En ese momento, na-da permit��a presagiar el futuro de Abel. Pero en el verano de 1818,Bernt Mihael Holmboe un joven maestro de matem�atias que iniiabasu arrera aad�emia, empez�o a interesar a algunos de sus alumnos enmatem�atias ret�andolos a resolver diversos problemas sobre �algebra ygeometr��a. El joven Abel destaa de manera brillante y, para estimular-lo, Holmboe le plantea problemas espeiales que Abel resuelve on granentusiasmo e ingenio. En poo tiempo va m�as all�a de las matem�atiaselementales y del onoimiento de su maestro, ontinuando a partirde entones trabajando solo. De esta �epoa data su inter�es por enon-trar la solui�on general de una euai�on de quinto grado, y tambi�en suprimera solui�on al problema, solui�on que Abel muestra a Holmboequien, a su vez, la muestra a su maestro Hansteen2. Ambos la revisansin enontrar ninguna falla, y sabiendo que nadie en Noruega ten��a laapaidad de entenderla, la env��an al Profesor Ferdinand Degen en Di-namara. Antes de reibir la respuesta, Abel desubri�o un error en sus�alulos y ontinu�o trabajando en el problema. De todos modos, Degenqued�o tan impresionado por la apaidad matem�atia que mostraba elesrito que asi propuso que fuese publiado a pesar del error. Poste-riormente, antes de que Abel obtuviera su resultado de�nitivo sobre laqu��ntia, Degen le esribe aonsej�andole dediarse a otras \uestionesmenos est�eriles" omo las integrales el��ptias, que a la postre se onver-tir��an en el entro del trabajo de Abel y en la fuente de su fama.En 1821, a pesar de que la muerte de su padre ourrida en 1820agudiza los problemas eon�omios de la familia, Abel ingresa a la Uni-1aunque algunos autores disrepan sobre el lugar naimiento.2Hansteen era astr�onomo y matem�atio apliado, uno de los poos matem�atiosnoruegos onoidos en el extranjero. Era alumno de S. Rasmusssen, as�� omo Holm-boe, quien a su vez fue asistente del primero y quien, posteriormente, destaar��a anivel regional.



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 3versidad de Christiania, donde vivi�o, on la ayuda eon�omia de partedel profesorado de la Institui�on, uatro a~nos. Su examen de ingresoa la Universidad fue bastante regular en todos los temas, exepto enmatem�atias donde obtuvo resultados sobresalientes. Desde su ingresose dedi�o a leer toda la literatura disponible en la bibliotea de la re-i�en fundada Universidad. En poo tiempo se gan�o la fama entre susmaestros y ompa~neros de ser un matem�atio fuera de serie, lo ual es-taba plenamente justi�ado, pues desde esos a~nos de estudiante produjoexelentes trabajos.En el verano de 1823, el profesor de matem�atias S�oren Rasmussen,da a Abel un apoyo eon�omio para realizar una visita de trabajo aCopenhagen por dos meses. Este viaje le dar��a la oportunidad de ono-er a los mejores matem�atios daneses, en espeial a Degen. La visitale result�o estimulante y muy positiva tanto desde el punto de vistamatem�atio omo en otros aspetos: onoe a quien ser��a su futuraprometida Christine (Crelly) Kemp y omienza su a�i�on por el teatro,su �unia distrai�on.En ese mismo a~no publi�o su primer trabajo importante sobre in-tegrales de�nidas, el ual inluye la solui�on expl��ita de una euai�onintegral (v�ease sei�on 2). A~nos m�as tarde publi�o otra versi�on sobreeste mismo tema. As�� mismo, en 1824 demostr�o �nalmente que no existeuna f�ormula algebraia para alular las soluiones de la euai�on gene-ral de quinto grado (v�ease sei�on 5). Estos trabajos hubiesen bastadopara darle renombre y asegurarle una �atedra. Pero para ello ha��a faltaque alguien los leyese y entendiese; desgraiadamente estaban esritosen noruego uando los matem�atios l��deres de Europa se omuniabanen alem�an, fran�es e ingl�es.El apreio que le ten��an sus ompa~neros y maestros hizo que la o-munidad aad�emia de la Universidad, enabezada por el Retor NielsTreshow, antiguo profesor de su padre, apoyara deididamente su so-liitud de fondos estatales para viajar al extranjero y realizar estudiosy estableer ontatos en medios matem�atios m�as f�ertiles. El gobiernoaport�o los fondos. Sin embargo, onsider�o neesario que Abel pasase unpar de a~nos m�as en la Universidad estudiando otros temas y disiplinas,idiomas entre ellos, indispensables seg�un el Consejo, para su formai�on.Abel utiliz�o parte del apoyo reibido para imprimir su resultado sobre laqu��ntia. Este trabajo, que pens�o pod��a ser su arta de presentai�on enlos entros matem�atios europeos, fue esrito en fran�es, y tratando deque el osto fuese el menor posible, fue publiado en forma ondensadaen seis p�aginas. Tambi�en se lo envi�o a Gauss quien, sin leerlo, lo onsid-er�o omo \una m�as de esas monstruosidades". En desargo de Gauss,



4 Shirley Bromberg y Juan Jos�e Rivauddebemos deir que hab��a reibido anteriormente el trabajo \Sobre lainuenia de la luna en el movimiento de un p�endulo", esrito por Abela insistenia de Hansteen y publiado en la primavera de 1824 enMaga-zin for Naturvidenskaberne de la ual era editor; el trabajo result�o todoun �aso del que Abel no dej�o de arrepentirse nuna.Cuando estaban por �nalizar los dos a~nos de apoyo, en julio de1825, Abel soliit�o al Rey una subveni�on para ser usada durante unper��odo de dos a~nos en visitas a los prinipales entros matem�atioseuropeos. Con el deidido apoyo de la Universidad, la ayuda le fueonedida y en septiembre de ese mismo a~no inii�o su viaje, junto onotros uatro distinguidos estudiantes noruegos, que ten��an prop�ositossemejantes. Tres de sus ompa~neros de viaje eran miner�ologos: Dos deellos, Boek y Keilhaus, tuvieron destaadas arreras profesionales. Conel segundo, Baltazar Mathias Keilhaus, sostuvo una amistad estreha,al grado de, uando estaba a punto de morir, pedirle que viese porsu novia. Keilhaus umpli�o tan prolijamente esta enomienda que seas�o on ella; el terer miner�ologo deidi�o ser misionero y viaj�o porSudam�eria y Estados Unidos, mientras que el uarto de los ompa~nerosde viaje fue profesor de mediina veterinaria y fundador del Colegio deVeterinaria en Christiania.La primera esala de su viaje, en el oto~no de 1825, fue Dinamara.Abel ten��a el prop�osito de volver a ver a Degen, pero se enontr�o onla triste notiia de su muerte. Su siguiente parada fue Berl��n, dondetuvo la inmensa suerte de onoer a August Leopold Crelle, ingenieroy ient���o natural, on amplios intereses, quien estaba trabajando enun proyeto largamente aariiado: iniiar la publiai�on del Journalf�ur die reine und angewandte Mathematik. Esta fue la primera revistamatem�atia alemana dediada a la investigai�on y es m�as onoida o-mo Journal de Crelle o Crelle's Journal. Su primer n�umero aparei�o en1826 y sigue publi�andose hasta el d��a de hoy. En esta revista Abel pu-bli�o la mayor parte de sus trabajos tan pronto estos eran terminados.La inmediata y gran aeptai�on de la revista por parte de la omunidadmatem�atia hizo que los trabajos de Abel se difundieran r�apidamenteen toda Europa.Crelle, adem�as de brindarle su amistad e introduir a Abel en losdistintos n�uleos matem�atios europeos lo apoy�o de las m�as diversasmaneras y en gran parte a �el se debe que, en abril de 1829, la Univer-sidad de Berl��n le ofreiese un puesto de profesor permanente, nuevaque un entusiasta Crelle le omunia a Abel el 8 de abril de ese a~no,sin saber de su muerte dos d��as antes.



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 5Despu�es de Berl��n, Abel hab��a planeado visitar Gotinga y entrevis-tarse on Gauss. Desafortunada o afortunadamente, reibi�o la notiiade que �este no se enontraba en la Universidad pues estaba en uno desus viajes dediados a la geodesia, lo ual tal vez impidi�o una entre-vista omo la que por esos a~nos sostuvo on Janosz Bolyai, sobre tododespu�es del trabajo sobre el p�endulo y el anteedente de la qu��ntia.Posteriormente, Gauss onoi�o m�as detalladamente el trabajo de Abel,del ual extern�o magn���as opiniones (ver la sei�on 7). Abel, entones,ontinu�o trayeto on sus ompa~neros de viaje visitando Dresden, Pra-ga, Viena, Trieste y Veneia, durante la primavera y el verano de 1826.Posteriormente visit�o Suiza y lleg�o a Par��s en agosto de ese a~no paraenontrar que todos los matem�atios estaban de vaaiones. Se dedi�o aestudiar, en partiular los trabajos de Cauhy sobre variable ompleja, ya esribir el trabajo que �el onsideraba su m�as importante ontribui�ony que posteriormente ser��a onoido omo El Tratado de Par��s: \Memo-ria sobre una propiedad general de una lase muy amplia de funionestrasendentes". El 30 de otubre de 1826 la Aademia de Cienias enPar��s envi�o este trabajo a Legendre y Cauhy quienes siguiendo unaostumbre bastante difundida entre los l��deres matem�atios, tanto deFrania omo de otras naiones no se molestaron en leerlo. A~nos m�astarde, uando Jaobi aus�o de negligenia a la Aademia de Paris por lap�erdida del manusrito, Legendre arguy�o en su desargo que el estadode su vista debido a su avanzada edad y lo reduido de la letra, le hab��aimposibilitado su letura. Pero, motivado por esta situai�on, Legendrese preoup�o porque el trabajo fuese publiado, lo que suedi�o m�as deuna d�eada despu�es, en 1841. Mientras establei�o orrespondenia onAbel y, aunque en algunas de las artas Legendre preguntaba uestionesuya respuesta se hallaba en el Tratado, Abel nuna lo menion�o. Es-tos rasgos de ar�ater, afabilidad y timidez, son reonoidos por todosaquellos que lo onoieron, olegas, profesores y ompa~neros. No que-remos onluir este p�arrafo sin menionar que las pruebas de galera delTratado no pudieron ser onfrontadas on el original pues este se hab��avuelto a perder para reapareer en 1952 en una bibliotea de Florenia.Adem�as de la publiai�on del trabajo, la Aademia otorg�o por �el a Abelun gran premio post-mortem.Pese a la desagradable experienia on el Tratado, la visita a Par��sle fue de gran utilidad, pues onoi�o y se relaion�o on algunos j�ovenesmatem�atios y tuvo aeso a importantes biblioteas espeializadas,am�en de realizar la ompra de un buen n�umero de textos matem�atios,que lo llevaron a ontraer deudas. Sin duda el viaje result�o un �exito:



6 Shirley Bromberg y Juan Jos�e Rivaudonoi�o a Crelle, su amplio trabajo tuvo reonoimiento un�anime yestablei�o numerosos ontatos.Esta situai�on ontrasta on su regreso a Noruega, donde se en-uentra sin trabajo permanente, teniendo que dar lases privadas malremuneradas. Y para haer su situai�on eon�omia m�as r��tia, su fami-lia hab��a adquirido deudas de las que �el se hae responsable. Lo anterioraunado a su salud prearia provoan el desarrollo de una tuberulosisfulminante que en poos meses lo lleva a la tumba, a pesar de los uida-dos de la Sra. Hansteen, a quien Abel onsideraba omo una segundamadre, y de los esfuerzos de sus ompa~neros de trabajo por aliviar susituai�on �naniera. En esa direi�on, vale la pena destaar las gestionesde sus olegas franeses entre los uales se enontraban Legendre, Pois-son y Laroix, soliitando al Rey de Sueia que Abel fuese designadomiembro de la Aademia de Estoolmo3. Tambi�en Gauss y Humboldttrataron, por su parte, que el Ministerio de ultura de Prusia le otor-gara una �atedra en la Universidad de Berl��n, y antes nos referimos alempe~no de Crelle en onseguir lo propio. Desafortunadamente, ningunode estos esfuerzos ristaliz�o en el momento oportuno.2. Un problema me�anio.A ontinuai�on desribimos una ontribui�on de Abel, pionera en lateor��a de las euaiones integrales, que ser��a desarrollada sistem�atia-mente m�as de medio siglo despu�es por Volterra, Fredholm y Hilbert.De este trabajo apareieron dos versiones. La primera, \Solui�on dealgunos problemas mediante integrales de�nidas" ([A℄, pp. 11-27), fueesrita en noruego y aparei�o en \Magazin for Naturvidenskaberne"en 1823. La segunda, \Solui�on de un problema me�anio" (op. it.,pp. 153-157), esrita en fran�es y en la ual s�olo aborda el problemame�anio, aparei�o en el Journal de Crelle en 1826. Presentamos ambaspuesto que la segunda, extremadamente elegante, s�olo se explia por laprimera.Comenzaremos haiendo una letura un tanto libre de la primerasei�on de la primera versi�on del texto original.Pensemos que en un plano vertial hay un alambre que tiene laforma de la gr�a�a de una funi�on y = f(x); on x entre 0 y A4 por el3En esta �epoa, despu�es de la derrota de los ej�eritos de Napole�on, Noruegadej�o de formar parte de Dinamara para ser parte de Sueia. Obtuvo su indepen-denia en 1905.4Aunque Abel no lo hae expl��ito, la funi�on debe satisfaer algunas propiedades



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 7que se desliza sin frii�on, bajo la inuenia de la gravedad, una uenta.Desde Galileo5 sabemos que si soltamos la uenta on veloidad iniialero, desde una altura a; llegar�a a una altura menor y on una veloidaduya magnitud no depende de la forma del alambre y que est�a dadapor: v(y) = �pa� ydonde � = p2g: Si tomamos las unidades adeuadamente podemossuponer que � = 1: De lo anterior se sigue que el tiempo utilizado paraque la uenta llegue al origen es:�(a) = Z a0 dspa� y (ds =p(dx)2 + (dy)2): (1)El problema que plantea y resuelve Abel es el siguiente: Suponiendoonoida la funi�on �(a) para toda a entre 0 y f(A); expresar en t�ermi-nos de �esta a la funi�on f(x) o, lo que es equivalente, la funi�on s(y):N�otese que si �(a) es onstante entones el problema planteado es el dela taut�orona, que omentaremos al �nal de esta sei�on .Realmente Abel trata un problema m�as general pues supone que�(a) = Z a0 ds(a� y)� (0 < � < 1) (2)el ual tiene omo aso partiular al problema original, uando � = 1=2:Abel pide � \no sea in�nita uando a = 0 y que 0 < � < 1 para quela integral est�e aotada". A partir de esta expresi�on, Abel se proponeenontrar la expresi�on de s en t�erminos de y:Muy \a la Euler", Abel aborda el problema desarrollando s en seriede Taylor, tomando omo variable independiente a y (lo ual muestraque � tiene m�as propiedades que las expl��itamente pedidas):s = 1Xn=0 anyn:El problema se redue a determinar los oe�ientes an a partir de laserie de Taylor de �: Derivando la expresi�on anterior, obtenemosds = 1Xn=1 nanyn�1dy;omo f(0) = 0 y tener derivada no nula en el intervalo [0; A℄:5Hoy en d��a justi�amos esta a�rmai�on en t�erminos de onservai�on de la ener-g��a.



8 Shirley Bromberg y Juan Jos�e Rivaudlo ual implia queds(a� y)� = (P1n=1 nanyn�1) dy(a� y)� = 1Xn=1 nan yn�1dy(a� y)� :Cuando integramos e interambiamos la integral on la suma, obtene-mosZ a0 ds(a� y)� = Z a0 1Xn=1 nan yn�1dy(a� y)� = 1Xn=1 nan Z a0 yn�1dy(a� y)� : (3)Mediante el ambio de variable y = at las integrales que apareen a ladereha toman la forma:Z a0 yn�1dy(a� y)� = an�� Z 10 tn�1dt(1� t)� :Esta �ultima integral se puede expresar en t�erminos de la funi�on � yZ a0 yn�1dy(a� y)� = an�� Z 10 tn�1dt(1� t)� = an���(1� �)�(n)�(n� �+ 1) : (4)Abel nos reuerda que \�(n) es una funi�on determinada por las eua-iones �(n+ 1) = n�(n); �(1) = 1y que las propiedades de esta notable funi�on han sido ampliamentedesarrolladas por M. Legendre en su obra Exeries de alul int�egralT. I y II", textos en los que Abel estudi�o y on los uales se familiari-z�o desde sus a~nos en la Universidad de Christiania. (M�as tarde, Abelretoma el problema a partir de la euai�on (4).)En onseuenia, uando remplazamos (4) en (3), obtenemos�(a) = 1Xn=1 nan Z a0 yn�1dy(a� y)� = 1Xn=1 nanan���(1� �)�(n)�(n� �+ 1)= �(1� �)a�� 1Xn=1 an �(n+ 1)�(n+ 1� �)an:En la expresi�on anterior apareen los oe�ientes de la expansi�on deTaylor de �(a) o, para ser preisos, la de �(a)a�: En efeto, si esribimosa��(a) =X bnan;



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 9entones bn = �(1� �)�(n+ 1)�(n+ 1� �) ande donde an = �(n+ 1� �)�(1� �)�(n+ 1)bn:La ual, uando usamos de nuevo la relai�on (4), se onviertean = �(n+ 1� �)�(1� �)�((n+ 1� �)� (1� �) + 1)bn= 1�(�)�(1� �) Z 10 bntn��(1� t)1��dt;de donde, interambiando la suma on la integral1Xn=1 anyn = y��(�)�(1� �) Z 10 1(1� t)1�� 1Xn=1 bn(yt)n��dt= y��(�)�(1� �) Z 10 �(yt)(1� t)1��dt:Finalmente, omo �(�)�(1� �) = �=sen��;Abel obtiene la f�ormula:s(y) = sen��� y� Z 10 �(yt)(1� t)1��dtla ual resuelve el problema generalizado. Cuando � = 1=2;s(y) = py� Z 10 �(yt)p1� t dt; (5)da solui�on del problema original.Como ya dijimos antes, si �(a) = �0 onstante, el problema pro-puesto es el de la taut�orona, planteado y resuelto por Huygens en elsiglo XVII. En este aso, de la euai�on (5) obtenemos:s = kpy;donde k = 2�0=�; ondii�on que arateriza a la iloide.



10 Shirley Bromberg y Juan Jos�e RivaudEs interesante notar que al �nal de esta primera sei�on, Abel usaderivadas y primitivas de orden no entero, para expresar en forma su-gestiva su solui�on. En efeto, die: Si esribimos�(x) =X�mxm;entones, dk�(x)dxk = P�mm(m� 1) � � � (m� k + 1)xm�k= X�m �(m + 1)�(m� k + 1) xm�k:Despu�es de una manipulai�on del mismo tipo a la que presentamosantes, Abel llega a la f�ormula:dk (x)dxk = 1xk�(�k) Z 10  (xt)(1� t)1+k dtde la ual dedue, uando k = ��;d�� (x)dx�� = x��(�) Z 10  (xt)(1� t)1�� dtdonde, reordemos, 0 < � < 1: Es deir,s(y) = sen��� y� Z 10 �(yt)(1� t)1��dt= 1�(1� �) d��'(y)dy��Se~nalemos tambi�en que Abel trata aqu�� un problema de inversi�on,tema que est�a presente de manera impl��ita o expl��ita en buena partede su trabajo.3. El problema me�anio revisitadoAbel iniia este segundo art��ulo en la misma forma que el primero,y llega a la misma euai�on (4), la ual reproduimos a ontinuai�on,on una peque~nas alteraiones en la notai�on,Z a0 z��1(a� z)ndz = �(a)�(1� n)�(�+ 1� n)a��n;



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 11de lo ual dedue queZ x0 da(x� a)1�n Z a0 z��1(a� z)ndz = �(a)�(1� n)�(�+ 1� n) Z x0 a��nda(x� a)1�n= �(n)�(1� n) �(�)�(� + 1)x�= �(n)�(1� n)x�� :Multipliando por  (�) e integrando on respeto a �; obtiene queZ x0 da(x� a)1�n Z a0 (Z � (�)z��1d�)(a� z)n dx = �(n)�(1� n) Z  (�)x�d�:Cuando de�ne f mediante la f�ormulaf(x) = Z  (�)x�d�; (6)y deriva, obtiene f 0(x) = Z � (�)x��1d�;y por onsiguiente�(n)�(1� n)f(x) = Z x0 da(x� a)1�n Z a0 f 0(z)dz(a� z)nDe donde f(x) = senn�� Z x0 da(x� a)1�n Z a0 f 0(z)dz(a� z)n (7)Mediante esta identidad, Abel resuelve formalmente la euai�on origi-nal. En efeto, multipliando la euai�on (2) por 1=(x � a)1�n e inte-grando on respeto a asenn�� Z x0 �(a)da(x� a)1�n = senn�� Z x0 da(x� a)1�n Z a0 ds(a� z)n :Como ds = s0(z)dz; la identidad (7) implias(x) = senn�� Z x0 �(a)da(x� a)1�n ;omo ya hab��a obtenido anterioremente. Para terminar la demostrai�onfaltar��a probar que s(x) admite una expresi�on omo la de f(x) en (6),detalle que omite.



12 Shirley Bromberg y Juan Jos�e RivaudAntes de pasar a otro punto, es bueno haer notar que, independien-temente de que el argumento es v�alido para una lase m�as amplia defuniones y de lo rigurosa de �este, no se ve �omo a alguien se le puedeourrir tal prueba, a menos de onoer la primera demostrai�on.4. Las Series y el rigor.En la solui�on de 1823 al problema me�anio, vimos �omo Abel, sinplantearse ninguna pregunta, interambia integrales y sumas in�nitas.Esta despreoupai�on desaparee a~nos m�as tarde y el tratamiento rigu-roso de las series onvergentes se vuelve entral en sus intereses. Esteambio se mani�esta en la introdui�on de su primer trabajo sobreseries([A℄ pp.219-250),\Estudio de la serie 1+m1 x+m(m� 1)1 � 2 x2+m(m� 1)(m� 2)1 � 2 � 3 x3+� � � :"donde die Si estudiaramos on m�as detenimiento los razonamientosque se utilizan en el estudio de las series in�nitas, ver��amos que sonpoo satisfatorios y, por onsiguiente, el n�umero de teoremas sobreseries in�nitas que pueden ser onsiderados omo rigurosamente de-mostrados es muy limitado.Antes Abel hab��a esrito a Hamsteen: \pienso emplear todas misfuerzas para llevar luz a la monstruosa osuridad que reina en el An�alisis... Es verdaderamente sorprendente que la mayor��a de estos resultadossean verdaderos". Algunos de�nitivamente no lo son, omo hae notarAbel en una nota a pie de p�agina: \En el \Curso de An�alisis" de M.Cauhy enontramos el teorema siguiente uando los distintos t�erminosde la serie u0 + u1 + u2 + � � � son funiones de una misma variable xy ontinuas on respeto a esta variable en la veindad de un valorpartiular donde la serie es onvergente, la suma s de la serie es a suvez, en la veindad de este valor partiular, funi�on ontinua de x: Perome paree que este teorema tiene algunas exepiones. Por ejemplo, laserie senx� 12sen2x+ 13sen3x� � � �es disontinua para todo valor (2m+ 1)� de x; donde m es un n�umeroentero. Hay, omo se sabe, muhas series de este tipo."A pesar de que estos ontraejemplos ya eran onoidos, no apareedoumentado en la literatura que los ontra-ejemplos se hubieran hehoexpl��itos antes de Abel.



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 13Notemos que Cauhy nuna volvi�o a editar estas notas y nunaaparei�o, de su parte, reti�ai�on alguna. Posteriormente, Moigno, unode sus alumnos fue autorizado a publiar sus notas del urso de Cauhy,donde, por supuesto , el \teorema" ya no aparee.Abel piensa que la raz�on por la ual, a pesar de las de�ienias enel razonamiento, \esa deplorable ostumbre de saar onlusiones gene-rales a partir de situaiones partiulares", la mayor��a de los resultadosson verdaderos es porque se trata (en general) de series de potenias.Y a ellas est�a dediado este art��ulo. En �el demuestra algunos de losresultados que onoemos sobre series omo son el riterio de la raz�ony los teoremas l�asios de series de potenias: si una serie de poteniasonverge para Æ entones onverge para todo jaj < Æ (Abel no ponelos valores absolutos) y la suma es ontinua en ese intervalo6. Para de-mostrar lo anterior muestra que las olas est�an uniformente aotadas.Pero es un poo exagerado onluir, a partir de esto, que Abel pre�gurala noi�on de onvergenia uniforme que ser�a dada por Seidel en 1847(ver [L℄).En este art��ulo, Abel tambi�en aborda la onvergenia de otro tipode series: f(x) =X vn(x)�n:Muestra que si vn(x) es ontinua en el intervalo [a; b℄ y la serie onvergepara � = Æ; entones f(x) onverge para � < Æ y es ontinua en [a; b℄:Cabe llamar la ateni�on sobre el uidado on que Abel se re�ereal \teorema" de Cauhy. Paree que, die, \hay algunas exepiones",uando un teorema on exepiones, no es un teorema. Este uidadoontrasta on la manera omo Abel se re�ere al trabajo de M. Olivier,quien a�rma que la serie P an onverge si y s�olo si nan tiende a 0uando n tiende a 1: Luego de proporionar el ejemplo:12 log 2 + 13 log 3 + � � �+ 1n logn + � � � ;Abel die que M. Olivier se equivo�o rotundamente ([A℄, p. 399 T.I).5. Estudio de la resolui�on de euaionesde grado mayor o igual a 5.En la biograf��a presentamos parte de la historia de este problema ymenionamos que utiliz�o parte de los reursos que Abel obtuvo de la6N�otese la eran��a entre este enuniado y el de Cauhy.



14 Shirley Bromberg y Juan Jos�e RivaudUniversidad en 1824 para publiar una versi�on muy esueta en fran�es.M�as tarde, en 1826, Crelle le pidi�o una nueva versi�on m�as generosa onel letor para ser publiada en el Journal de Crelle. Este art��ulo fueonoido por Galois poos meses despu�es de la muerte de Abel, jun-to on la historia de su autor. No es de extra~nar que Galois viera unv��nulo entre �el y Abel \... el v��nulo es la malvada organizai�on soial,que despreia al pobre y se muestra hostil on el genio". Por ierto, en1830 Galois publia en el Bolet��n de Ferussa una nota de dos p�aginasintitulada \An�alisis de un esrito sobre la resolui�on algebraia de eua-iones". Ya en 1826, en el mismo Bolet��n, Ferussa hab��a publiado unan�alisis del trabajo de Abel. A ontinuai�on daremos una desripi�onde �este.El art��ulo se divide en uatro partes. En la primera, Abel da laforma de las expresiones algebraias. Cuando s�olo usamos operaionesartim�etias (suma, resta, multipliai�on, divisi�on) obtenemos siemprefuniones raionales. Para el siguiente paso inorporamos a las opera-iones anteriores la radiai�on. Una funi�on algebraia de primer ordeny de grado r es una expresi�on de la forma:f(x1; x2; : : : ;n1pp1; n2pp2; : : : ;nrppr);donde f; p1; p2; : : : ; pr son funiones raionales y n1; n2; : : : ; nr sonn�umeros primos. Notemos que la noi�on de grado no oinide on ladel grado de un polinomio, es el n�umero de radiales que apareen enla expresi�on. Indutivamente, una funi�on algebraia de orden � y degrado m es una expresi�on de la formaf(r1; r2; : : : ;p1pq1; p2pq2; : : : ;prpqr);donde p1; p2; : : : son funiones algebraias de orden a lo m�as � � 1y q1; q2; : : : ; qr son funiones algebraias de orden � � 1; p1; p2; : : : ; prsiguen siendo n�umeros primos. Abel muestra, que despu�es de arreglarlos t�erminos on iudado, una funi�on algebraia v de orden � y degrado r puede llevarse a la formav = q0 + p 1n + q2p 2n + � � �+ qn�1pn�1n (8)donde n es un n�umero primo, q0; q1; : : : ; qn�1 son funiones algebraiasde orden a lo m�as � y de grado a lo m�as r � 1 y p es una funi�onalgebraia de orden � � 1 irreduible en el sentido de que npp no sepuede expresar raionalmente en q0; q1; : : : ; qn�1: A modo de ejemplo,veamos lo que suede on las soluiones de la euai�on de terer gradox3 + px + q = 0;



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 15las uales est�an dadas por:x =3rq2 �pR + 3p 3rq2 �pRdonde R = �q2�2 + �p3�3 :Para dar a esta funi�on algebraia la forma que die Abel, primero:x = �q2 �pR�1=3 + 3p�q2 �pR� �q2 �pR�2=3En el denominador aparee una funi�on algebraia de orden 1 y degrado 1. Nos deshaemos de ella de la manera aostumbrada:x = �q2 �pR�1=3 + 3�q2 �pR�p�q2 �pR��q2 �pR� �q2 �pR�2=3de dondex = �q2 �pR�1=3 � �3p�2 �q2 �pR��q2 �pR�2=3 ;la ual tiene la forma requerida. Notemos que la forma que puede darsea una expresi�on algebraia no es �unia.En la segunda parte, Abel da las propiedades que satisfae unafuni�on algebraia uando es ra��z de un polinomio. Demuestra que a unafuni�on algebraia que es ra��z de un polinomio puede darsele una formatal que ualquiera de las funiones algebraias que en ella apareen esfuni�on raional de las ra��es del polinomio. Si volvemos al ejemplo dela �ubia, podemos ver que�r�q2�2 + �p3�3 = (x1 � x2)(x1 � x3)(x2 � x3):Para demostrarlo, Abel toma v una funi�on omo en la f�ormula (8)que es solui�on de la euai�on0 + 1y + � � �+ r�1yr�1 + yr = 0; (9)



16 Shirley Bromberg y Juan Jos�e Rivaudal remplazar en esta �ultima v obtenemos una expresi�on del tipor0 + p 1n + r2p 2n + � � �+ rn�1pn�1n = 0:La irreduibilidad implia quer0 = r1 = � � � = rn�1 = 0;lo ual, a su vez, implia que, al remplazar p 1n en v por �p 1n ; donde�n = 1; obtenemos ra��es de la euai�on (9), es deiry1 = q0 + p 1n + q2p 2n + � � �+ qn�1pn�1ny2 = q0 + �p 1n + �2q2p 2n + � � �+ �n�1qn�1pn�1n� � �yn = q0 + �n�1p 1n + �n�2q2p 2n + � � �+ �qn�1pn�1n :De donde se puede despejar q0; q1; : : : ; qn�1 y p 1n omo funiones raio-nales de y1; y2; : : : ; yn: En efeto, para ver que p 1n es funi�on raional dey1; y2; : : : ; yn; multipliamos la segunda euai�on por �n�1; la tererapor �n�2; la �ultima por �: Al sumar, obtemenos:y1 + �n�1y2 + �n�2y3 + � � �+ �yn = np 1nProediendo de manera an�aloga, Abel demuestra que ada una de lasexpresiones algebraias que omponen a q0; q1; : : : ; qn�1 y p 1n tambi�enson funiones raionales de las ra��es, y as�� suesivamente, omo sehab��a a�rmado.En la terera parte, Abel estudia el n�umero de valores que tomauna funi�on raional de n variables, v(x1; : : : ; xn): Primero demuestra,siguiendo a Cauhy, que si � es una permutai�on de los primeros nnaturales y si de�nimos� � v(x1; : : : ; xn) = v(x�(1); : : : ; x�(n));entones el n�umero de valores distintos que toma v; es deir, el ardinalde f� � v(x1; : : : ; xn) : � 2 Sng; es un divisor de n! y es mayor o igualal mayor primo que divide a n; a menos que sea dos o uno. Luegodemuestra que si m = 5 y v es una funi�on raional que toma a lo m�as5 valores, entones o bien v es sim�etria (toma un �unio valor); o bienv = �+ �� donde � y � son funiones sim�etrias de las variables y �es la funi�on raional que toma dos valores dada por� =Yi<j(xi � xj);



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 17o bien v(x1; : : : ; xn) = �0+�1x+ : : :+�4x4 donde x es ualquiera de lasvariables y las �i son funiones sim�etrias de aqu�ellas. De esta �ultimaexpresi�on es posible despejar x :x = �0 + �1v + � � �+ �4v4donde, tambi�en, �i es funi�on sim�etria de las variables. Demuestraigualmente que si v es una funi�on raional de n variables que tomaexatamente m valores al haer variar � 2 Sn; entones existe un poli-nomio de grado m uyos oe�ientes son funiones sim�etrias de las nvariables de la ual todos los valores que toma v son ra��es y no hay unpolinomio de grado menor on estas arater��stias.Despu�es de estos preliminares, on todos los elementos neesarios,Abel demuestra en la uarte parte que el polinomio general de quin-to grado no puede resolverse algebraiamente. Supone lo ontrario, esdeir, que la solui�on general es funi�on algebraia de los oe�ientes.Entones, seg�un demostr�o en la segunda parte, existe una expresi�on dela ra��z x = q0 + q1p 1n + q2p 2n + � � �+ qn�1pn�1ndonde n es primo y p; q0; q1; : : : ; qn son funiones algebraias de losoe�ientes de la euai�on y, a la vez, funiones raionales de x1; : : : ; x5:Como, laramente, la solui�on general no puede expresarse mediantefuniones raionales de los oe�ientes, debe apareer en la expresi�on,al menos una funi�on algebraia de primer orden, digamos mpR; dondeR es una funi�on raional de los oe�ientes y, por lo tanto, funi�onsim�etria de las ra��es y m es un n�umero primo. Tenemos que v =mpR;es funi�on raional de x1; : : : ; x5 y ra��z de zm � R = 0: Adem�as nopuede ser solui�on de ning�un polinomio de grado menor, entones vtoma exatamente m valores y, omo es un n�umero primo que divide a5!; m = 2; 3 �o 5. Pero Abel ya hab��a demostrado que m no pod��a serigual a 3. Veamos que m tampoo es igual a 5. Supongamos que m = 5;entones R 15 = r0 + r1x + � � �+ r4x4;on r0; r1; : : : ; r4 funiones sim�etrias, de dondex = s0 + s1R 15 + � � �+ s4R 45 ;y s1R 15 = 15 �x1 + �4x2 + �3x3 + �2x4 + �x5� ;donde � es una de las ra��es omplejas de x5 � 1 = 0: Lo ual esimposible puesto que el lado dereho de la igualdad toma 120 valores,pero debe ser solui�on de la euai�on de quinto grado x5 � s51R = 0:



18 Shirley Bromberg y Juan Jos�e RivaudNos resta desartar m = 2: Si as�� fuese, pR = v es funi�on raionalde las ra��es y ra��z del polinomioz2 �R = 0:Por lo tanto pR toma dos valores, de donde pR = �+�� donde � y� son funiones sim�etrias de x1; : : : ; x5: Como �pR tambi�en es ra��z,tendremos que �pR = ����; lo ual implia que � = 0: Por lo tanto,toda funi�on algebraia de primer orden que aparee en la expresi�on dela ra��z es de la forma � + �� on � y � funiones sim�etrias de lasra��es. Como, de nuevo, la ra��z de la euai�on general no puede serde la forma anterior, debe haber, al menos una funi�on algebraia desegundo orden, es deir, en la expresi�on de la ra��z deber�a haber unaexpresi�on de la forma v =mp� +��;donde m es primo, � y � funiones sim�etrias no nulas. De nuevo, omov es funi�on raional de las ra��es toma dos valores:v1 =mp� +��; v2 =mp����;donde v1 y v2 son funiones raionales. Al multipliarlas se obtienev1v2 =mp�2 ��2�2:Como �2 ��2�2 es una funi�on sim�etria, si v1v2 no lo fuese, m = 2;lo ual impliar��a que v = p� +�� y v tomar��a 4 valores, lo ual noes posible. Llamemos  := v1v2: Abel muestra de manera an�aloga a loanteriormente heho que m = 5 y onsiderap =5pS + 5pS ;donde S = � +��: Como antes, p toma 5 valores y, por lo tantop = r0 + r1x + r2x2 + r3x3 + r4x4;y x = s0 + s1p+ s2p2 + s3p3 + s4p4;o bien x = t0 + t1S 15 + t2S 25 + t3S 35 + t4S 45 :Otra vez el mismo razonamiento muestra que t1S 15 es ra��z de un poli-nomio de grado 10 y, a la vez, toma 120 valores. Esta imposibilidaddesarta m = 2 y onluye la demostrai�on.



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 19Despu�es de haber demostrado este resultado, Abel abord�o el proble-ma de araterizar las euaiones uyas soluiones pueden expresarseomo funiones algebraias de sus oe�ientes, algunas de ellas, omolas ilot�omias xn � 1x� 1 = xn�1 + xn�2 + � � �+ x+ 1on n primo, ya hab��an sido tratadas por Gauss. En este aso tenemosque todas las ra��es son funiones raionales de una de ellas �: Enefeto, �; �2; � � � ; �n�1:Abel generaliza este resultado de la manera siguiente.Teorema. Si todas las ra��es de una euai�on algebraia pueden expre-sarse raionalmente a partir de una de ellas, digamos x y si se satisfaeque, para dos ra��es ualesquiera, �x y �1x��1x = �1�x;entones la euai�on se puede resolver algebraiamente.Notemos que es debido a este resultado que los grupos onmutativosse llaman grupos abelianos.6. Integrales El��ptiasSi bien los problemas de derivai�on y antiderivai�on de funionesiniiaron su desarrollo de la mano, pronto se hizo laro que el �alu-lo de primitivas presenta di�ultades adiionales pues, aunque todaf�ormula de derivai�on tiene asoiada una de integrai�on y vieversa, losesquemas para derivar funiones elementales no son reversibles, por loque es neesario desarrollar otras t�enias y m�etodos para el �alulo deprimitivas.Estas di�ultades apareen ya en el aso de las funiones raionales(oientes de polinomios de una variable). En este aso la derivada estambi�en una funi�on raional, pero no as�� su primitiva, puesto que lasintegrales de las funiones raionales1x + a y 1a2 � x2son, omo sabemos, Z dxx + a = ln(x + a) + 



20 Shirley Bromberg y Juan Jos�e Rivaudy, usando la identidad,1a2 � x2 = 12a � 1a+ x � 1a� x� ;la segunda integral es igual aZ dxa2 � x2 = 12a ln a + xa� x + :Si aeptamos, omo lo hiieron Leibniz y John Bernoulli, el uso den�umeros omplejos omo un artilugio formal, tambi�en obtenemos queZ dxa2 + x2 = 12a� ln a+ �xa� �x +  �= 1a artan xa + � :es en estos ejemplos donde est�a el origen del m�etodo de integrai�on pormedio del desarrollo en fraiones pariales, as�� omo el uso formal deexpresiones omplejas para resolver problemas de �alulo.Relaionadas on diversas situaiones de ��ndole f��sio o geom�etrioapareieron integrales de la forma R R(x;pp(x))dx; on R una fun-i�on raional en las variables x e y donde adem�as y =pp(x) on p(x)polinomio en x: Para p(x) de grado uno o dos, el desarrollo en fra-iones pariales, la integrai�on por partes y algunas transformaionesalgebraias permitieron resolver, al menos en teor��a, el problema ent�erminos de funiones raionales, logaritmos y funiones trigonom�etri-as inversas.Sin embargo, para polinomios de terer y uarto grado (sin ra��esdobles) no fue posible soluionar el problema7. Las integrales orrespon-dientes son las llamadas el��ptias. Se desarrollaron aeramientos paradesribir el omportamiento de estas integrales sin onoer su formaexpl��ita. Con este prop�osito se redujeron estas integrales a unos uan-tos tipos espe���os. El resultado prinipal en esta direi�on se debe aA. M. Legendre en su \Trait�e des fontions elliptiques" (2 vol�umenes,1825-26), demuestra que las integrales el��ptias de la formaZ R(x)pp(x)dx = Z R(x)p� + �x+ x2 + Æx3 + �x4dx; (10)7En 1833, J. Liouville en su \M�emoire sur les trasendentes elliptiques de pre-mi�ere et de seonde esp�ee, onsid�er�ees omme fontions de leur amplitude", publi-ado en el Journal de l'�Eole Polytehnique, XIV, Seiones 24 y 25, demostr�o que,efetivamente, dihas integrales no eran funiones elementales.



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 21on R(x) funi�on raional y p(x) un polinomio de grado 3 �o 4, puedereduirse a integrales de los siguientes tipos:Z dxp(1� x2)(1� k2x2) Primera ClaseZ x2dxp(1� x2)(1� k2x2) Segunda ClaseZ dx(x� a)p(1� x2)(1� k2x2) Terera Clase,las uales pueden llevarse, mediante la sustitui�on x = sen�; a lasformas de Jaobi:Z d�p1� k2sen2�; Z p1� k2sen2�d� y Z d�(1 + nsen2�)p1� k2sen2�(on 0 < k < 1 y n onstante arbitraria).Notemos adem�as que Weierstrass y otros matem�atios propusieronotras formas normales m�as adeuadas a sus prop�ositos. Estas lasesest�an diretamente relaionadas on problemas geom�etrios o f��siosrelevantes, omo son, entre otros, la longitud de un aro de lemnisatao de una elipse8 o el per��odo de un p�endulo simple.En el trayeto para onseguir sus lases, Legendre prueba que lasintegrales del tipo (10) puden reduirse a la formaZ ~R(y2)pa + by2 + y4dxdonde, de nuevo, ~R es una funi�on raional, resultado de por s�� intere-sante.Otra vertiente de los trabajos sobre integrales el��ptias se iniiaon los trabajos de G. C. Fagnano (1682-1766) quien, en 1714, em-pieza a tratar problemas geom�etrios sobre par�abolas de orden supe-rior, elipses o lemnisatas, uyas longitudes de aro vienes dadas porintegrales el��ptias, pero que, omo �el demuestra, bajo iertas ondi-iones, las diferenias de longitudes de tales aros pueden expresarsealgebraiamente (ver [Kl℄, pp. 413-420).Estos problemas interesan a L. Euler, quien los generaliza y sintetizaen su llamado \Teorema de adii�on" para integrales el��ptias (L. Euler8Preisamente de este problema toman su nombre esta familia de integrales.



22 Shirley Bromberg y Juan Jos�e Rivaud\C�alulo Integral, Vol. 1, 1786). A ontinuai�on enuniamos una versi�ondel resultado que es m�as onveniente para nuestra exposii�on posterior.Empeemos por onsiderar el polinomio 1 +mz2 + nz4 el ual su-ponemos sin ra��es dobles (es deir, m2 � 4n 6= 0). De�namost(x) = Z x0 dzp1 +mz2 + nz4y denotemos por s(t) = x a la funi�on inversa de t(x): Entones elTeorema de Adii�on de Euler establee que:s(� + �) = s(�)p1 +ms2(�) + ns4(�) + s(�)p1 +ms2(�) + ns4(�)1 + ns2(�)s2(�) :N�otese que si m = �1 y n = 0; entones s(t) = sent y, en este aso, elTeorema de Adii�on de Euler die quesen(�+ �) = sen(�)p1� sen2(�) + sen(�)p1� sen2(�)o sea sen(� + �) = sen(�)os(�) + sen(�)os(�)y uandom = 1 y n = 0, la f�ormula orresponde al senh: Por esta raz�on,las funiones s(t) son llamadas senos generalizados. Para una exposii�onelemental detallada de este resultado y de sus impliaiones, remitimosal letor al trabajo de A. I. Markush�evih [M℄).En nuestra de�nii�on anterior as�� omo en la parte previa de nuesraexposii�on sobre este tema no hemos menionado que la funi�on t(x)es multivariada ni las razones para ello, pero por ausas de espaio s�olodiremos que este punto est�a relaionado on la g�enesis de la idea desuper�ie de Riemann de pz:7. Funiones El��ptiasEl Teorema de Adii�on es el punto de partida de Abel para susontribuiones al tema. Abel expresa las integrales de primera laseen t�erminos ligeramente distintos a los que Legendre utiliza: p(x) =(1 � 2x2)(1 + e2x2) En efeto, los plinomios utilizados por Legendreeran de la forma p(x) = (1 � x2)(1 � 2x2); y Abel omenta que lasf�ormulas ser�an m�as senillas si toma 2 negativo e igual a �e2 y porrazones de simetr��a toma 1� 2x2 en lugar de 1�x2: Adem�as, en lugarde estudiar las integrales:�(x) = Z x0 dtp(1� 2t2)(1 + e2t2)



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 23trabaja on la funi�on inversa, es deir x = '(�)9; e introdue dosfuniones auxiliares m�as:f(�) =p1� 2'2(�) y F (�) =p1 + e2'2(�);para las uales enunia los orrespondientes teoremas de adii�on.Despu�es de probar algunas propiedades de estas tres funiones, lasde�ne, partiendo de la integral, para valores imaginarios. As�� tenemosque: Z ix0 dtp(1� 2t2)(1 + e2t2) = Z x0 idtp(1 + 2t2)(1� e2t2) == i Z x0 dtp(1 + 2t2)(1� e2t2)de donde si� = Z ix0 dtp(1� 2t2)(1 + e2t2) y �? = Z x0 dtp(1 + 2t2)(1� e2t2)tenemos que � = i�? (n�otese que �? es real) y de�niendo x := '?(�)donde � = Z x0 dtp(1 + 2t2)(1� e2t2) ;tenemos que se puede extender formalmente la de�nii�on de ' paravalores imaginarios omo: '(i�) = i'?(�):Finalmente, Abel de�ne '(� + i�) en onordania on la f�ormula deadii�on omo:'(� + i�) == '(�)p(1� 2'2(i�))(1 + e2'2(i�)) + '(i�)p(1� 2'2(�))(1 + e2'2(�))1� 2e2'2(�)'2(i�)= '(�)p(1 + 2('?(i�))2)(1 + e2('?(i�))2)) + i'?(i�))p(1� 2'2(�))(1 + e2'2(�))1 + 2e2'2(�)('?(�))2= '(�)f?(�)F ?(�) + i'?(�)(�)f(�)F (�)1 + (e'(�)'?(�))2 :9La ventaja de este ambio es que, mientras que las integrales son funionesmultivaluadas, las inversas son univaluadas.



24 Shirley Bromberg y Juan Jos�e RivaudA partir de esta de�nii�on, de algunas propiedades de las funiones '; fy F; que se demuestran diretamente, y usando nuevamente la f�ormu-la de adii�on, Abel demuestra que las tres funiones son doblementeperi�odias, on los mismos per��odos:2! = 4Z 10 dtp(1� 2x2)(1 + e2x2) y 2!0i = 4Z 1e0 dtp(1 + 2x2)(1� e2x2) :De aqu�� dedue en forma elegante y onisa muhos resultados onoi-dos y nuevos que publia en dos memorias, que hab��a empezado a reda-tar en Par��s en 1825, Reherhes sur les fontions ellpitiques apareidasen el Journal de Crelle, la primera en 1827 y la segunda en 1828. Ladoble periodiidad es una propiedad esenial en la teor��a, que despu�esser�a tomada omo la de�nii�on de una funi�on el��ptia.A ontinuai�on utiliza los resultados anteriores para abordar y re-solver el siguiente problema: Dada'(n�) = Z n�0 dxp(1� 2x2)(1 + e2x2) ;se quiere determinarx = '(�) = Z �0 dxp(1� 2x2)(1 + e2x2) :Para ello, ve que el teorema de adii�on, para n impar le permite expresar'(n�) = xPn(x)Qn(x) ;donde Pn y Qn son polinomios pares de grado n2 � 1: Y para n par,'(n�) = xp(1� 2x2)(1 + e2x2)Pn(x)Qn(x) ;donde Pn y Qn son tambi�en polinomios pares de grados n2 � 4 y n2respetivamente.Lo anterior quiere deir que el problema iniial es equivalente aresolver una euai�on polinomialxPn(x)� '(n�)Qn(x) = 0si n es impar yx2(1� 2x2)(1 + e2x2)P 2n(x)� '2(n�)Q2n(x) = 0



Vida y Obra de Niels Henrik Abel 25uando n es par.Para el aso '(n�) = 0; Abel observa que estas euaiones satis-faen un riterio de solubilidad por radiales desubierto por �el tiempoatr�as y, on base en ello, expresa x = '(�) en t�erminos de '(n�) en elaso general. La primera prueba que da es muy ompliada pero, poste-riormente, usando un resultado de Jaobi, onsigue una demostrai�onmuy simple y elegante (ver [K℄, p�ag. 156).El problema anterior tiene omo aso partiular al de dividir en npartes iguales el aro de la lemnisata el ual hab��a sido resuelto porFagnano para n = 2; 3 y 5. El aso general hab��a sido omentado porGauss en sus \Disquisiiones Aritm�etias" donde a�rma que las her-ramientas desarrolladas all�� para dividir la irunferenia en n partesiguales pueden ser usadas en otros asos, en partiular, en el de la lem-nisata. En este aso, Abel prueba que el aro ompleto de la lemnisatapuede ser dividido on regla y omp�as para los mismo valores de n quela irunferenia, es deir, para n = 2mp1p2 � � � ps donde m � 0 y los pison primos distintos de la forma 22qi + 1:De esta manera saltan a la vista las interrelaiones entre sus pre-oupaiones por las euaiones polinomiales y la teor��a de las funionesel��ptias.Gauss hab��a trabajado sobre las mismas l��neas, entr�andose en elproblema de la lemnisata, la ual da origen a la integralZ x0 dtp1� x4y uando lee el primero de estos trabajos esribe a Bessel\Paree que por el momento no me ser�a posible volver alestudio de funiones transendentales, mismo que he es-tado desarrollando durante muhos a~nos (desde 1798),puesto que tengo que terminar muhas otras osas.Seg�un puedo ver, el Sr. Abel ahora me ha tomado ladelantera y me ha desargado m�as o menos de la ter-era parte de estos asuntos y m�as a�un ha llevado a abolos �alulos on preisi�on y elegania. Ha tomado exa-tamente el mismo amino que tom�e en 1798 y, por lotanto, no es de extra~nar que nuestros resultados oini-dan en gran medida. Para mi sorpresa esto se extiendetambi�en a la forma y en parte a la notai�on que �el em-plea, de tal suerte que muhas de sus f�ormulas pareen



26 Shirley Bromberg y Juan Jos�e Rivaudopia exata de las m��as. Para evitar ualquier malen-tendido, debo deir, sin embargo, que no reuerdo haberdisutido sobre este tema on nadie. "En esta problem�atia y desde un punto de vista m�as geom�etrio,tambi�en trabaja Carl Gustav Jaobi (1804-1851) quien sostiene onAbel una ompetenia, la mayor parte de las vees sin inidenias. Comoya se~nalamos, Jaobi es uno de sus prinipales promotores y ontin�ua, junto on muhos otros matem�atios omo Liouville, Weierstrass yNoether, desarrollando estas ideas.8. Integrales abelianas e hiperel��ptias.La memoria de Paris de 1826 est�a prinipalmente dediada al estu-dio de una lase de integrales que generalizan a las el��ptias y que Ja-obi bautiza omo abelianas. �Estas son de la forma R R(x; y)dx; dondeR(x; y) es una funi�on raional y las variables x; y est�an relaionadaspor medio de una euai�on polinomial f(x; y) = 0: En este aso no essu�iente dar los extremos x0 y x de la integral, sino que neesitamos�jar la trayetoria de integrai�on que los une. En general esta vienedada por una rama univaluada y ontinua de la funi�on multivaluaday(x); donde f(x; y(x)) = 0:Notemos que si f(x; y) = y2�p(x) donde el grado de p(x) es menoro igual a 4, estamos en el aso el��ptio; uando n > 4 obtenemos lasllamadas integrales hiperel��ptias.En el aso general, Abel demuestra un teorema de adii�on del quederiva interesantes onseuenias para el aso hiperel��ptio. Sin embar-go, tratar esta problem�atia nos saar��a por ompleto del espaio delque disponemos, pero baste deir que da lugar a muhos de los temasde geometr��a algebraia, as�� omo a la teor��a de super�ies de Riemann.Tambi�en en este ampo, Jaobi es el promotor y ontinuador diretode la obra de Abel.Bibliograf��a.[A℄ Abel, N. H. Obras Completas. S. Sylow y S. Lie Ed. 1881, Edi-tions Jaques Gabay, reimpresi�on, 1992.[Bi℄ Birkho�, G. Ed. Soure book in lassial Analysis. Harvard Uni-versity Press, Cambridge, Ma. ,1973.
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