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1 Introduccién

Hablar del Sistema Solar y de todos los fenémenos que esto abarca,
como son por ejemplo la estructura y dindmica de los anillos que cir-
cundan a los grandes planetas, la gran banda de asteroides entre Marte
y Jupiter, los satélites naturales de los planetas, y tantas otras cosas,
puede llevarnos muchisimo tiempo. Dia con dia se descubren detalles
que abren campos de investigacién novedosos para astrénomos, fisicos
y matemadticos. En estas notas pretendo dar un breve bosquejo, muy
general y simple de nuestro Sistema Solar. Mi principal interés es
ilustrar los tipos de problemas que se inscriben en una rama de las
matematicas llamada Mecdnica Celeste, y cémo es que estos proble-
mas pueden ser abordados. La Mecdnica Celeste nace con Newton en
su intento de conectar las leyes de la gravitacion con la dindmica del
sistema solar. Fue sin embargo con H. Poincaré con quien adquiere
su forma actual y su reconocimiento como una rama muy importante
de las matemdticas. Poincaré trabajé en uno de los suefios mas viejos
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del ser humano: entender el movimiento de los cuerpos celestes, el sol,
los planetas y lunas de nuestro sistema solar. Para esto, parte de una
hipétesis muy simple: los cuerpos celestes pueden ser modelados como
masas puntuales. La Mecdnica Celeste entonces estudia en general “el
problema de los n-cuerpos’, que consiste en describir el movimiento de
n-masas puntuales moviéndose bajo la ley de atraccién de Newton (que
dice que la atraccién entre dos particulas es directamente proporcional '
al producto de sus masas y estd en razén inversa del cuadrado de la
distancia que las separa). Si suponemos que la j-ésima particula tiene
masa positiva (es decir m; € R") y al tiempo t se encuentra en la
posicién espacial z; (z; € R3), si ademas consideramos a la constante
de atraccién universal G = 1, entonces las ecuaciones que describen el
movimiento de las n-particulas estd dado por

_mimy o
m;i; = z;) j=12,...,n
|z —les
i#£j

Como hemos mencionado anteriormente, un ejemplo particular im-
portante de estos modelos lo constituye el Sistema Solar considerado
como un problema de 10 cuerpos, formado por el Sol y los nueve pla-
netas.

2 El Sistema Solar

El Sistema Solar estd formado por muchos fragmentos rocosos que gi-
ran alrededor del Sol, destacando entre ellos nueve masas con carac-
teristicas semejantes llamadas planetas. Estos a su vez se dividen en
planetas interiores, Mercurio, Venus, Tierra y Marte; y planetas exte-
riores, Jupiter, Saturno, Urano, Neptuno y Plutén. Los planetas inte-
riores estan muy cerca del Sol comparados con los planetas exteriores.
Entre Marte y Jupiter hay un espacio muy grande donde se localizan
aproximadamente unos 200,000 objetos de tamafio diverso conocidos
como asteroides.

Mercurio es el planeta més cercano al Sol, y el mas pequefio. Es
muy dificil verlo desde la tierra por su proximidad al Sol. Se mueve en
una Orbita aproximadamente eliptica cuya excentricidad es muy grande,
s6lo comparable con la de Plutén que es atin mayor. Para modelar el
movimiento de la 6rbita de Mercurio se ha recurrido al estudio de otros
potenciales diferentes del Newtoniano, que obedecen fuerzas diferentes
a las gravitacionales. Su movimiento también ha sido estudiado desde
una perspectiva relativista.
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Venus es el planeta que se encuentra mas cerca de la Tierra y el
mas parecido a ella. Es ficil identificarlo en el cielo por ser el cuerpo
celeste nocturno més brillante y por verse después del ocaso y antes
del amanecer. Por su gran brillantez y esplendor, fue conocido por los
griegos y romanos como la representacién de la diosa de la belleza y el
amor, y para los antiguos pobladores del Andhuac como Quetzalcoatl.
El movimiento de rotacién de Venus es diferente al del resto de los
planetas de nuestro Sistema Solar. En Venus el Sol sale por el oeste
y se oculta por el este, contrario a lo que ocurre en la Tierra y los
otros planetas del Sistema Solar; una de las teorias mas aceptadas para
explicar este fendmeno establece que este planeta choc6 con un cuerpo
celeste de gran tamaifo en algiin momento de su existencia, y que este
choque cambié su movimiento de rotacién.

A partir de la Tierra, todos los otros planetas tienen satélites natu-
rales o lunas. Hasta el momento se ha descubierto que Marte tiene 2,
Jupiter 16, Saturno 17, Urano 14, Neptuno 2 y Plutén 1.

Jupiter, el primero de los planetas exteriores, es el planeta mas
grande del Sistema Solar, y por ello pese a su lejania, podemos obser-
varlo a simple vista desde la Tierra. Este planeta al igual que Saturno
y Urano tiene varios anillos que lo circundan. Saturno se localiza a
una distancia que es casi el doble de la distancia que separa al Sol de
Jupiter. A dos veces la distancia que separa a Saturno del Sol se en-
cuentra Urano. Esto significa que con el descubrimiento de cada uno
de estos dos planetas, nuestro Sistema Solar doblaba su tamano.

Saturno, observado desde los telescopios, es un objeto celeste de
increible belleza; pareceria ser la obra maestra de un gran artista. Este
planeta tiene una luna llamada Titén, la cual es el satélite mas grande
del Sistema Solar, con una atmdsfera similar a la terrestre. Este hecho
intriga mucho a los cientificos por la posibilidad de que exista algin
tipo de vida en Saturno. El tamafio de Titén es aproximadamente 20%
mayor que el de Mercurio.

Como mencionamos anteriormente, Plutén es el planeta del Sistema
Solar cuya 6rbita eliptica tiene mayor excentricidad, lo que hace que su
érbita se entrelace con la érbita de Neptuno, y cuando esto ocurre, el
planeta mas alejado del Sol es Neptuno y no Plutén. En estos momentos
estamos viviendo esta situacién: desde 1979 y hasta 1999 el planeta mas
alejado del Sol es Neptuno.
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3 Potenciales cuasihomogéneos

El problema de los dos cuerpos o problema de Kepler establece que la
6rbita de un objeto celeste alrededor del Sol debe ser una elipse, un
circulo, una pardbola o una hipérbola dependiendo de las condiciones
iniciales. Sin embargo al tomar 3 o més particulas las 6rbitas ya no
son tan faciles de describir, de hecho es bien conocido que si estudia-
mos el movimiento de Mercurio dentro del modelo de Kepler, la ob-
servacion que podemos hacer de la 6rbita del planeta empieza a diferir
répidamente de la 6rbita tedrica que podemos calcular explicitamente.
Este fendmeno era conocido por el mismo Newton quien en su intento
de explicar el movimiento de la luna respecto a la Tierra, publicé en
sus Principia, Libro I, Articulo IX, Proposicién XLIV, Teorema XIV,
Corolario 2; que si estudiamos el potencial

wol.B
ror

en un sistema coordenado, con una particula fija en el origen, la otra
particula se mueve sobre una elipse y esta elipse rota en su plano de
movimiento. A esta elipse, con su movimiento de rotacién Newton la
llamo elipse precesional. En 1930 el fisico bilgaro G. Manev propuso
estudiar el anterior potencial para poder entender el avance del perihelio
de Mercurio. El establecié que con B = clz, donde c es la velocidad de
la luz, con este potencial podemos dar una buena justificacién tedrica
del movimiento del perihelio de Mercurio.

En [5] estudiamos el potencial de Manev con B una constante po-
sitiva arbitraria. Usando técnicas geométricas y topolégicas es posible
sustituir la singularidad debida a la colisién entre las particulas por una
subvariedad de codimensién uno en el espacio fase, que le llamamos la
variedad de colisién total y la denotamos por A. Esta subvariedad es
invariante por el flujo que determinan las ecuaciones de movimiento
generadas por el potencial de Manev. Es en esta forma como nosotros
hemos estudiado las érbitas que van a colisién y aquéllas que pasan
muy préximas a colisién, constituyendo nuestro principal resultado el
poder demostrar que el conjunto de condiciones iniciales que dan origen
a Orbitas de colisién es de medida de Lebesgue positiva: es decir, a di-
ferencia del problema, clasico de Kepler, en el problema de Manev una
gran cantidad de érbitas van a colisién; y lo que es mas sorprendente to-
davia es que la mayoria de las érbitas que terminan en colisién lo hacen
con una particula espiraleando alrededor de la otra. Como consecuencia
de estos resultados es posible dar una descripcién en términos analiticos
de las elipses precesionales postuladas por Newton en sus Principia.
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Recordemos que el problema cldsico de Kepler estd modelado por
un potencial de la forma
mymo
U= ,
T

donde r representa la distancia entre las dos particulas, observemos
que U es una funcién homogénea con grado de homogeneidad -1. Es
natural preguntarse entonces qué pasa cuando estudiamos potenciales
homogéneos de grado arbitrario, es decir de la forma

mims

U= , a >0,

1«(1

y maés ain, qué pasa cuando estudiamos la dindmica de particulas
moviéndose bajo la influencia de un potencial cuasihomogéneo de la
forma

w=m MM g cach, K0

ra Tb

En 1997 nos propusimos estudiar los diferentes tipos de movimiento
que pueden producirse en el problema colineal cuasihomogéneo de los 3
cuerpos; es decir, un problema de tres particulas puntuales en la linea
moviéndose bajo la influencia de un potencial cuasihomogéneo

W=U+YV,
donde
. m;m; . m;m;
U= Y - , v= > 52, 0<a<h
1<i<j<s Y 1<i<j<3 Y

y 7;; representa la distancia entre la particula ¢ y la particula j. Ob-
servemos que cuando tenemos colisién triple o estamos muy cerca de
ella, el potencial dominante es V y para los escapes de las particulas a
infinito el potencial dominante es /. Como es de esperarse, una de las
grandes dificultades en el estudio de este problema lo constituyen las
singularidades que se presentan en el potencial, que corresponden a las
colisiones de dos o tres particulas al mismo tiempo. Para b < 2 hemos
probado que las predicciones de este modelo no difieren demasiado de
aquellas del problema colineal cldsico Newtoniano de los 3 cuerpos, en
el sentido de que el conjunto de condiciones iniciales que van a colision
es muy flaco, es decir tiene medida de Lebesgue cero. Esta propiedad
se pierde cuando b > 2, ya que en este caso el conjunto de condiciones
iniciales que van a colisién triple es de medida positiva. De hecho es
posible mostrar la existencia de un subconjunto abierto no acotado de
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condiciones iniciales que van a colisién triple, con lo cual este conjunto
tiene medida de Lebesgue infinita ([14]). En este enorme conjunto de
condiciones iniciales podemos clasificar familias completas de érbitas
que van a colisién triple en las que por ejemplo las particulas 1 y 2
chocan un nimero infinito de veces, pero jamds chocan con la particula
3. A pesar de que la distancia entre las particulas en los extremos
sea cada vez més pequeiia (recordemos que las particulas estan sobre
una linea), la colisién triple se produce siguiendo la dindmica descrita
cuando hacemos tender el tiempo ¢ a infinito. Lo més sorprendente de
este hecho es que dada la condicién inicial tenemos total control sobre
este tipo de movimientos, es decir, dependiendo de la posicién inicial
de la particula intermedia respecto a las otras dos, podemos decir si el
nimero infinito de colisiones tendra lugar con la particula de la extrema
izquierda o la de la extrema derecha.

El caso especial b = 2, que incluye al problema de Manev paraa = 1
es el més dificil de todos. Nuestra conjetura es que aqui también, el
conjunto de condiciones iniciales que van a colisién triple tiene medida
de Lebesgue positiva, aunque hasta ahora no hemos tenido exito en la
demostracién de este hecho. El gran obsticulo es que para b = 2 las
singularidades debidas a colisién binaria son de una naturaleza muy
diferente que las que se presentan en los casos b # 2 (para més detalles
consultar [14]).

4 Configuraciones Centrales

Dentro del Sistema Solar y en general en el problema de los n-cuerpos
estamos interesados en encontrar soluciones periédicas, a partir de las
cuales podamos obtener mas informacién sobre dindmicas proximas a
las periddicas usando teoria de perturbaciones o las técnicas del célculo
de variaciones. En 1767 Leonard Euler obtuvo una clase de soluciones
periddicas para el problema de los 3 cuerpos.

Si tres particulas de masas arbitrarias son colocadas sobre una linea

de tal forma que

AB

% - g(mla ma, m3)
donde g nos proporciona una férmula complicada que depende de la
masas (ver figura 1), y donde ciertas velocidades iniciales son asignadas
en forma adecuada, entonces las particulas se mueven periodicamente
sobre elipses manteniendo en todo momento una configuracién colineal.
Ademas la razén de distancias %g medidas sobre la linea que va rotando
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no cambia. Sinos detenemos a pensar un momento, éste es un fenémeno
bastante curioso, ya que en general cuando a un problema de 2 cuerpos
le anadimos un tercer cuerpo destruimos las érbitas elipticas y atin mas,
podemos encontrar caos.

A(ml)

Figura 1. Las configuraciones de Euler

En 1772 Lagrange redescubri6 las érbitas Eulerianas y encontré una
segunda clase importante: si tres particulas son colocadas en los vértices
de un tridngulo equildtero y si tomamos velocidades iniciales adecuadas,
entonces las masas se moveran en elipses como en la figura 2, preser-
vando siempre su configuracién de tridngulo equildtero. Obviamente el
tridngulo cambiard su tamafo y orientacién, pero siempre mantendra
su forma de tridngulo equilatero.

Hay tres tipos de soluciones colineales correspondientes a las dife-

rentes formas de ordenar 3 puntos en la recta y dos de tipo triangular
correspondientes a las dos diferentes orientaciones del tridangulo. En
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ambos casos si las velocidades iniciales son cero, entonces las particulas
se moveran hacia su centro de masa y tendremos una colisién triple
en tiempo finito. Este es un caso limite en el que las érbitas elipticas
degeneran a segmentos de linea.

Figura 2. Las configuraciones de Lagrange

A las configuraciones originales que dan origen a estos movimientos
les llamamos configuraciones centrales. Estas quedan determinadas por
la siguiente ecuacion algebraica

vu (7‘0) = Ar 0-
El vector ry es una configuraciéon central si es paralelo al vector
aceleracidn 7y, o bien si ry es un punto critico del potencial Newtoniano
m;m;

u=>»y" .

T‘. .
i<t Y

Ya que el potencial U es invariante bajo rotaciones cada configu-
racion central da origen a una 6rbita periddica, y estas érbitas periodi-
cas son las tdnicas soluciones del problema de los n-cuerpos conocidas
explicitamente. En un sistema coordenado rotatorio estas soluciones
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especiales se transforman en puntos fijos que son conocidos como equi-
librios relativos, y como tales podemos estudiar su estabilidad.

Consideremos ahora un problema de 2-cuerpos (por ejemplo pense-
mos en el movimiento de la Tierra en orbita circular o eliptica alrededor
del Sol), y una particula de masa infinitesimal m moviéndose en el cam-
po gravitacional de los cuerpos mayores, que llamaremos particulas pri-
marias. La particula de masa despreciable no influye en el movimiento
de las primarias pero su movimiento estd determinado por ellas. En
este caso a las 5 posiciones de equilibrio relativo que el cuerpo pequeiio
puede ocupar en el plano que describe la érbita eliptica les llamamos
puntos de libracién y los denotamos por L, Lo, L3, Ly, Ls (Ver figu-
ra 3).

Ly

X
X
X

La L2 L3

Ls
Figura 3. Los puntos de libracién

Hoy en dia sabemos bajo qué condiciones los puntos de libracién
Ly y L5 son estables, las cuales dependen por supuesto de los valores
relativos delas masas grandes. Un ejemplo muy conocido en astronomia,
nos lo proporcionan los asteroides Troyanos, un ciimulo de asteroides
que se mueven aproximadamente como Jupiter alrededor del Sol y que
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forman en todo momento una configuracién del tridangulo equilatero con
Jupiter y el Sol. En el sistema Tierra-Luna sobre los puntos Ly y Ls los
astrénomos han encontrado ciimulos de polvo césmico, lo que sugiere
que la estabilidad de estos puntos permitiria identificar zonas donde
colocar futuras bases espaciales o quizas colonias césmicas.

Para n = 3 sabemos que existen exactamente 5 configuraciones
centrales para cualquier conjunto dado de masas. Las 3 soluciones
colineales de Euler y las dos soluciones de tridngulo equildtero de La-
grange. En el problema colineal de los n-cuerpos hay exactamente %’
configuraciones centrales. Sin embargo muy poco es conocido sobre las
configuraciones centrales para n > 4; de hecho no sabemos si el numero
de éstas es finito o no, ni tampoco si este conjunto esta formado por
puntos aislados o constituyen un continuo en el espacio fase. Para
el problema de los n-cuerpos, toda colisién simultdnea de k-particulas
tiene lugar tendiendo a una configuracién central formada por las k-
particulas (para n = 3 este resultado fue probado por Sundman en
1912). Desafortunadamente ya que el conjunto de configuraciones cen-
trales puede ser un continuo, no sabemos si la solucién tiende a una

configuracién central especifica u oscila entre varias de ellas.

En 1983 D. Saari ([17])demostré que lo mismo ocurre para una
clase muy grande de soluciones del problema de los n-cuerpos, donde
las particulas se separan formando una configuraciéon central. Este
resultado ha sido de gran utilidad en cosmologia.

De todo lo anterior llegamos a una pregunta natural planteada
primerameﬁté\por Wintner en 1941. Para un conjunto dado de masas
positivas jes el nimero de configuraciones centrales finito? Segin S.
Smale esta pregunta abierta serd uno de los problemas centrales en la
matematica del préximo siglo ([18]).

En 1993 conjuntamente con D. Saari y Z. Yan, empezamos a estu-
diar lo que hemos bautizado como “problemas cargados’ es decir, pro-
blemas donde tomamos particulas puntuales dotadas al mismo tiempo
de masa positiva m; y una carga electrostdtica g; de cualquier signo.
Las particulas se mueven bajo la influencia de un potencial de la forma

uzzmim;i(hql' :Zﬂ

- ’ r..
1<j kY 1<J Ry

Ya que U puede tener cualquier signo tenemos una posibilidad ma-
yor de encontrar puntos criticos del potencial. Para el problema general
cargado de 3 cuerpos, hemos podido hallar las condiciones necesarias
y suficientes para poder tener configuraciones centrales no colineales
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([12]). EI hecho sorprendente es que estas configuraciones centrales
no necesariamente forman un tridngulo equildtero, sino que ahora éste
puede tener cualquier forma. Para el caso de las configuraciones cen-
trales colineales demostramos que bajo ciertas relaciones entre los para-
metros es posible tener 0, 1, 2, 3 6 5 configuraciones centrales colineales.

(mz,(p) (mA,QI)

Figura 4. El problema romboidal cargado

En 1999 conjuntamente con Felipe Alfaro ([1]) demostramos que
podemos obtener 0, 1 6 2 configuraciones centrales en el problema
romboidal cargado, es decir donde las particulas puntuales dotadas de
masas y cargas forman todo el tiempo una configuracién romboidal (Ver
figura 4). Para valores muy particulares de los pardmetros es posible
tener un continuo de configuraciones centrales en el problema romboidal
cargado; este sorprendente resultado no responde a la pregunta original
de Wintner sobre la finitud de las configuraciones centrales, puesto que
nosotros dotamos a las particulas de masas y cargas, pero si establece
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que la conjetura no es cierta si tomamos tomamos potenciales diferentes
del clasico Newtoniano.

5 Dinamica simbdlica y caos

En términos muy burdos decimos que un sistema es cadtico si es muy
sensible respecto a las condiciones iniciales, es decir si dadas dos condi-
ciones iniciales muy préximas, sus 6rbitas respectivas tienden a alejarse
en forma exponencial después de un tiempo considerablemente grande.
La primer persona que se di6 cuenta de lo complicadas e intrincadas que
podian ser las érbitas que describen al Sistema Solar fue H. Poincaré,
pero fue hasta la aparicién de las supercomputadoras que pudieron
hacerse simulaciones de la dindmica de nuestro sistema planetario para
tiempos relativamente grandes, (200 millones de afios), y con esto tener
evidencia numérica de que el Sistema Solar es caético ([10]).

Demostrar en forma analitica que un sistema es cadtico es una tarea
muy complicada, ya que entre otras cosas deberiamos ser capaces de
probar la existencia de al menos una drbita densa y que el conjunto
de 6rbitas periédicas forman un conjunto denso en el espacio fase; es
decir la existencia de una érbita que visite cada uno de los rincones del
espacio fase, y que tan cerca como queramos de cualquier orbita exista
al menos una 6rbita periédica. Una de las técnicas mdas socorridas
para probar que un sistema es caético es debida a S. Smale a quien
debemos un maravilloso objeto geométrico que él mismo bautizé como
“herradura”. La idea central es que si la variedad estable asociada a un
punto de equilibrio intersecta transversalmente a la variedad inestable
del mismo punto de equilibrio (interseccién homoclinica), o de algin
otro punto (interseccion heteroclinica), entonces en una vecindad de la
interseccién V podemos construir una herradura de Smale, que da lugar
a un conjunto de Cantor, que denotamos I, contenido en la vecindad
V, de tal forma que el flujo sobre I es relativamente facil de describir y
nos proporciona entre otras cosas la existencia de la érbita densa que
menciondbamos anteriormente (en [11], puede encontrarse una bella
demostracién de estos hechos).

;Cuél es la conexién entre las técnicas introducidas por Smale y la
mecénica celeste?. Hagamos un poco de historia, en 1929, J. Chazy
predijo la existencia de movimientos oscilatorios en el problema de los
3-cuerpos, es decir de orbitas cuya dindmica es impredecible para inter-
valos de tiempo suficientemente grandes; en 1950 el matematico ruso
K.A. Sitnikov, fue el primero en dar una respuesta afirmativa a la pre-
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gunta de Chazy en un caso particular del problema de los 3-cuerpos
que a partir de entonces se conoce como €l problema de Sitnikov. Este
trabajo es sumamente técnico y por lo mismo practicamente imposi-
ble de leer. Afortunadamente J.K. Moser en 1973 ([11]) retomé este
modelo y fue capaz de expresar las ideas originales en un lenguaje mas
moderno y amable.

El modelo de Sitnikov consiste en dos particulas de igual masa
que llamaremos primarias, y que se mueven en Orbitas elipticas so-
bre un plano fijo. Moviéndose sobre la linea ortogonal al plano a través
del centro de masa de las primarias se coloca una particuia de masa
infinitesimal que no influye en el movimiento de las primarias, pero
cuya dindmica esta regida por las atracciones gravitacionales que ellas
ejercen. Tomando la excentricidad de las elipses como un pardmetro
J. Moser demostré la existencia de un punto homoclinico transversal
y a partir de aqui pudo construir la herradura de Smale y probar la
existencia de movimientos oscilatorios; y la presencia de caos en este
modelo. La técnica usada por Moser para este fin viene del calculo de
variaciones, que como es bien sabido involucra una gran cantidad de
calculos.

Nuestra aportacién en esta linea de investigacién ([9]) fue utilizar
el método de Melnikov para probar la existencia del punto homoclinico
transversal. Este método es mucho mas geométrico y elegante, viene
de la teoria de perturbaciones y fue introducido por primera vez por
Melnikov en 1963. La primera idea en esta direccién fue dada por
Dankowicz y Holmes en 1996 ([3]), quienes utilizaron funciones elipticas
ademds de argumentos numéricos. Nuestra demostracién es esencial-
mente geométrica, prescindimos de las funciones elipticas que son muy
dificiles de trabajar y adicionalmente pudimos demostrar la existencia
de una familia muy grande de 6rbitas periédicas obtenidas a partir de
las érbitas periédicas originales del problema no perturbado (e = 0).

6 Los anillos de Saturno

Galileo Galilei fue la primera persona en observar los anillos de Satur-
no en 1610, utilizando para este fin un telescopio de su invencién de
tan sélo 20 aumentos. Las imagenes que Galileo percibia eran muy
pobres, algo asi como si el planeta tuviera un par de apéndices. Por
esta razén, €l pensé que se trataba de dos lunas cercanas al plane-
ta. Fue Christian Huygens en 1665 quien afirmé que aquellos extranos
apéndices correspondian a una formacién de anillo alrededor del plane-
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ta. En 1675, Jean D. Casini encontré una banda oscura que separaba
el disco en dos anillos concéntricos, hoy en dia esta banda es cono-
cida como la divisién de Casini. El estudio moderno de los anillos
de Saturno comenzd con los trabajos del fisico James Clerk Maxwell
quien en 1865 gand el premio Adams de la Universidad de Cambridge
por su demostracién matematica de que los anillos consistian en nu-
merosas particulas heladas cuyo didmetro oscila entre centimetros y
decdmetros moviéndose en 6rbitas independientes. La idea bésica de
su demostracion fue suponer que dado que los anillos de Saturno han
permanecido en la misma posicién por muchos afios, las soluciones de
las ecuaciones que describen su movimiento debian ser estables. A par-
tir de esto, Maxwell descubrié que si los anillos fueran sélidos o fluidos,
la més ligera perturbacién destruiria esta configuracién.

El 25 de agosto de 1980 la nave espacial Voyager II pasé a escasos
100,000 kilométros de Saturno, mandando unas fotos extraordinarias de
los anillos de este planeta. Los datos recopilados fueron tan sorpren-
dentes y maravillosos que atin hoy en dia siguen causando admiracién
a todos los cientificos que los analizan.

El cuerpo principal del sistema de anillos incluye un anillo muy
brillante llamado anillo A, un anillo opaco llamado anillo B, ambos
separados por la divisién de Casini, una regién transparente de unos
5 000 Km. de ancho, que contrariamente a lo que se creyé por mucho
tiempo no es vacia ya que contiene miles de pequenos anillos muy an-
gostos. El cuerpo principal también incluye un anillo menos opaco y
mas angosto que los dos anteriores, interior al anillo B, llamado anillo
C. Exteriores al anillo A hay tres pequefios anillos llamados anillos F,
G y E. También es posible distinguir un anillo interior a C siendo con
esto el anillo mas préximo a la superficie de Saturno, este es llamado
anillo D (ver figura 5). Los anillos son de un espesor muy fino, se cree
que tienen un grosor maximo de unos cuantos kilométros, si los com-
paramos con una hoja de afeitar, los anillos resultan ser mil veces mas
delgados. Después de las fotos enviadas por el Voyager, quedo estable-
cido que los anillos arriba mencionados estdn formados a su vez por
millones de pequefios subanillos, algunos mas anchos y brillantes que
otros.
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Figura 5. Los anillos de Saturno

Estudiar la dindmica de las particulas en los anillos es un problema
muy complicado, ya que intervienen simultaneamente varios tipos de
fuerzas entre las que destacan: las fuerzas gravitacionales debidas a las
lunas fuera de los anillos y a las lunetas encajadas en ellos, fuerzas elec-
tromagnéticas debidas al campo magnético producido por la rotacion
del planeta y las fuerzas producidas por el medio gaseoso diluido en el
cual los anillos rotan.

Nosotros estamos particularmente interesados en el estudio del ani-
llo F, el cual presenta una estructura muy fina. De las fotos enviadas
por el Voyager se puede apreciar una especie de torcimiento en una
parte del anillo. También sabemos que existen dos lunas pastoras que
acompafan al anillo, es decir, dos lunas cuyas drbitas estan a ambos
lados del anillo. La luna interior se llama Prometeo (1980-527) y la
exterior, Pandora (1980-S26). De las dos, Prometeo estd mas cercana
al anillo F y es de mayor tamafo. Una posible explicacién del aparente
torcimiento del anillo es que se debe a los diferentes periodos de las
lunas pastoras. Mientras Prometeo da 113 revoluciones sobre Saturno,
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para eliminar el centro de masa, que como es sabido se mueve lineal-
mente, definimos

3 3
1
zO:—M—;mkxk, donde Mzgmk, Y 2k=2%x—2, para k=1,2,3,

obteniendo las ecuaciones

donde m = (my, Mg, m3), 2 = (21, 22, 23), Z = (%1, 22, 23) ¥ las funciones
F;. tienen bellas propiedades de simetria. De esta forma las ecuaciones
originales son reducidas a tres problemas de Kepler desacoplados. Si
ahora tomamos un sistema coordenado rotatorio donde

L — . iyt
2 = wje ,

la ecuacidén diferencial correspondiente toma la forma

. . w; .
w5 + 2ionw; — qw; = ——2= + Fj(w,w,m), j=1,2,3.

|wj|
En estas coordenadas las orbitas circulares estan dadas por

w; =ryefmeat j=123.

La expresién anterior representa una érbita periddica si existen en-
teros ji, ja, j3, no todos cero tales que

3 3
Y gkoer=0y Y k=0
k=1 k=1

Usando este tipo de ideas se obtienen familias de érbitas periddicas
sobre el anillo en el sistema rotatorio ([4]), las cuales en un sistema fijo
solo podemos afirmar que son cuasiperiddicas.

Para finalizar quiero decir que estas son sélo algunas ideas y técnicas
béasicas que nosotros usamos en un intento por entender la dindmica de
los anillos planetarios y en general del movimiento de los cuerpos ce-
lestes en nuestro Sistema Solar. Es obvio que ain falta mucho por hacer
en esta direccién, cada dia surgen nuevos retos y se abren nuevos hori-
zontes. Todos ustedes estan invitados a acompanarnos en esta odisea.
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