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R.ECOMENDAC:ION ':''. 

;".(; 

'•' 

Este pequeño libro será ele gran utíiidad: para··1as'· 

estudiante·s de, las prepa:rator ias (vocacionhles) , tedl1óÚ5'. ... '·· 
¡¡•,·· •. 

gicos y en .formá especial ( dado el nív;e.1. actual de la en'' 

señanza en México, para los estudiantes del primer año de 
las facultades de todas las ramas de ;i.nq·"~niería,. de la 

. _( '~ 

escuela. normal s~p~rior 1 de las escuelas .. d~" f Ís~C~ y m.:tt~;;:! 
máticas y de las fa~~·ltad~s de ciencias... .. , ... , '":' 

- ( 

'_: 
~n las pre~aratorias (vocacio~ales, t~c;ncJ,HSgicps, .. , 

CCHl puede ~ei utilizado cómo material de discus;i.6n eq 

seminarios ¿;n,participaci6~ activa de los al~nos. 

;1'..; 

Por ia diversidad de ejemplos será interesante. , 

para no pocos profesores de matemáticas en pre·ia:i;é;\tor :ias 

' ~· .. . ." ~ 

y en el primer año de difer~ntes facultades d~. univ.~.rsid,a,r. ... : 
' : ¡" ' • . ', : : •• '·. . J • ' ) - • • ~· •• • ., .. -: - • • 

des e institutos técnicos, así co1:10 .. en la normal .suoer i.or ~· .... ··· 
, .. · . ' "':'.:: ·~. ··~ '·. } ::. :-· '• ''. .. · . 

',:· 

.. <'. ,.-~··' '.\: '. 



PROLOGO DEL AUTOR . 

El método de inducci.6n ma.temátic.1, al que~ ,,;:.o;Uí dec:ica 

do este folleto, es a.r.-cpliarnente utilizad:~.' en d:L .·· 

de la rnatemáti.ca, desde los cursos de la escue .. ia :;<:;ta*) .·.:.1::::.­

ta aquellos tópicos de la matemática de ~ás re2i~nt invcsti 

gación. Es por eso que, sin el conocirnier:to de d:i.c ;'.) método, 

se antoja imposible estudiar en forma seria inclusive el cur 

so elemental de rnatern5ticas en la escuela media. Es m~s, :i5 

ideas de la .inducción matemá,tica t.i :··nen un enorme valor for·-
~-~ .. ·~ ;' f ·:. • • , • . . . 

mativ~?or lo cual su conocimiento reviste inter~s aun para.­

aquellas PE7rsonas alejadas de la rnate:·:1á't.ica y sus ap1.í_ci3c H,.,.. 

nes. 

En-~l capihulo I y la primera parte del capítulo II -

(haáta el problema 30) sé exponen el contenido del método y-· 

los ejemplos más sencillos de su aplicación, cuyo estudio es 

realizable con los conocimientos del octavo año**). El 0ate­

rial- t~~h~ni~ es comprensible al lector que posee la matemá­

tica correspbndi~nte al cicio completo de enseñanza media. 

El presente es recomendable para estudiantes de los 

últimos· cursos de enseñanza media, para es ti :'.U antes de Jo:'º -
. ' . 

prime~o~ curso~ de lo~ inst{tutos p~dag6gicns~**), ~niVer~i-

dades e institutos técnicos, t~rnbíén rmede ser utilizado en-;· 

"cítéulos ;,' de mat'emáticas. 

Al método de inducci6n matemática están dedicados los 

siguientes artículos: Sie~cpinsJ<ii _ _v. K. O ma tena ticheskoi induk 

tzii, i'íatemática y física v shkole, No. 3r 1936; Bezikovich Ya.S. ,. 

Metod pclnoi matematicheskoi induktzii, Matemática v shkole,-

No. 1, 1946 ¡ 

*) Entiéndase como el equ~valente a la secundaria y preparat~ 
ria (vocacional) de México. N. del T. ' 

**) Segundo o tercer año de secundaria. ~. del T. 

***) Equivalente en México: Escuela Normal Superior. N. del T. 
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Sominskii I. S. Ob izuchenii metoda matematicheskoJ: induk··­

tzii v srednei shkile, Matemática. y shkole, metodicheskii-
,, ' 

sb9rn~k,~v. 2~ Len~figrádski~oblastnoi in~~itut usover - -

shenstvovania uchitelei, 1947; Naguibin F. F. Metod matero~ 

ticheskoi indusktzii v kurse srednei shkoly, Matematika v­

shkile No. 4, 1949. 

El lector PU:ede encontrar problemas· sobre inducci6n 

matemática en el libro Je Krechmar V. A. ProblemariO de ál 

gebra, Ftamtguiz, 1959. 

La presente 6a. edici6n se diferencia de las ante-­

rióres 'sólo en pequeñas modificaciones de esti.lo. 

I. Sominskii .--.-

,'· i < 
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Las proposiciones (afirmaciones) se subdividen en gene 

rales y particulares. Daremos ejemplos de afirmaciones genera 

les: 

Todos los ciudadanos de la URSS, tienen derecho a la -

. equcaci6n. • 

,l 

En. todo par(ilelogramo lª.s diago.nales ·se inte1ráectan en 
: '--.-.-... -... : ,. ·--· '· . 

su puntq mediq. , , 
• > ... , ::.\ 

' . 
Todos 1os números que terminan.en cero son diyisibles 

entre 5. 

Ejemplos.deacfirmaciolles particulares, correspondientes 

a. las. anteriores. son: :. · ·· 

Petrov tiene derecho a la educaci6n. 

,· 1·,· " 

En el paralelograma ABCD . la.s diagopales se inte)::'sectan 
en su punto medio.··; · 

140 es divisible entre 5. 

El inferir de una proposici6n general una particular se 

llama deducci6n. Consideremos un ejemplo. 

1. Todos los ciudadanos de la URSS tienen derecho a la­

educaci6n. 

2. Petrov es ciudadano de la URSS. 

3. Petrov tiene der~cho a la educaci6n. 

De la proposici6n general 1, mediante la proposici6n 2, 

se obtiene la proposici6n particular 3. 

El llegar a una proposici6n general, a partir de una pa~ 

ticular se llama inducci6n. La inducci6n puede llevarnos tanto 

a resultados veraderos como falsos. Explicaremos esto con dos -

ejemplos. 

1. 140 es divisible entre S. 
2. Todos los números terminados en cero son divisibles 

entre 5. 
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De la proposición particulc3,r .1 fue obtenida ~_a p:r:opo-

sición general 2. La proposición 2 es verdadera. 

1. 140 es divisible entre 5. 

2. Todos los números. de tres cifras son-divisibles en 

tre 5. 

4 

De la p~oposición particula~ 1 obtuv~mos la proposición 

general 2. La proposición 2 es falsa. 

Se pregunta: ¿Cómo utilizar en :~E~J11át.i.,:as J.d indl.lcci6n 

ara obtener sólo conclusiones verdaderas?. Er1 este pequeño ·­

libro se da respuesta a dicha pregunta. 

! .' ,'. 



I. EL
0

METODO DE INDUCCION MATEMATICA. 

1. Primeramente, considerarnos dos ejemplos de inducci6ri 
.. · nó' perml~fitft~~) én' ma'teiri.~rt'.fe'as. 

Ejemplo 1. Sea 

-_¡ :, •• S .·- 1 1 1 . 1 
·.~' · n:= 1.2 + 2.3 + 3.4 +• · ~+ n(n+l) ·' 

Es fácil comprobar que 

s . 1 1 
·· .• '1=' 1. 2 = 2'' 

s = 1 + i 2 
1.2 2.3 - 3' 2 

s = 1 + ¿_, + 1 3. 
1.2 3.4 ·- 4' 3 2.3 

s = 1 + 1 + 1 + 1 4 
1.2 2.3 3.4 4.5 = s· 4 

En base a los resultados obtenidos 

cualquier número natural n 

n s = n n+l" 

:':_¡ 

.. : 

afirmamos, que para 

5 

Ejemplo 2. Consideremos el trirnonio x 2 + x + 41,·estudi~ 
do por el conocido matemático, uno de los primeros acad~micos -

de San Peterburgo* , L. Euler. Sustituyendo en el trimonio x por 

cero, obtenernos el número primo ** 41. Sustituyendo ahora en el 

mismo trirnonio x por 1, nuevamente obtenernos un número prirno:43. 

· Continüando las sustituciones de x por 2,3,4,5,6,7,8,9,10, en -

el trirnonio, obtenernos cada vez el respectivo número primo 47,-

53,61,71,83,97,113,131,151. En base a los resultados obtenidos­

afírrnarnos que al sustituir en el trirnonio x por cualquier núrne-

. ro entero positivo el resultado siempre es un número primo. 

·*) San Peterburgo, antiguo nombre de la actual ciudad de Lenin­
grado. N. del T. 

**) Número primo es aquel que s6lo es divisible entre la unidad 
y si mismo N. del T. 



¿P_():·.qué ~l,o¡:; _,razonamtentos utilizados· en estos ejemplos 

no s.on lí.citos en ma.temátScas? ¿En qué consiste lo incorrecto 

de nu.e.s.tras conclusiones?. 
"/,1"·. . . " ' . ·". 

Consiste en qüe en los dos razonamientos hemos hecho -
~ 

afirmaciones generales respecto a qualquier v'alor natural de r 

(en el segundo ejemplo respecto a cualquier x) s6lo basándonos 

en que las afirmaciones resulta~on diertas para algunos valores 

de n (de x respectivamente) . 

La inducci6n ~s·a~pl{amehte utilizada en matemáticas, p~ 

ro es necesario utilizarla con destreza. Pueden obtenerse resul 
'\ • ' • ' ' 1 

ta.dos incorrectos al referirse sup~rficialmente a este ~étodo. 

No obstante que en el ejemplo 1 la afirmación general -

mencionada resu1 (:a. casualmente cierta, como será demostrado en 

e_l ej~mplo. SJ en . •.'.l ejemplo 2 la afirmación general es incorrec 

ta. 

~n efe6io, al estudiarse más atentamente el trinomio -­
·; 

x- + x + 41 descubrieron que es un número primo para x=0,1, ... ; 
2 pero J?ara. x=-,40 el. trinomio vale .41 que no es primo. 

2. el e.jE000.plo 2 nos encont:ramos co.n una proposici6n 

1/áltda: pa:ta . .4 O ca ~;os particulares y s,in embargo resulta en g~ 

neral falsa. 

Mencionarem,x; ,dos ejemplos más de proposicion~s que son 

\'erdacl~ra.::3 en varios; casos pa;rtícular.es, . pero en. general son -

·rálsas. 

E · 1 ·) """ b · · n 1 Jemp o J, ~i inomio x ~ , donde n es un. número na.tu-

ral presenta gran interés para los matemáticos. Es suficiente 
' .· ,· 

eón .decir qUe dich.ó binomio está íntimamente :.>::laciónado con, -

el1 proble:ma geométrico _de dividir la circunferendia en n partes 

igu~les. No nos debe extrafiar, por eso que en matemáticas se -

estudien dife'r~ntes facetas de éste binomio. A los :matemáticos 
n 

en particular les interesó el problema.de descomponer x -1 en 

factores (polinomios de grado menor a n) con coeficientes ente 

ros. 



Considerando estas descomposicio!leS los matemáticos; 

observaron que para muchos -valores particulares de n, los coe 

ficientes del desarrollo, en valor absoluto no eran mayores -

qúe 1. En efecto. 

X. - 1 = X = 1, 

2 
1 (x 1) (x + 1) , X - = -

3 
1 (x 1) (x 

2 + X + 1) , X - = -
4 

1 (x 1) (x + 1) (x 
2 1) , X = - + 

5 1 (x 1) (x 4 . + x 3 + 
2. 

+ 1) , X - - - X + X 

. 6" 
1 (x 1) (x + 1) (x 

2 + X + 1) (X 
2 + 1) , X - = - - X 

7 

Fueron confeccionadas tablas con los valores de los coe 

ficientes que satisfacían la propiedad observada. Los intentos 

de demostrar éste hecho para toda n no llevaron a los resulta­

dos apetecidos. 

En el año de 1938 en la revista "Uspieji Matematiches 

kij naUk"Vol. IV, fué publicada una nota del gran matemático -

soviético, Académico· N. G. Chebotariov, en la que propon!a se­

aclarase este problema. 

El problema propuesto fué resuelto por V. Ivanov l). 

1:-<.esul t6 que la propiedad observada la cumplen todos los bino­

, cuyo grado es menor a 105. Uno de los factores -

c:s el polinomio 

. n 1 mios x -

.de x
1 º5

-1 

48 
+ 

47 46 43 42 
2x 

41 40 x39· + 36 
+ X X ..¡.. X - X - X --- X ·- X 

35 34 33 32 31 28 26 24 22 + X + X + X + X + X -- X - X - X - X 
-

20 17 16 15 14 13 12 9 8 - X + X + X + X + X + X + X - X - X 

2x 
7 6 5 2 + 1, - - X - X + X + X 

que ya no cumple con la propiedad. 

1) Uspieji matematicheskij rÍauk, Vol. 4,313-.317 (1941). 



:§jernplo 4. ¿En cuántas partes queda dividido el espa 

cio*} por n planos que pasan por un mismo punto, si ninguna­

~etrta d~ planos se intersectan en una recta? 

Consideremos el caso particular más sencillo de este 

problema. Un plano divide al espacio en 2 partes. Dos planos­

que pasan por.un puntodivid~n al plano en 4 partes. Tres pla 

nos que pasan por un punto-pero que nQ pasan por una recta co 

mún dividen el plano en 8 partes. 

Puede parecer a primera vista que al aumentar el núm~ 

ro de planos eh uno, el núrnero de partes en que queda dividido 

: ·el espacio aumenta lo doble y de este modo cuatro planos diyi­

dirían al espacio e~ 16 partes, _cinco en 32 partes, etc. En g~ 

neral n planos subidl.vidÍ.rían al espacio en 2n partes. 

En realidad esto no es ciertov puesto que 4 planos di 

viden al espacio en 14 partes, 5 planos en 22 partes. En gene• 

ral h·planos subdividen al espacio eh n(h-1)+2 partes1 ) 

Los problemas considerados permiten sacar una conclu 

si6n sencilla y a la vez importante: 

Una próposici6n puede ser cierta en muchos casos par 

ticulares y sin embargo no ser verdadera en general. 

3. Ahora surge el siguiente -problema.· Se tienen -

proposiciones que para algunos casos particulares son verda­

deras. Es imposible analizar todos los casos particulares. 

¿C6mo podemos saber v si la proposici6n ·en cuestión es 

·cierta en general? 

Esta pregunta a veces se logra resolver mediante la 

a~licaci6n de un ~étodo especial de razonamiento llamado mé­

todo de inducci6n matemática (inducci6n completa o inducci6n 

total*). 

*) Se sobreentiende el espacio físico usual de 3 dimensiones­
(R 3) • N. del T. 

l) Vease la solucÍ6n en la pag. 23 (problema 30) 
--, * *) También cono e ida como induce i6n finita. N. del T. 



El funcionamiento de este método descansa en el prin 

cipio de inducci6n matemática, que consiste en lo siguiente: 

9 

Una proposici6n es v·~rdadera para todo número natural 

n*) , si: 

(1) La proposici6n es verdadera para n=l**) y 

(2) De la veracidad de la proposic.i.6n para cierto número natu­

ral n=k arbitrario, se concluye su veracidad para n=k+l.***). 

Demostración. Supongamos lo contrario, o sea suponga­

·¡l)l(i)S que la proposici6n no es cierta para todo número natural n. 

Entonces existe un número natural m, tal que a) la proposici6n 

,. pa.¡ra n=m nO es verdadera, b) la proposici6n es verdadera para 

toda n menor que ~ (En otras palabras ~ es el primer número na­

tur,al, para el cual la proposici6n no se cumple) . 

Es evidente que ro 1, puesto que la preoposici6n es ver­

dadera para n=l (condici6n (.1)). Por lo tanto, (m·-1) es un numé­

ro natural. Resulta pues, que la proposici6n es verdadeia para 

el número natural (m-1), sin embargo no lo es para el siguiente 

natural: m. Esto contradice la condici6n (2). 

Observaci6n. En la demostraci6n del principio de in­

ducci6n matemática hemos utilizado implícitamente, que en to­

do conjunto e a.e números naturales hay uno menor que los res­

tantes****) . Es fácil ver que .a su vez esta propiedad 11ue le -

*) Se supone que la proposición denende del número natural n, 
o sea que es una funci6n de variable natural n. N. del T. 

**) Por la naturaleza de las proposiciónes hay veces que (1) 
debe ser comprobado para n=O, o bien n=S, donde S es cier­
to número natural. Vér por ejemplo los probls. 22,24. N. -

·del T. 
***).Es importante que el lector observe el carácter condicio­

nal de (2): 
La proposici6n para n=k+l será cierta, si ureviamente lo es 
para n=k. N. del T. 

· ****) Lo que se conoce como el principio del buen orden. S6lo 
hay que tener en cuenta un pequeno agregado, a saber: que­
el conjunto mencionado e tiene al menos un número natural. 
Este principio es una propiedad específica de los números 
na tura les. Por ejemplo el conjunto { ·-1, -2, ... , -n, .•. } de -
los números enteros negativos, no tiene un elemento menor 
que todos los demás, puesto que -(n+l)<-n, para toda n. N 
del T. 



~ ... , 

~j _ _emplo 5 .. Evaluar la sutna (vease el ejemplo 1) 

1 1 1 1 s 
n = ~1 2 + ~2 .3 + ~3 4 + ... + 

. . ' . . n(n+l) · 

-· Sabemos que 

Ahora no.repetiremos el error cometido en el ejemplo 

1 y de inmediato no afirmaremos que.para todo natural n 

- n 
sn :-n+1 · 

Seremos cautos y solo diremos que la observaci6n de­

s 1, s 2, s 3, s 4, permite expresar la conjetura (suposición) que - -
·-·:··: n· .·. . . . . . . . . 

S = · +l. para todo natural n. Además sabemos que ésta conje-
n n 

ttirél ·· es cierta. para n=l, 2, 3, 4. Para comprobar esta hipótesis 

utilizaremos el método de .. in0,ucci6n. matemática. 

Teorema 1. Pa_ra h=l la hip6tesis es cierta, ya que -

Teorema 2. Supongamos que la hip6tesis es correcta -

para n=k, es decir 

1 1 1 
= 1. 2 + 2. 3 + .•. + -k-(k_+_l~) -

k 
k+l' 

donde k es algdn ndmero natural. Demostremos entonces que la 

conjetura está obligada a ser cierta también para n=k+l, o -

.... sea _que 

En efecto, 

k+l 
k+2· 

1 s = s + k+l k (k+l) (k+2) , 

en consecuencia por la cóndición del. teorema 

s = l + 1 
. k+l .• k+l (k:+l) (k+2) 

k 2+2k+l 
- :--(k+l) (k+2) 

k+l = k+2. 

Los dos_ teoremas han sido demostrados. Ahora, en ba-.. 
se al principio de inducción matemática afimamos que 

S = n. 
n n+l 

1( 



ser deducida del principio de inducci6n matemática*). Es así 

que los dos principios son equivalentes. Cualquiera de éstos 

principios· puede admitirse como uno de los axiomas que defi­

nen el conjunto de los números naturales y entonces el otro­

será un teorema. Comúnmente se toma como axioma, precisamen­

te el principio de inducci6n matemática. 

4. Toda demostraci6n basada en el principio de in­

ducci6n matemática se llama demostraci6n por el método de in­

ducci6n matemática. 

Una tal demostraci6n necesariamente debe constar de 

dos partes, de la demostraci6n de dos teoremas independientes: 

Teorema L La afirmaci6n es verdadera para n=l. 

Teorema 2. La afirmaci6n es verdadera para n=k+l, si 

11 

L 

la misma es cierta para n=k, donde k es cualquier número natural. 

Si éstos dos teoremas son demostrados, entonces bas 

dos en el principio de inducci6n matemática la af irmaci6n es 

verdadera para todo número natural n. 

*) En efecto, si denotamos por P(n) la posici6n siguiente:· 
"Si c (conjunto al que se alude en el enunciado del princi 
pio del buen orden) contiene un elemento que es menor o ~ 

igual {~) que) n, entonces c tiene un elemento mínimo". El -­
. principio del buen orden equivale entonces a la validez -

de P(n) para toda n. 
Si 1 pertenece a C, es el 1 el mínimo de C, por tanto P(l) 
es cierta. Ahora, por el principio de inducci6n (aceptado 
como hip6tesis), hasta probar que si P(n) es cierta, tam­
bién lo es P(n+1). 

Debemos demostrar que si existe un m del conjunto C, tal­
que m~n+l, entonces c tiene mínimo. Si C contiene "Un ele­
mento menor que n, entonces por P(n), el conjunto C tendrá 
mínimo. Si en C no hubiera dicho número menor que n, enton 
ces cualquier elemento de c sería mayor que n, o sea mayor 
o igual que (n+l) , luego entonces mayor o igual que m y -
como m es de C, resulta que m es el mínimo. 

Por lo tanto en C hay un elemento mínimo. N. del T. 



para todo natural n. 

Nota J.., ss necesario subrayar que la demostraci6n "ª 

por el método de inducci6n matemática 0 sin excepci6n u exige·~· 

la. demostraci6n de los :teoremas 1 y 2. 

Ya hemos visto a que puede llevar el no tomar en cuen 
0 

ta el·teorema 2 (ejemplo 2). Ahora mostraremos que tampoco el 
' \:' 

teorema 1 puede ser despreciado consideremos un ejemploº 

Ejemplo 6. Teorema. Todo número natural es igual a =· 

su siguiente número natural. 

La demostraci6n la haremos por el método de inducci6n 

matemática. Supongamos que 

k = k + 1 {1} 

Demostremos que 

k + 1 = k + 2 (2} 

Eri efecto sumando 1 a los miembros de la igualdad -

(l) obtenemos la igualdad (2)º Resulta que si la afirmaci6n­

es' verdadera. para n=k, entonces también lo es para n=k+l. El 
~ 

teorema queda demostradoº 

Corolario. ··Todos los números naturales son i.guales. 

¿D6nde está el error ?º El error consiste en que el 

primer teorema.u necesario para la aplicaci6n del principio de 

·inducci6n matemáticaf no fué demostradou es más dicho teorema 

no es verdadero y sqlamente fue demostrado el segundo teorema~ 

Los teoremas l y· 2 tienen significados muy singula'"· 

:cesº El teorema 1 formaf por así decirloli la. base para llevar 

a cabo .la inducci6n. El teorem.a 2 dá derecho a extender auto 

máticamente sin límite dicha base, derecho al pascr de un caso 

particular al siguiente 0 de n a n+l. 

Si no se demuestra el teorema 1 pero ha sido. demos­

trado el teorema 2 (vea.se el ejemplo 6)v entonces no ha sido 

formada la base~para la construcci6n de la inducci6n y por­

tante carece de sentido aplicar el teorema 2 puesto que pro~ 
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piamente no hay na.da g:ue extender. 

Si no está demostrado el teorema 2 y solo el teore­

ma 1 ha sido deme ; ::ra.do (vease los ejemplos 1 y 2) , entonces, 

no obstante tener la base pata efectuar la inducci6n, no se­

tiene el derecho para exte.nder dicha base~ 

Nota; 2. Arriba el método de inducci6n matemática ha 

sido estudiado para un caso sencillo. En casos complicados los 

enunciados de los teoremas 1 y 2 debiendo ser modificados res 

pectivamente. 

Hay veces en que la segunda parte de la demostraci6n 

se basa en la veracidad de la afirmaci6n no solo para n=k, s~ 

no también para n=k-1. En este caso la afirmaci6n en la,prim~ 

ra parte debe ser comprobada para dos valores sucesivos de n­

(ver abajo el problema 18). 

Otras veces la af irma.ci6n se demuestra no para toda 

n natural, sino para todo nllinero entero n mayor que cierto ".'"" - ' . 

entero m. En éste caso en la primera parte de la demostraci6n 

se comprueba la veracidad de la af irmaci6n para n=m+l y si es 

necesario también para algunos de los siguientes valores de n 

(vease el problema 24) • 

5. Parafi:qalizar con éste capitulo regresaremos -

de nuevo al ejemplo 1 para explicar un aspecto fundamental del 

método de inducción matemática. 

Estudiando. la suma 
1 1 1 8n = 1.2 + 2.3 + ••• + n(n+l) 

para diferentes valores de n obtuvimos que. 

1 s = 1 2' 
2 

82 = -, .3 
S = 4 

4 5' · · · ' . 
y ésto nos indujo a la hip6tesis de que para toda n 

n 8n = n+1· 

Para comprobar ésta hip6tesis .utilizamos el método de inducci6n 

matemática. 



, .... ;' 
.... _, ·. :.,,;··,1 

Fuimos afortunados, pues escogimos .una hip6tesis 

_q,ue fúe comp:r:pbada. ~i ll.u.}:)i,eramos e,xpresado una hip6tesis -

'f<:Ílsa, entonces lo ipccri:xec;to ele .la misma lo podemos , notar,:.:! ,. 

al demostrar el teorema 2, como en el ejemplo siguiente·~ ···· 

Ej ei;nplo . 7 .. Sa_bemos que. 

8n = 11 .. 2 +_- , .2·•·l.··3·• _+· · · · + 1 = .n{n+l) 
(1) 

¡. -~ : ; . 

,., .. , 

.. $l1pongamos. que estudiando lá estructura.de s~, expr~ 

sáramos la hip6tesis de que 

··. s 
n = n.+ .1 

3n+1 • 
(2) 

Para n=l la f6rmula (2) es correcta, ya que s 1=:=} . 
Supongamos que la fórmula (2) es cierta para n,=k, o sea 

k + 1 8k =3k+1 • 
~. . ~ 

Tratemos de demostrar que la fórmula · (2) es tamb~én.,; 

·correcta para n=k+l, es decir 

. '8 k+l·::: ~k¡4 2 • 
·. :' .· 

Tenemos 
1 

= 5k + Ck+l) {k+2) =· 
k·+··r · ·· ··1 

= 3k+1 + {k+l).....,(,..,,..._k_+_,_2.,...) 
k3+4k2+8k+3. 

= . {k+l) {k+2) (3k+l)' 

o sea, que obtuvimos un resultado diferente al esperado. 

En resumen, la ve~acidad de la fórmula (2) para n=k 

no implica su veracidac1 para :i;i=k+l. Es así que hemos détec...:. 

tadq que la. fó.rrriu.:La (2) no es correcta. 

'. •.· . 

Por· lo tanto, el método de inducci,6n matemática .per;. 

mite, en Ta bcts9ueda d~ l;lna ley general, comprobar las hip6-

tesis surgidas, descartando las falsas y afirmando las verda-
"\.· 

deras. 

14 



II. EJEMPLOS Y EJERCICIOS 

Para. aprender la·manera' de aplicar el método de indU:c 

ci6n matemática es necesario discutir una cantidad suf icierite 

de problemas. 

En éste capítulo daremos')52 problemas, 22 de los cua 

les serán inmediatamente resueltos con detalle. Las solucio­

nes de los restantes 30, recomendamos sean trabajados en -

forma independiente, está incluidos al final del libro. 

Problema l. 

Escribamos en orden creciente los números impares po­

sitivos 1.3.5.7 ••••. Denotemos al primer.o u1=1, al segundo -

por u
2

, al·tercero por u 3 etc.,. esto es 

u1 = 1, u
2 

·~ 3, u 3 = 5, u
4 

= 7, ••• 

15 

Nos planteamos el siguiente problema: encontrar una f6r 

mula que exprese todo número impar 

de ordeir·n~ 

u , 
n 

a través de su nt:imero 

Solución El primer núinero impar u1 puede escribirse 

así: 

u 1 = 2el - l. 

El segundo número imparu2 puede escribirse como: 

u 2 = 2•2 - l. 

El tercer número impar u3 puede expresarse así: 

u
3 

7 2t 3 _, 1 º 

(1) 

(2) 

(3) 

Analizando detalladamente las igualdades (1), (2) y (3) puede 

hacerse la hip6tesis de que para obtener cualquier número ii:n 
par, es suficiente restar 1 de dos veces su número de orden, 

esto.es para el enésimo.número impar tenemos la f6rmula 

un = 2n-1o 

Demostremos que ésta f6rmula es cierta. 

Teorema l. La igualdad (1) muestra que para n=l la -



fórmula (4) es ve,rdadera. 

.'I' e<) ~;.:~t2.Jt:.a~-- · ·-~1 
·. '·• --·....:. __ ........ -~:.~ .. -. .;..;; .. ,.,,;~ Supongamos que la f6rmula (4) es cierta 

pg.:ra. n=Jc-,, (~s decir el k-ésimo número impar es de la forma: 

Demostremos entonces que la f6rmula (4) es también -

nec~esariamente cierta para el (k+l)-ésimo núme,ro impar, o sea 
. . ' :·-· .. · 

que el (k+l)-ésimoriúrnero impar es de la forma: 

uk+l = 2(k+1)-1, 

o lo que es lo ,mismo, 

Para obtener el (k+l)-ésimo impar es suficiente sumar 

le 2 .al k:-és.imo :número impar, esto es uk+l. = uk + 2. Por hi-:. 

uk+l = (2k - 1) + 2 = 

que es lo que se quería demostrar. 

2k+l 

impares. 

Resultado u . = 2n-1 
n 

Problema 2. Calcular la suma de los n primeros números 

Soluci6n. Denotemos por S la suma buscada, es decir 
n 

sn = 1 + 3 + 5 + .•. + (2n - 1) 

Para la' s'oluc{6n de tales problemas existen .. en mátemá.: 

ticas f6rmulas simplificadas; A nosotros nos interesa resolver 

este problema, sin recurrir a.la f6rmula directa, utilizando­

el método de inducci6n. Para ésto,ante todo hay_qg& construir 

una hip6tesis, o· sea tratar de vaticinar la respuesta. 

Daremos a n los valores sucesivos 1,2,3, ... hasta acu 

mular suficiente informaci6n para, en báse a ella, construir­

una hip6te$is más o menos segura. Después de esto solo resta­

comprobar la menciGmada hipótesis por el método de inducci6n­

matemática. 

16 



Tenemos que 

- 9 s = 16, s 
. V 4. 5 = 25, s 6 = 36 • 

Ahora. todo depende de lo observador que sea el que -

esta resol vi.ende e1 problema, de su capacidad para obtener -

una conclusi6n general, a partir de resultados particulares. 

Nos parece que en 

= 12 82 = 22 , _, 

éste 

e• 
..:13 = 

caso 

32 
' 

es 

84 

fácil darse cuenta que 

= 42 • 

De donde pódemospresuponer que en general: 

s = n 2 
n 

Demostremos que dicha hip6tesis es cierta. 

Teorema 1. Para n=l la suma tiene un solo sumando y­

es igual a 1. Por tanto la hipótesis es cierta para n=l. 

Teorema 2. Supongamos que ;La hip6tesis es cierta para 
2 ·. 

n=k, a saber Sk = k . Demostremos que entonces también la hi-

potesis debe ser cierta para n=k+l, es decir 

En efecto 

sk+l = Ck+l)2 . 

sk+l = sk + (2k+l). 

por lo cual 

sk+l = k
2 

+ (2k+l) = (k+1)
2

, 

que es lo que queríamos demostrar. 

Respuesta: s. = n 2 
. n 

Problema 3. Hallar un, si se conoce que u 1 = 1 y que 

para·todo k>l natural, 

Problema 4. Hallar la suma 

sn = 1 + 2 + 2
2 + 2

3 + n-1 
e: • •, ...... 2 '• 

17 



,:~l:pq~c9:c¡l6ri,", T};"'ªl":;;'7 i.'<~ ·1;; .s;r;:::,2
2

·.:;;. J¿f s3 
, 3 = 2 - l, 

:<?, ), ~;~/2)( .. t.~:~?:~i13,e;:~r,::fSil.·:·-:'$rt • 

Problema 5. Demostrar: ,,que;cl:a :'·:s.uma: -----·-· -· , , 

nilmeros natur~les .. ~.i;n (M+l.)(*) • 
. ,.·.•,,., ;, : "· 2; .;., 

,So,.luci6:n:;..,. ,E9_'tie "'.problema difiere de los anteriores en 

que lahi~6i~sis no es necesario construirla, sino que es da 

da.. Solo hay que demostrar que la hip6tesis e~·:·'.·ci¿-rt:~.'.~ 

'. (vDeno.t::e±rios; ra::i s'hma0·hiíS;d&a!a\ pb:F' s~'/' ·~sto 'e.~,: __ 

s = 1 + 2 + 3 + ••• + n. n 

, ,\ ! 

. ' ' " ... ,~ } .} 

:;-_,·, 

Teorema 1. Para n=l la ·',hipÓ~~sis ' es ve·;~~~~:ra. 

, · ;- r· ,. ;-;· \ l , ,.. , ~, 

Demostreíriós"que': 
1 ' _, ' 

sk+l = Ckt1.J~{k+2J. ;.; 

En efecto, esto proviene de que: 

' ., t 

*) Ha'y una. forma de hallar la ~urna de los n primeros ntlmeros 
naturales a partir de la ~xpresi6n ya conocida (k+1) 2-k2= 
2k+l, escribiendole. pp.r?t k=fJ_;; 2 ,, ••• ; n,,rªSpeqtivamente y-
sumando · · · 

. ;,• ( J 'i ~ 

2 2 

18 

.,, :i 2. t·:}L ;.'· :¡ ;··" {1 ... · . ,.,;,. ·~·· ., 

'·· 
"~f n;.,..·1'2

2 
,,, ·..f .. 

. , • • ·; • r:·,,. , ::~ 
•. ' .'.'C .\ ;:·': l!~.:~ ~,2· .. • '· • 

(n+l) - n - 2 ~n + 1 

(n+i> 2- 1 = 2 c1+2+ ••• +n) +n 
'_;' '. ~ .. ,'. ~ .. , 

Por lo que (n+l) 2 -' 1 ·_ n ·~~ + n - n (n+1) 
1 + 2 + ••• + n = : -_;.,...:.--;.., 

'! .. ::vJ~'~e raci'eriiá'.'~'·"l'a ;;º~ª ·'"~'~'1 ':'t:'!rema 7 al ~¡~·~·~'del ~exto:. :N:,,:_de.l': e. 



~· ' ' ..... ·.-
·. ProbJ.;e.ma.. 6. Demostrq,:t que l:a. suµi~ de·los ··cuadrados 

de los n primeros números naturales ·es. igúai ·a n (h+ll (2n+i> (~} ,.. ... 6 

,, , ·¡Pr,ol;>lema.. t~ Deme>:strar i>que . '· r 

s = 1 2 2 + 3 2 - 4 2 + .. ~.+ t~ l)n-l n 2 '::.,,,r ;:..:· 
n 

- •.·•··(:.;.'.. i>n~:~ -r1.:c11+i> • 
.. 2 ... 
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Teorema 1.:1 ,far~, n:::+, l~; 1,1.~p~j:e,§.i.-S. es· ev:.idehtem:ente cier 
ta ( ( -1 ) O = i). 

Teorema 2. Supongamos que: 
__ :,· L :·~,: .. -· -~ 

s~ = 1 ~·2 2 + 3 2 - ••• + e- l)k-l k 2 
L:·';}_t i::~'· · .. ::: ::.".-, 

. k-1 k (k+l) 
(::- J)+/' 2 

Demostremos . e_!ltQJÍC.~s .q?,e.; . ; 

= 1 - 22 + 3 2- ••• + -(- l)k-l k 2 + (- l)k(k+1) 2 ... 

*) AnálogamenteJa.3;1;0'. ~:f'l~c:tio ~~ ~A nota .. dei problema ·s .. óbser-, .. 
vemos que su:triáridó las expresiones que se obtienen a par 
tir de (k+1) 3 - k 3 = 3k2 + 3k + 1 haciendo k=l12, ••• ,n-1= 
y n 

:::: . .. ·-, 

23 - 1 3 ~ 3.1 2 + 3.2 + 1 

33 23 = 3~2 2 + 3.2 + 1 

; ··. 
-~_.};~· 
.• 

'; :: . .-. . ,•;•' ·3: -~ J' 
•·' 1:. (n+l) ·-n. -~··:,<. 32~2 -~ '· 3 :'n-· + ~ . 

. 3 
(n+1) -

y como ya sabemos que 

3(12 + 22 + ••• + n 2 ) = 
3 2 3n(n+1) _ 2n. +3n +n 

2 - 2 

y por último: 

2 2 2 
1 = 3 (1 + 2 + ••• + n) + 3 (1+2+ ••• +n) + n 
. ' . >• : n (n+i) · .. ·· 
1+2+. ~. +n= , •. 2 t . tenemos que: 
·e +:1 .. ) 3 .. , :.: 1 .·.;·.. 3n (n+l) . 3+3 2+2 . n - - . ~ _ - n= n n n-

. 2 . 
= n. (2n -f3n+l) ~ n (n+l) (2n+1) 

2 - .2 

·. 

12 + 22 + ••. + n 
2 n (n+l) (2n+1) 

= 6 
~· : 

Vease además ;la nota del ·teorema 7 al fina,.l del texto • 
. • /. . • ..,. ::.>, f·.; ,c.,"/ 
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Esto es cie:rt.o, puesto.qüe: 
':<'. 

= 
sk '..f.< {~°'¡)(k {k. + 1r2 '==, . 

= (-1) k"-1 5. (~2+~l_ + (·~1} k. (k + 1) 2 = 
,. 

' ' . ~. 

Problema 8 ., , Demostrc:p::; que: 
' . ~ . : ' . . ; 

1 2 + 3 2 + 5 2 + ••• + (2:n _, l) 2 ::: n (2-,1)
3 
(2n+~) •. ,; 

Problema 9.1Demostrar ,que la suma de los cubos, de los 

v • n primeros númerÓ~; ::es igual : a [n(n;-1 > J 2 • C*) 

Problema 10. Demostrar que: 

•· , 2 , .· ' ···. n+l 
l + X +,. ;~ .·.. + ·· ... ·. • ~ • + Xn ·- ,X , ·.· .., .1 , .... -..... - .. ~ 

(*} Observemos ··pof Jílfimq>qµe.~.l, piódédimientó sUgerido eri las 
notas de los ejercicios 5 y 6 se puede proseguir para obtener 
cualaqier suma de potencias de los· n .. primeros n'Cimeros natura­
les; en el daso de los cubos o terceras potencias le daríamos 
a k los valores 1, 4, & • ~, n en la igualdad (k+l) 4-k4= Ak 3+6let-4k+l 
y sumaríamos esta;s •~;µ. i'gUáldád,$.s • ·.: ~ · · 

24 14 4 13 + 6 12 + 4~ 1 + 1 .. , - . . 
34 4··· 4 23 2¡ 

4 .. 1 1 -.,,.2, '.'•·¡=··· . + 6.2 . + .+ ·'·" 

\ t_"{ i:' .. : . 
• .~-,_ .-· o • • 
;.~· ~.,.· .o.e '.·:·:,fil:: :··o;: .. ., 

(n+1) 4- ~4 ·:;::.4;n 3 + 6~n2.•+,:4·•'n + 1 .. / ... , 

(n+1) 4
- 1 = 4 (1

3 + 23 .+.~~+ n~) +'~(~ 2 + 2
2 

+ 4(1+2+ ••• +n) + n 
:' :· .~· '.- ;· .-.; ,:,·...,-i;J -' :-~ 'r _;.,-,, · 

. . 

podemos despejar la ~Uma:Bu~cada: :º·;.:,, .. ,',•.: 

De donde 

4(1
3 + 2 3 + ••• + n:3 ) = (n+l) 4 ·- 1 - n (n+l) (2n+1)·~2n(n+l;.):•'- n = 

4 3 2 2 2 • = n.. +,2n + n = n ·· (n + 2n + 1) = 

= n2. (~ + 1) 2 

y· 

13 + 23 + ... + n3 = 

Veas e, además . la nota ·del tébJ2emél 7 al f inaf' ,d~l texto. 

N. del C. 



Problema :LL Demostrar que: 

1.2 + ') "J: + 3,4 + ... + n(n + l) = n (n+l) (n+2) 
~. ~ -.dJ 

3 

Problema 1.2. Demostrar que: 

. 1.2.3 + 2.3.4 + ~J'.4~5 + + n (n+.1) (n+2) = 
n (n+l) {n+2) (n+3) 

=. 4 

Problemá 13. Demostrar·que: 

l l. ·1 n 
T.3 + 3.5 + •H + (2n-1f(2n+,.p = 2n+lº 

Problema 14. Demostrar que: 

2 
+ n = 

(2n-1) {2n+l} 

Problema 15. Demostrar que: 

n(n-t1) 
2(2n+l) • 

1+1 + l +· + 1 = 1. 4 4 • 7 7 .10 .. · H. o • (3n_;2) (3ri+1) 
n .. 

3n+l • 

Problema 16. Demostrar que:. 
-' ,,i 

· 1· l ··. 1 · ·1 n .·· 
l.5 + 5.9 + 9.13 + ... + (4n...;;3) (4n+1 = 4·n.+1>· 

Problema 17. Demostrar que: 

1 + 1 + 
_a_(_a_+~l~) (a+l) (a+2) 

. l . • n 
+ (a+n-1) (¡+n) = a(a+n) 

... 

Problema 18. Demostrar qüe vn =.2n + 1, si v0 = 2, 

vl = 3-y para todo k natural·se: cumple la relaci6n: 

vk+l = 3v~ - 2vk~l • 

Soluci6n. Para n=O y n=l la ~firmaci6n es cierta por 

las condiciones iniciales dadas. 

Supongamos que; 

Entonces 

Vk-l = 2k~l + 1; . V~~= 2k + l • 
• k . 

vk+l = 3(2k+1) - 2(2k-1+1) = 2k+1 + 1 • 
;,¡ 

Prol::>lema 19. Demostremos que:. 

n+l sn+l a u .--
B n a -

¡. 

21 

·-' 



s.t 

2 a. 
ul ""' a - ~ 

y para cada k 2 natural tiene lugar que 

Problema 20'. El producto 1~2~3~~~n se denota por n! y 

se·lee."n .factorial". Es t1til recordar que 1!=1;2!=2,3!=6, 

4!=24,5!=120 • 

... calcular 

sn = 1.1!+2.2!+3.3!+ ''' + n. n! 

Soluci6n. 

s1 = 1.1! = 1, 

52 = 1.1! + 2.2! = s, 

s 3 = 1.1! + 2.2! + 3.3! = 23, 

S4 = 1.1! + 2.2I + 3.3! + 4.4! = 119. 

Viendo estos resultados podemos observar que 

· s1 = 2! - 1, s2 = 3!.- 1 s3 = 4! - 1 s4 = 5! - l. 

Esto sugiere la siguiente hip6tesis 

sn = (n + 1)! - l • 

. Comprobemos-esta hipótesis. 

esto es 

Teorema 1. Para n=l la hip6tesis es ciert~, ya que: 

s1 = 1.1! = 2! - 1. 

Teorema 2. Supongamos cierta la hip6tesis para n=k, -

Dell).OStX'en)OS q:ue: 

sk-ti.1 .~ .1.11 .+ 2. 2 % .+ ••• + lt .• lt.l + Ot.+.1L. Ot.+11 ! ::::; 

= (k + 2)! - l. 

22 



·"" 

... , .,. 

.:·,n efecto 

.i * sk + (k + 1). Ck + 1)! = 

rrk'+ l} ! - 1} + (k + 1) • (k + 1) ! .... -- l "". 

-- (k ~t- 1'' 1 (1 ·+> (k + 1)} - 1 = l . 
= (k + 1}! (k + 2} - 1 = (k + 2)! - l. 

Problema 41. DemoE•trar la identidad 

1 ·2 4 8 l11 ' 
+ + + + 

l+x + 2 4 8 . . . n 
l+x l+x l+x l+x 2 

. 1 2n+l 
=,-1 + · n+l · x- 2 

1-x 

Problema 22. Demostrar que 

A 
n 

= (oon+l _ 16 n+:1) _ (o:n _ 6n) 

(o:n _ 8n)-(o:n-1 _ 8n-1) 

= 

(1) 

si se sabe que 

o: + a·= m, o: B = a 

= ~. ; A:' .. · = m _ a 
m - m-1' 3 · m - a 

m-f 

o sea para k>l: 

a m - , etc. 
m - a --.....,,.-·a 

m- =--r m-,,L 

a 
= m - Ak (m _;':. 1; o: . t- B ) 

s~1U.ci6n. 

Teor~a 1. ,P,rimeramente demostremos que para ·n=2 la 

f6rmula (1) es correcta. De las condiciones dadas 

m - a _ ( + B) a.B _ 
m-1 - ·. a. - (a.+B)-1 

De acuerdo a la f 6rmu+a (1J .•· 

a.
2 + B

2 + a.B - a. - B 
a + B -.1 
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que es lo que qu.eriamos mostrar. 

Teorema 2. Supongam0;::; 0'1e para n=k la fórmula (1) es -

= (ock+l _ 6 k+l)~(~k Bk) 

(~k _ ;k) _ c~k-1 _ 6k-1) 

Entonces demostremos que también.debe ser cierta para 

n=k+l, o sea 

En efecto: 

.. m,.. o bien = (a + B) 

Utilizando la igualdad (2) tenemos que: 

= (a + B) 
- aB[(ak - Bk)-(ak~l - Bk-1)] = 

(ak+l _ 6k+1)-(ak _ Bk) 

(~k+2 ~ 6k+2)-(ak+l _ 6k+l) 

(. k +l. k + 1) . ( k k) . 
a - B - a - B 

con esto el teorema ha sido demostrado. 

Problema 23. Simplificar el pol{nomio 

1 
x x (x-1) ( l) n x (x-) ••• (x-n+l) 

- IT + 2! - · · · + - . n! " 

Respuesta~ (~l)n cx~ltCx-2} ..• {x-n) 
n! 

~Eob1.~.~-2t~ .. Demostrar que cualquier cant.idad mayor 

que 7 iubló1~: :c+ero 1\c~ rublos} puede se.i:-pagada 

\l i~. del T. 
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( sj __ r;, can,!:i:t)) coti. billetes de 3 y 5 rublos. 

Soluciónº 

Para el c2so de 8 rublos la ?TOposici6n es verdadera. 

Supongamos cierta la proposición par.;:i. k rublos, donde 

k es un número entero mayor o igual que 8$ 

Son posibl~s dos casos: 

a) Los k: rublos $Pn pagados solo con billetes de 3 -

rublos y 

b) Los k rublos .son pagados con billetes entre los cua 

les, por lo menos , ~ay uno de ·5 rublos. 

En el primer caso el número de billetes de 3 rublos de 

be ser no menor que tres, puesto que en este caso k>8. Para -

pagar k+l rublos, sustituyamos tres billetes de 3 rublos por­

dos de 5. 

En el segundo caso para pagar (k+l) rublos, sustituimos 

un billete d~ 5 rublos por dos de 3. 

Problema 25. Demostrar que la suma de los cubos de tres 

ndmeros naturales consecutivos es divisible entre 9. 

Solución. La suma 1 3 + 2 3 + 3 3 es divisible entre'9. -

Esto significa que la proposici6n es cierta cuando el primero 

de los tres números naturales consecutivos es el 1. 

Supongamo~ que la suma k 3 + (k+1) 3 + (k+2) 3 , donde k -

es cierto número naturalu es divisible entre 9. 

La 
~ 

suma 

{k + 1) 3 + (k + 2) 3 
+ (k + 3)

3 = 

= (k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3) + 9 (k2 + 3k + 3) 

Queda expresada como la suma de dos expresiones, cada 

una de las cuales es divisible entre 9" y por lo tanto la suma 

con primer término k+1 es también divisible entre 9. 
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~.'.E;::.2.1:2.~~€.· Demostrar que para los enteros n?>O 

A = lln+2 + 122n+1 
n 

es divisible entre 133. 

26 

· Problema .2 'l. Al azar se. escogen (n+lt n:G:meros de. entre 
los 2n enteros: 1,, 2, .•. , 2n. Demostrar qt1e ... entre los n\i_meros 
escogidos hay al menos dos, uno de· los cuales es divisible en­
tre el otro. 

. 1) . . 
Soluc16n • S\lpongamos q\le de los 2n .enteros: 1, 2, •.. , 2n, 

donde n¡,.2, fue.· posible escoger (n+1) números, tales que ningu .... 
no de ellos es divisible entre otro de los n+l escogidos. El 
conjunto de todos estos números, parq: siniplif±car, lo denota .... 
remos por M +i· Bajo estas condiciones demo$tremos que de los 
(2n-2} númeFos l,2, ••• ,2n-2 pueden escogern números, tales -
que de nuevo ninguno sea divisible entre otro. 

Son posibles cuatro casos: 

(a) 2n-.1 y 2n nO·est~n ·contenidos e:h Mn+i 

(b} Mn+.1 contiene a (2~-1), pero no contiene a 2n. 

(c} Mn+l contiene a 2n, pero no conti~I1e a 2n-1. 

(d} 2n..-.1 y 2n están contenido.s en Mn+J,.. 

Caso (a). Excluyamos de Mn+.1 uno de sus nfuneros.·Quedan n 
enteros, cada uno de los cuales no es mayor ql:;l~ 2n-2. N:i:ngu~·· 
nó de estos nt5meros· es divisible entré cualquiera. de. los Otros. 

Caso (b) • Excluyamos de Mn+l .et- :q.funero 2n-1 .• Quedan 
n enteros cada uno de los cuales no·es mayar' que 2n~2. NÍngu..­
no de esto$ números es divisible entre cualquiera de los ótros. 

Caso (c). Excluyamo.s de Mn+l ·el. número 2n y de nu.evo 
obtenemos el mismo resultado. 

Caso (d) • Ante todo señalemos· que el número n no per~· 
tenece a .Mn+l' .. ya qué en caso contrario a Mn+l pertenecerfan 
por lo menos dos números (2n y n) , ,de )os; cu'áles unq es ·aivi­
si]::)le por el .otro. Excluyamos de Mn+l los números 2n-1y 2n. 

La colecci6n de· 1os .(n-11 núril.eros restan,t~s .. l.:i denotaremos por 
· .. M ..,.1 • I11cluyamos el número n en M _1 • O:f>tenemo$ n I):ÜlJleros, ca­

aR uno d~ los cuales no es m,ayor ijiie {2n:r?J~ faJ.~él demos.t:rar 

·. .'~ . :.'• ,._ 

·· (1) Comunicada al autor, por el entonces estud;l:ante M. Frídmam 
del Instituto Pedag6gi'co ··de Lening.rado~ · · 

·•' ( 
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que entre estos n números ninguno es divisible entre cualquier 

otro. 

En Mn+l no encontramos ningún par de números uno de -

los cuales era' divisible entre el otro. Esto significa que -

tampoco Mn-l contiene a tales números. Solo falta mostrar que 

tales números tampoco aparecen cuando incluimos en Mn-l el -

número n. 

Con este prop6sito es suficiente cerciorarse de que: 

(1) Ningún.ntímero perteneciente a M .
1 

es divisible -n-
entre n. 

(2) El número n no es divisible entre ningún número -

p~rteneciente a M 1 • n-

Lo primero es consecuencia de que todos los números 

pertenecientes a M~-l no son: mayores que 2n-2 y lo segundo -

de que el ntímero 2n no es divisible entre ninguno de los nú­

meros pertenecientes a M 
1 

• 
n-

Así que, si suponemos que la.proposici6n es falsa para 

los 2n números: 1,2, ••. ,2n, entonces también 

2(n-1) nú}Ileros: 1,2, ••• ,2n-2. Esto significa 

sición es verdadera para los 2(n-1) números: 

es falsa para los 

que 1 si ia propo 

1,2, •.• , 2n-2, -

entonces .también lo es para los 2n ntímeros: 1, 2 1 • • ~ Q 2n. 

Paia dos númerós: 1,2 la proposición es verdadera. Por 

tanto, dicha proposición es verdadera para los 2n números: -

1,2, ••• , 2n, donde n es cualquier ntímero natural. 

Señalemos que este problema tiene la siguiente solución 
sencilla. Escojamos arbitrariamente (n+l) números de los 2n -
dados. ·A la colec.ci6n de dichos números la llamaremos Mn+i • 

Cada número par perteneciente.a Mn+l' dividám~sio' por­
la potencia de 2, tal que el.cociente de la división sea un -
rttímero impar. Formemos el conjunto Mn+l con los cociente's de­
las divisiones antedichas y por los ntímeros impares que perte 
necían a Mn+l• En Mn+l figuran (n+l) números impares, cada uno 
de los cuales es menor que 2n. 

Puesto que son n los números impares,positivosmenores 
que 2n, tendre~os en Mn+l' por lo menos dos números iguales. 
Demostremos por k a estos números iguales. 



dos 
'el 

28 
Este resultado significa que en Mn+l hay por lo menos--

númr:::cos 2 8 k y 2tk, uno de los cuales es divisible entre 
otro,, 

Problema 28. Demostrar que n rectas trazadas en -el -­

plano por un mt~:>mo punto, dividen a dicho plano en 2n partes. 

Problema 29. Demostrar que g__ rectas en el plano, divi­

den a éste en regiones que pueden ser pintadas de coTo.r blan­

co o negro, de suerte que las regiones colindantes (es decir, 

las regiones que tienen un segmento de recta común) estén pi~ 

t~das con colores diferentes. 

Problema 30. Demostrar que n planos que pasan por.un 

punto, de manera que. ninguna terna de planos pasen por una 

misma recta, dividen al espacio en An = ri (n-i) + 2 par'tes. 

Soluci6h. (1) Un plano divide al. E!Spacio en 2 partes 

y A1 = 2. Para n. = 1 la proposici.6n se cumple. 

(2) Supongamos que la proposici6n es verdadera para -

n = k, o sea que, k planos divide al espacio en k(k-1) + 2 

partes. Demostremos que entonces. (k+l) planos dividen al es­

pacio en k(k+1) + 2 partes. 

En efecto, sea P el pla~o (k+l). El plano Pes inter 

sectado por cada uno de los primeros k planos, a lo largo de 

cierta recta y por tanto el plano P queda dividido en partes 

mediante k rectas diferentes que pasan por un mismo punto. -
.-•', 

Por el problema 28 podemos afirmar que el plano P queda divi 

dido en 2k partes cada una de las cuales resulta ser un ángu 

lo en el plano con vértice . en el punto de ir).:ters.ecci6n. 

Los primeros k planos dividen al espacio en ciertos án 

. gulas poliédricos.· Algunos de .es.tos ángulos poliédricos quedan 

a-ivididos en dos partes mediante el plano p ~ 

El lado común de dos de dichas part~s resulta parte del 

plano actodado por dos rectas a lo largo de las cuales se ínter 

secta con las caras a.el susodicho ángulo poliédrico, es decir 

uno de los 2k ángulos poliédricos en que el plano P está divi­

qid,o. 



Este significa que el.número de ángulos· poliédricos 

divididos en dos partes por el plano P no puede ser mayor -

que 2k. 

Por otro l~do cada una de las 2k partes en que qu~da 

dividido el plano P, como resultado de su intetsecci6n con -

los kprimeros planos, resulta la cara común de dos ángulos­

poliédricos y por tanto d.i.vide al ángulo.polié'drico, formado 

por los k primeros plapos, en dos partes. 

Esto significa que el número de ángulos poliédricosu 

que dividen en dos partes al plano P, no puede ser menor que 

2k. 

Consecuentemente el plano P divide en dos partes ·exac 

tamente a las 2k regiones del espacio formadas por los pr.ime­

ros k planosº' Es por esoqtie si k planos dividen al espacio en 

k(k-1) + 2 partes~ entonces (k+l) planos dividen al espacio -

en 

'[k(k-1) + 2} +.2k= k(k + 1) + 2 

partes. La proposi.ción ha sid.o demostrada. 

que 

Problema 31. Demostrar la identidad 

· · · ·ri sin 2n+la 
cosacos 2a cos 4a .•. cos 2 a = n+l , , . 

2 Sl.Il a 

Solución. (l) Para n=O la id.entidad es cierta, P\lesto 

cos a 
sin 2a = 2 sina • 

(2) Supongamos que la identidad es verdadera para -

n=k, es decir 

·2 2k cos a cos a • • • cos · a 
=·sin sk+l a 

2
k+l .. 

. s.in . a 

Entonces es también verdadera para n=k+l. En efecto 

cos a cos 2.a • • • cos 2k a cos 2k+l a = 

.2k+1 'k+l = sin a cos 2 a = 
2k+l sin a 

sin 2k+2 a 

2k+2 sin a 
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Problema 32. Demostrar que A = cos ne, si se conoce 
n 

que A1 = cos ó; A2 = cos 28 y para todo número natural k>2 

se satisface la relación 

Solución. (1) La proposición se cumple para n=l y n=2. 

(2) Supongamos que: 

Ak_ 2 = cos (k - 2)0, Ak-l = cos (k - 1)0. 

Entonces 

Ak = 2 cose cos(k - 1}0 - cos(k - 2)0 = cos kB • 

Problema. 33. Demostrar que 

. n+l 

sin + sin 2x + + sin -
sin~x 

sin nx 
X . . . nx 2 sin X 

2 
Solución. (1) Para n=l la proposición es cierta. 

(2) Supongamos que 

sin x +'sin 2x + ••. +sin kx 

. k+l 
sin--zx kx =sin 2 

Entonces 

sin X + sin 2x + . . . + sin 

sink;l x 
sin kx + = T sin X 

2 

k+l 
sin-,-x 

sin kx + = 
sin X 2 

2 

k+2 
sin--zx 

sin k+l = -2-
sin X 

2 

kx + 

sin (k 

2 sin 

• X si.n2 

sin (k 

+ 1) 

k+l 
-2- X 

+ l)x = 

X = 

cos k+l 
-2- X ~ 

30 



ya que 

k+l • "''J" 
" .:h. 

«!, s1.n 
2 

k+2 kx 
~ sin - 2-. x - sin ~ 

Problema :, ¡ _ Dei'ltO str ar qu_e 

. 2n+l 
sin--z-x ! + cos x_ +. cos 2x + ..... + pos nx -, ____ _ 

2 2 sin~ 

Problema : ~. Demostrar qu~: 

Sin X+ 2 sin 2X +· 3 sin 3x + •o• + n Sin nx = 

(n+l) sin nx.- n sin (n+l) X 

4 sin2 ~-

Problema ~6. Demostrar que 

cos x + 2 cds 2x + + n cos nx = 

= (n+l) ~os nx - n cos (n+l) x-1 

4 sin2 ~. 

Problema 37. Demostrar que 

1 X '1 X 
-2 tg -2 + ,--2 tg -ry- + 

2 2'~ 

= 1 ctg x · - ctg .x 
2n 2n 

(x -:¡.· m ) • 

Problema 38. Demostrar que 

arcctg 3 + arcctg 5 + .•• + arcctg (2n+1)= 

3 = arctg _2 + arctg_~ + •.. n+l + arctg n - n arctg l •. 

Problema 3~~)Demostrar que 

(1 + iln ~ 2~ (cos ~rr+ i airi n
4

rr ) . 

(*} Para resolver este pr6blema y los si~uientes hasta el 42 
se necesita inclusive esta.r f am.iliarizado con los n'Cilneros -
complejos. N. del T. 
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(1) Para n=l la proposici6n es verdadera, -

1 

2 .. -r (· cos n +· i.· s-i.·n .n). · ··1 + i '"" 4 4. 

{, 2.) (:·~upo~ga~qs · que·. :: .. _, 
. k 

(1 + i.) k = 22 .·(có's k
4

IT + i sin ~rr) 

E:ntohces 

(1 + i) k+l ::i: 

k 1 

32 

= 2
2 (cos .k~ + i sin ~ rr) 2(c rr . rr) 2 os 4 + i sin 4. ~ 

k+l 
-Z- (k+l)TI 2 ( COS. 

4 

Problema 40. Demostrar que 

. ( ll' - i) n = 2n 

+ i sin (k+lJn ) 
4 

·ecos rm ' i sin nrr) 6 - 6 

Problema 41. Demostrar el siguiente teorema • 

. Si como .resultado de. lá aplicaci6ri' de uri número fini­

to de operaciones racionales (o sea suma,'resta~ multiplicación 

y división)· a los números· complejos x
1

, x
2

, •• _. ,xn se ób.tíene­
eJ.; complejo u, entonces el resultado de 'lás mismas' 6peraCiones 

sobre los complejos conjugados x-
1 

~ x
2

, •• ~, xn es el· ntlinero u, -
conjugado de u. 

Soluci6n. Ante todo mostraremos que la proposic:i.6~ es 

verdadera para las operaciones rácionale~ rnecio~adás·entfe dos 
complejos. Sean 

Entonces 

= ( a + c} + (b + d) i = u; 

-· ( a - bi) + (e - di) -= . ( a + e) - (b. + d) i = u 



De igual manera se comprueba la proposici6n para la 

resta, multiplicaci6n y divisi6n. 

Supongamos que ahora tenemos cierta expresión racio­

nal de los números complejos x1 , x2 , ••• , xn. Como es sabido, 

el cálculo de. una tal expresión se reduce a la ~aplicaci6n -

sucesiva de las cuatro operaciones consideradas sobre los ntí 

meros -c.omplejo's, donde en. part.icular pueden ser numeradas di. 

chas operaciones. 

Por ejemplo, ·sea 

Para calcrilar u es suficiente efectuar las operaciones: 

1) xl x2 = ul, 4) UJ - x3 = u4 , 

2) X3 X4 = u2, 5) ul + u2 = u5, . 

J)x + x2 = U31 6) us . u4 = u. ~ 

1 

Supongamos que la propqsici6n es cierta para todas -· 
las. expresiones cuyo.cálculo exige no más de k "operaciones". 

El t~rm.;i..no "operacion'!· significa multiplicaci6n de dos núme­

ros complejos~ Demostrem,os que entonces la proposici6n debe-
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3 

ser cierta télffibi~n para ex.presiones que exigen (k+l) "operaciones 11 

Efectivamente, la última "operac'i.6n" (k+l) la ejecu­

tamos sobre los n11meros u1 y uj. que a su vez fueron calcula­

das mediante no más de k "operaciones". 

Como resultado de sustituir los números x1 , x2 , ••• , xn 

p_or sus conjugados, obtenemos que los n11meros u. y u. se sus-
. . . 1 J 

tituyen por sus conjugados ü. y u. y entonces tambi~n el resul 
. 1 J -

tado de la "operación" (k+l) sobre ellos, o sea u, tambit3n caro 

bia a su conjugado u • 



Problema /l:'" ............. ,.........,,......, .... __ ....,,_"~" ~ ...... Demostra.r que pa:r.a todq.natural n>l 
~· ! ; - . . . ·. -

n+T 
,._,,, 

+ n+2 + • · · + 
1 
2n 

S'Oluci6n. Denotaremos el primer mieml:>ro.de la desigual 

diH1 anterfor .. por s n. 

(1) ª2 .... 1
7
2. - ~:' por ro tanfó i»ara :n=·2. rá d.~siguaid.aa. 

es cierta. 

13 (2) Supongamos que Sk > 24 para cierta k. Demostremos 
13 que tambi~n Sk+l > 24 • Tenemos 

sk 
1 = k+l 

1 8k+l = k+2 

+ 1 + k+2 

1 + k+3 + 

. 1 + 
+2k+1 

. 

. 

+ 1 . . 2k 

1 
.e. CI + 2k 

1 
2k+2 • 

Comparando Sk ySk+l·tehemos. 

"'·::· 

;+ 

1 1 1 
2k+1 + 2k+2 - k+l' 

es decir 

l 
Sk+l - Sk= 2{k+1}(2k+1} 

·:.;,:·.· 

1 

,• 

Para cualquier número natural k el segundo miembro -

de la anterior igualdad es positivo. Por tanto Sk+l > ?k· Pe 
S 13 . ' . h . 6t . 1 . . . f . t mb . .e. ro k > 24 , por ip . esi.s, o que. signi ica qµe · a . it:::n . -

sk+l > 13 • 
. 24 

Problema 44. Hallar el error en la 1~demo~tra~i6n 11 da­

da a la siguiente proposici6n. 

Para todo ''número natural n se cumple la desig;qaldad 

2n > 2n + 1 
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De~ostraci6n. Supongamos que la desigualdad es cierta 

c.:a:ca n=k 6 donde k es cierto número _natural, o sea 

2k > "2k + 1 (1) 

Demostremos que entonces también la desigualdad se -

:~umple para n=k+l, es decir 

2k+l > 2(k+l) + 1 (2) 

En efecto, 2k no es menor que 2 para cualquier natural 

k. Sumemos al primer miembro de la desigualdad (l) 2k y al se-
. 

gundo miembro 2. Obtenemos que la desigualdad (2) se cumple: 

2k + 2k > 2k + 1 + 2 f 

esto es 

2k+l > 2(k + 1) + 1 • 

La proposicH)n queda "demostrada 11
• 

Problema 45. ¿Para qué números-naturales n se cumple 

la desigualdad 

2n > 211 + 1 ? 

Problema 46. ¿Para qu€ números naturales n se cumple 

la desigualdad 

2n 2 
? > n 

Soluci6n. 

Para n = 1 la desigualdad se cumple, puesto que 21 > 12 . 
Para n = 2 la desigualdad no se cumple puesto que 22 = 22. 

Para n = 3 la desigualdad no se cumple puesto que 23 < 32. 

Para 4 desigualdad cumple 24 2 
n = 1:::- no se puesto que = 4 • ..... 

Para 5 la desigualdad cumple 25 ·2 
n = se puesto que > 5 . 

Para n = 6 la desigualdad se cumple puesto que 26 > 62 

Por lo visto la desigualdad se cumple para.n = 1 y pa­

:r.a cualquier n > 4:. Demostremos esto último. 

(1) Para n=S la desigualdad es cierta 

(2) Supongamos que 

(1) 
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donde k es cíerto número na:turál,mayor que 4~ 

Demostre~ros que 

2k+l > (k+1}2· (2) 

k Sabemos que 2 > 2k+l para k>.4 (problema 45). Por lo . ·.·.·• k 
tanto si sumamos al primer mi~~bro de la desigualda9, (1) 2 

y al segundo mierribro de la misma (2k+1) , entonces obtenemos­

que es cierta la desigualdad (2) • 

n 2· Respuesta: 2 > n , cuando n=l y cuando n>4. 

Problema 47. Demostr.::lr que 

, .·:. n .· 
· (1 + a} > 1 + na, 

donde o:>-1, cx:~O · y n es un número natural mayor que l. 

36 

Soluci6n. (1) Para n=2 la.desiguald~d se cumple, ya que 

.. 
(2) Supongamos que la desigualdad es cierta para n=k, 

donde k es algún :número na:t:.u+al, o. sea que: 

k 
(1 + ex:) .. > 1 + ka: (1) 

Demostremos que entonces. t.aaj:?ién es cierta la desi-

sruá1aél.d para n=k+l, es decir. que 

(1 + cx:tk+l > 1 + (k+lJcx: (2) 

En efecto, por hip6tesis 1 + ex: > O, por 16 cual se -

cumple la desigüaldad 

( 1 + ex:} k+l > (1 + k ex:} ( 1 + ex:} (3) 

obtenida multiplicando la desigualdad (1) por (l+oc) .. Reescri 

bamos (3) en la forma 

(1 + a)k+l > 1 + (k .+ l)a + ka 2 • 

Despreciando kcx: 2 en el segundo miembro de la última -

desj_gualdad obtenemos que la desigualdad (2) es cierta. 



n>l 

n>l 

PÍ~oble.ma ~8. Demostra.r que para todo ndmero natural 

1 '1 1 - + -:- + ••• + > In o .rr n' l"ñ 

Problema 49. Demostrar que para todo ndmero natural 

4n 
-< n+l 

(2n) ! 
(n ! ) 2 • 

Problema 50. Demostrar que 

(1) 

donde a+b>O, a;'b y n algún ndmero·natural mayor que l. 

ma: 

Solución. (1) para n=2 la desiguald~d (1) toma la for 

(2) 

Puesto que a::/ b, entonces se cumple 

(a-b) 2 
> O (3) 

. 2 
Sumando a. los miembros de la desigualdad .(3) (a+b) , 

obtenemos (2). 

Con esto queda demostrado que para n=2 la.desigualdad 

(1) se cumple. 

(2) Supongamos que la desigualdad (1) se cumple para 

n=k, .donde k es algún número natural, es decir 

. (4) 

Demostremos que entonces (1} también es cierta n=k+l, 

o sea 

(5) 
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rr:~·;;,~::tplique.mos los dos miembros de (4) por (a+b). ~ 

Ya quE~ h.ip6tesis a+b>O, entonces obtenemos la siguiente 

des i.gualdad 

(6) 

Para demostrar la veracidad de la desigualdad (5),-

es Sllficiente demostrar que 

(7) 

o lo que es lo mis~o 

(8) 

, La,.desigualdad,la pod~mos expresar como 

(9) 

Si a>b; entonces.ak > bk y en el primer miembro.de la 

desigualdad (9) tenemos el producto de dos nt:imeros positiyos. 

Sia<b,.entonc~s ak < bk y en el primer miembro de la desigua!_ 

dad (9) tenemos el producto de dos n11meros negativos. En los 

dos casos la desigualdad (9) se cumple. 

Con esto qued6 demostrado que si (1) es verdadera p~ 

ra n=k~entonces ta,mbián lo es para n=k+l .. 

Problema 51. Demostrar que para todo x>O y todo ndme 

ro natural n se cumple la desigualdad 

forma: 

. 1 1 
~+-·->n+l n-" n X X 

(1) 

Soluci6n. la) Para.n=l ].a desigualdad (ll toma la -

(2) 

La desigualdad (2J es consecuencia de la desigualdad 

evidente: 

(x-1.)
2 >0. 



lb) Pa.ra n=2 la desigualdad (1) toma la :forma: 

2· ' ' .. 1 . 
X + 1. + .-'7. > 3 (3) 

'4 X 
-~ ..... ~ .. , 

La desigualdad (2} es verdadera. para todo X> 0 1 po:r-· 
- 2 

lo tanto sigue siendo válida si 'sustituimos x por x , o sea 

2 l x·+-2 >2. 
X 

Sumándole 1 a cada miembro de la tlltima desigualdad, 

obtenemos (3) • 

2) Supongamos que la·desigüaldad (1) se cumple para 

n=k, donde k es algt1n · nG.mero n.atural, es decir 

k k-2 k-4 1 1 1 
X + X + X + ••• + ""'K=il" + ~ + K > k+l (4) 

X X X 

Demostr.Eµnos qµe la d,esigualdad (1) se cumple también 

para n=k+2, esto es 

Xk+2 + xk + xk-2 1 1 1 + ••• + ~ + K' + ~ > k + 3 '(5) 
X. X . X. 

i d ' (2) ' k+2 . Sust tuyen o en · ·· x por x .· , obtenemos·: 

~6) 

Sumando miembro a .µtiembro las desigualdades ·. (4) y (6). 

obtenemos la desigualdad (5). 

Hagamós ahora uri. resumen: · 

En la) y lb) demostramos que la desigualdad (1) se 

cumple para n=l y n=2 • .;.,..:. . 

En 2) demostramóS que. si ·.1a desigualdad (1) se cum­

ple para n=k entonces tambi~n se cumple para n=k+2. En otras 
pala..bras 2) nos da el det:e.cho al paso de n=k a n=k+2. 
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'.Los re~ultados de.}~>, y 2) nos pe:pnite afirmar que 
la desigualdád (1} de cumple para todo impar n. De igual 

manera ::i:,os resultados, de lb) y 2) 11-os dan derecho a poder 
' .-,.e ··.·• • ,· • i ,· · • , ' '. : · '. ' 

afirmar que la desigualdad (1) se cumple para todo ntimero 
, ' ""' 

par n. En conjunto podemos afirmar que·la desigualdad (1) 

se cumpl~ para todo n15Jn~ro natural· n •.. 

Problema 52. Demostrar el teorema: 

La medía geométrica de varios números positivos no 

es mayor que su promedio· aritmético, o.sea si a1, a2, ••• , ªn 

son números positivos, entonces 

forma:· 

(* l (1) 

Soluci6n 1) Para n=2 la· desigualdad (1) toma la 

ª1+ª2 ~ . -
. . ..... 2 (2) 

Para cu.alesquiei:-a 
1

.a1 .·y a
2 

positivos se cumple la 

desigualdad: 

I/a; .· . 

Es fácil obtener la desigualdad ;(2) a partir de esta· desi­

gualdad •. 

~a desigualdad c2r ·.tiene una interpretación geomé­

trica ·sencilla·.. Sobre una recta AB medimos sucesivamente · 



a1 y a2. Tomando la suma de estas magnitudes como diámetro 

trazamos una circunfe~encia. 

dicha circunferencia y l"a 1 a~ 
pendicular al'díámetro e~'e1 

a
1
+a 

Entonces - 2-2.. es el radio dE~ 

es la mitad de la cuerda, per-· 

punto· común. a a;· y a a 2 • 
, ,, .. : 

2) sÜpon.gamOs' que la. desigualdad · (1) se cumple para 
n'=k. 

Demostremos que· Ekhtónces, tambiéri se cumple para n=2k" 

Efectivamente. 

1 

ª i +a 2 + · • • ªk __ +· ªk+l · ·.·ª2k 
k . . . k 

2 

ª 1 +a 2 + • • • • ~-~k+ • • • +a 2k · 
' .... - ., .. - : . ' ... 

2k 

.. 
La desigualdad (1) ha sido comprobada para n=2 y por 

tanto podemos afirma_r que se cumple para .n=4,8,16, etc. en 
.·· . ' . ' .. ~ . .. 

general para n=2s, dondes es un número natural. 

3) Para demostrar que 1.a desigualdad (1) es cierta 

para todo natural n, demostremos que de la veracidad de la 

. desigualdad.par.a n=k, se sigue que ta,mbi~nse cumpl~ para 

n=k-1. 

As{ que supo~iendo que los números a 1 ; ••• ,ak-l .son 
positivos .y .A, cierto. número positivo, por ahora no. determi­

nado, tendremos: 

4j 



• 

·;i 

Escojamos ít de suerte que 
, • !_ ,_., '" , • 

ª1 +a2+ • • ,,+ak-1 a1+a2+ ••. +ak-l+A. 
k ..... - k;..1 

o sea, hagamos 

- ª1 +a 2 + º •• +~~~ - l 
>i. k-1 

'Yem.~mos que· 
. '': 

es decir 

k ·1 . . . '· ··.. a1+a2+• • .+ak'· .. -1· ·-· ¡ -·--, 
a1 a2 ••• ªk-l .. ~ . k.;..l 

' .. ' 

Sea ahora m un número natural arbitrario. di m=2 8
, 

entonces por 2) la desigualdad se cumple. Si m~2s, enton-
s . . . 

ces hallamos un s, tal que m sea menor que 2 y entonces en 

base a 2) y 3) podemos afirmar que la desiqualdad es cierta 

para n=m. 

III. DEMOSTRACION. DE ALGUNOS TEOREMAS DE 
ALGEBRA ELEMENTAL POR EL .. METODO 

DE INDUCCION MATEMATICA. 

Teorema 1~ • El cuadrado de un p.olinomio es igual a 

la suma de los quadrados de todos sus miembros más todos los dobl~ 

proq.uqtos de los mis~os,; ~sto es. 



(a1+a2+ •.• +an} 2 = ai+a~+ ••• +a~ + 2(a1a 2+a1a 3+ ••• +an-l an) 

(1) 

Para n=2 la f6rmula (1) puede ser demostrada direc­

tamente multiplicando. 

, .. 
Supongamos que.la f6rmula. (1) es cierta para n=k-.1, 

o sea que 

4¡ 

donde S es la suma de todos los posibles productos po.r pares • 

de los elementos a1,a2 1 ••• ,ak_2 ,ak-lº Demostremos que 

· donde S.f. es la suma de todos los posibles productos por pa­

res de los elementos á1 1 a 2 , •• º'ªk:...l'ªk' o sea que 

En efecto 

(al+ ••• +ak-l+ak) 2 = Ua1+ ••• +ak-l)+aiJ 2 -

= (al+ ••• +ak-1) 2 +·, 2 (al+ • .; .+ak..;,1) ªk +a~ = 

Te.orema 2. El, enésimo t~rminó de una progres:i6:n :arit­

mé.tica ·puede calcularse por la t6rmula: 



' . '\~ 

a =a + d(n-1) n ll 
(1) 

donde a es el primer término y d la diferencia de la pro­

. gresi6nQ 

Para n=l la f6rmula (1) es cierta. 

Supongamos que la f6rmula (1) es cierta para n=kw 

~~ dleieir 

Entonces 

o sea, que la f6rmula (1) resulta también cierta para n=k+l. 

Teorema 3. El enésimo término de una progresi6n 

geométrica puede calcularse por la f6rmula: 

a = a·. n-1 
n lq (1} 

donde a 1 es el primer término y q la raz6n de la progresi6n. 

Para n=l la f6rmula (1) es correctaº 

Supongamos que 

Entonces 





1} Supongamos que entre las (k+l)! permutaciones 

se tienen dos iguales. Denoté:rnoslas por p1 y p2 • Supon-· 

gamos que en la permutaci6n p1 el elemento ªk+l ocupa e~­

s-ésimo ·lugar contando de izquierda a derecha. Entonces 

tarnbié~ en Pllelemento ªk+l ocupa el s=ésirno lugar. 

Separando de· p1 y p2 el elemento ªk+l ~· obtenemos 
dos permutaciones iguales de k elementos: ,.1 y P-2 • 

Resulta que. para' obtener p1 y p2 en una misma per·~ 

rnutaci6n. de elementos .. a1 ,a2 , ••• ,ak' hubo necesidad de que 

el elemento ªk+locupara. dos veces el mismo lugar. Esto 

contradice la regla, mediante la cual se construyen las 

permutaciones. 

2} Supongamos que algQna permutaci6n p de (k+l) ele­

mentos no la obtuvimos. Supongamos que en p el elemento 

ocupa el s~ési.ni.o lugar de. izquierda a .derecha. Separemos 

de p el elemento ªk+l" Obtenemos la permutaci6n p de los 
primeros k elemento.s .• Signif&ca que .para .obtener p era su­

ficiente tornar la permutaci6n p y poi;ier e,1 elemento ªk+l 

·de tal manera.que dicho elemento ocupara el s-ésimo lugar. 

/ 

Forzosamente tomamos la permutación p, puesto que 

estamos considerando todas las posibles permutaciones de 

los k primeros elemento¡:;. 

Hemos podido colocar el elemento ªk+l en el lugar 
señalado, ya·que'&icho elemento lo.h~mos col,ocado en el 

}'rimero, . segundo, ••• ,en el (k+1) -ésirno lugar~ 

As~( pues, todas las permutaciones formadas son 

di1~erentes y cualquier permutaci6n de (k+ll elementos la 
1¡¡¡,~J~/Y3 ¡;;cbtenido. 



De lq dicho se concluye que 

Teorema 5. El número de ordenaciones dem.elementos 

tomados de·· n · en n (*) puede .. ser calculado . por la f6rmula : 

An - m (m-1) ••• (m.,..n+l) 
m (1) 

1 Ante todo señalemos que Am = m y de este modo la 

f6rmula ·(1) es cierta para n=l. Supongamos que 

Ak = tn(m-1) ••• (m-k+l) • m . . . . 

donde k<m. Demostremos que 

Ak+l = in (m..,.1} •.•. (-k) • · 
m 

Para obtener todas.las ordenaciones de m elementos 

tomados de·· (k+ll en (k+:l) es ·suficiente tomar todas las 
• 

ordenaciones de m elementos tomados de k.en k y a cada 

una.de ellas adjuntarle al final cada uno de los (m-k) ele­

mentos. , . No es dífic.;Ll d.9-:i:-se cuenta que léi,S ordenaci.ones 

que hemos formado con los m elementos tomados de (k+l) en 

(*) Se llama co:IIlbinaci6n de m elementos tomados de.nen n, 
a cualquier subconjunto (parte) , que contiene n elementos 

, de un conjunto dado formado por ro elementos. 

Cualquier conjunto (de m elementos) ordenado se lla­
ma permutaci6n formada de sus (m) elementos. El alfabeto 
castellano es un ejemplo de conjunto ordenado d9nde la letra 
b sigue después de laa, la c después de la b, etc., la letra· 
a (primera) no sigue de ninguna otra y después de la z (úl­
tima no sigue ninguna más. El conjunto formado por 1, 2, •• ·• ,m 
en el cual el element.o siguiente se considera el número en 1 
m~yor ai anterior puede considerarse como el representante de 
diferentes conjuntos ordenados. concretos que contienenm 
elementos (ya que.puede establecerse una correspondencia 
livn!voca entre dichos conjuntos y 1,2, ••• ,m). 

Se llama ordenaci.6n de 1Ii elementos tomados de n en n 
a C'\lalquíer subconjunto ordenado de n elementos de un conjun­
to dado formado por m elementos. 



(k+l) son toqas di~erentes y además cualquier o.rdenaci6n 
... 1 r . , . . .. 

d.e m elementps tomados de .(k+ll está contenida entre las 
obtenidas. 

Resulta pµe s que: 

Teorema 6. El número de combinaciones de m elemen­

tos tomados de n en n puede ser. calculét.dO mediante la f6rmula 

en:= m(m-1} •• : ~ (m-n+l) 
m 

(1) 
1. 2 •.• n 

1 Primeramente señalemos que e =m, por tanto para n=l m 
la fórmula (1) es cierta. 

Supongamos•qut::! 

k c. 
m 

Demostremos que 

= m (m-1) ••. (m .... k+l) 

1. 2 ••• k 

m (m-1) ••• (m-k+l) (m-k) 

1.2 ... k(k+l) 

Para obtener todas las combinaciones de m elementos 

tomados de (k+l)'en (k+l), escribamos tqdas las combinacio­

nes de m elementos tomados de k en k y a cada una de ellas 

en calidél.d delelemento {k+l) em (k+1) , pero cada una de ellas 

se obtiene (k+1) veces. 

Efect.ivamente la combinaci6n a1 ,a2 , ••• 'ªk+l se 
obtiene cuando a la combinación a 2 ,a3 , •.• ,ak+l se le ad-

junta el elemento ª1' cuando a la combinaci6n ª1'ª3'ººº'ªk' 
.ªk+l se le adjunta el elemento a 2 , etc. cuando, finalmiente 

a la combinaci6n a1 ,a2 , ... ,ak ~e le adjunta el elemento ,ªk+lº 

ck+l = ck m-k = m(m-1) .•• (m-k) 
rn m k+l 1.2 ... k(k+l) 



r¡' 
l{J 

Teorema 7 •. Cualquiera. que sean los.húmeros a y by 

para todo número Qatural n¡ se cumple la f6rmula 
i~ 

(1) 

(Teorema del binom:io de Newton)* 
-..,.._.__ ___ _.. _____ ·;1t!.. 

*) Una forma general de poder deducir la suma de potencias de 
los n primeros naturales es pp.sible .aplicando el teorema 7: 

i\ . 

Nos proponemos calcular lasuma 

Por el teorema 7, tenemos que 

k+l k+l 1 k 2 k~l 
(m+l) ~.· m =Ck+lm +Ck+lm / + ..• +1 

Haciendo sucesivamente m.=o, 1, ~ .. ·n; obtenemos 

lk+1 
\ 

= 1, 

2k+1 lk+1 k 2 k-1 1, - = ck+11 + ck+l 1 + .•• + 

3k+l 2~+1 cr i 2k c~+1 
k-1 l, - = + 2 . + •.. + k+l 

i:i o o e • e •' • ·• •· • ,o •· o • o e··• • q • • • o • • • • e 'e • o e 41 o • • o. o et o 

(n+l) k+l_nk+l = ckl+l k 2 'k-1 1
' " n +Cn+ln +~ .. + 1, 

' . fl 
.. . .·· . . ·.· ·.. ~ 

miembro a miembro estas igualdades.obtenemos Sumando 
i, j . : k+l 1 .·· 2 ; 1 ., ' .. 

Cn+l) =Ck+lsk + ck+lsk~1·+ •.. +~ck~1s1+n+l 

Esta f6rmula no~ permite calcular la suma'sk si son conocidas 
las sumas anteriores sk_1 , ..• ,s2 ,s1 

Haciendo k=l, en la última f6rmula, obtenemos: 
·¡ 

(n+1) 2 - ~· S + n + 1 - 1 

Despejando s
1 

y recorda,ndo que es la suma de. los primeros n 
naturales ob~enemos · 

S ~1+2+ ••• +n = fi(n+l) 
1 2 

(v~ase el problema 5) • 

Haciendo k=2: 



Para: ~~1 ten~qs qµe~,,.f.t;~a+b y consecuentemente para 
."... ; •. '· • :. • !.. •• '.·:'·¡, .:..:·'":·~ ¡; ''.'</ i .:: '· ' 

este caso la fórmula (1) se cumple. 

Supongamos que 

Entonces 

k+l k k l k-1_ k (a+b) r. - (a+b) (a+b) = {a ,+cka -b+ •••. +b ) (a+b) = 
. ·"····.'';:, . .... 

s s+l _ s+l (**) . . 
Tomando en cuenta que ck +ck . - ck+l··. , obtenemos 

( +b) k+l= k+l+cl kb+c2 k-lb2 + +cs+l k-sbs+l+. · +bk+l. ª ª k+lª k+lª · ••• k+lª ••• · • 

* de donde 
2 2 · 2 n{n+1) (2n+1) s2=1 +2 + •.•• +n = 6 {v~ase el probl. 6) 

Haciendo k=J, obtenemos 

de donde 

s3=1
3

-i:2
3 

+ ••.•. +n
3=:,.[ n <tll] 2 

(v!lase él probl. 9) y 

as! sucesivamente haciendo k•4,S, ••• podemos obtener s4 ,s5 , ••• 

N. del T. 

** l A partir de la 0i6ríólila d.ef teor.ema 6, ,es f4cil dem.ostrar 
esta igualdad. N. del T. :: 
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.. 3. Hip6tesis ·-
SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS 

\J. = Jn-2 n 

1) Para n=l la hip6tesis es cierta. 

2) Sea 

.Uk = Jk-2 • 

Entonces 

4. Hip6tesis -

1} Para n=1 la hip6tesis es cierta. • 

21 Sea 

Entonces 

V . . . 

6. 11 Para ni=ll. la proposict.<5n es verdadera. -
21 SUp6ngase que 

12 ·22 32 ·. k. 2 . kOt.+1]'(2.TQ,.1} .. + + . +. ' • + . =! .....,. __________ ___ 

6 



• . ~· 

52 

( •' '. ,, 
;\ ~.· . 

Entonces 

12+22+32+ ••• +k2+(k+1}2= k(k+1)(2k+1) +(2k+1)2=(k+1) (2k+1) (2k+3) • 
6 ~ 

8. - 1) Para n=l léi proposici6n e's .verdadera 

2) Suponiendo que 

Entonces 

; ,,-_ ~ 

12+32+52:+~- •• +(2k.:..1) 2 = k (2k ... 1) (2k+l) 
3 

= 
(k+l) (2k+1) (2k+3) 

3 

9. - 1) Para n=l la proposición es·:verdadera. 

2) Sea 

Entonces 

10. - 1) Para n=l la proposición es cierta. 

2) Supongamos que 

:tmtonces 

2 
1 + X + X 

k + ••• +x = 

. ' ·' 

· 2 1P k+l .. ____ x· k +_l :t +x· k+l = 1 + ~ + ·~ · · + •. , +x"" .. ··~ ·. ·· - ~ 
x-1 



;'' 
i 

1 
1 

11. - 1) Para n=l la propo~~ici6n es c.ierta. 
·": J . 

.. "· 4··.·.:··~·/'.;· 

2) S)lp6ngase que: :,tl,,, ... é>· 

. . - k(k+l) (k+2) 1.2+2.3+ ••• +k(k+l) - ---........,3,..:....:~~ 

Entonces 

1.2+2.3+ ••• +k(k+l)+(k+l) (k+2) = k(k+l) (k+2> + (k+1) (k+2) = 
3 

= (k+l) (k+2} ( ~1) = (k+l) (k+2) (k+3) 
. . . 3 . 

!!,- 1) Par.a n=l la proposici6n es verdadera. 

2) Si 

1.2.3+2.3.4+ ••• +k(k+1) (k+2) 

Entonces 

= k(k+1) (k+2) (k+3) 
4 

1 .. 2.3+2.3.4+ ••• +k (k+1) (k+2)+(k+1) (k+2) (k+3)-k(k+l) (kt2> (k+3 > + 

+ (k+l) (k+2) (k+3) = (k+l) (k+~) (k+3) {k+4) • 
4 

13. 11 Para n=l la proposici6n es cierta. 

2} Si 

1 1 1 k 
1.3 + 3.5 + ••• + (2k-1} (2k+1) = 2k+l 

Entonces 

. 1 1 1 1 
1:3 + 3.5 + ••• + (2k-1) (2k+1) + (2k+1) (2k+3) 

k 
= 2k+1 + 

1 
+ (2k+l) (2k+3) 

k+l 
= '2K+3 



14. 1) Para n=l la proposici6n es verdadera. 

1 2 22 k 2 k(k+1) 
1.3 + 3.5 + ••• + (2k-l) (2k+l) = 1(2k+1) 

. · ""-,"'' 

Ento!lci'e;s . 

1
2 

+ 2
2 

+ + k~ ' + (k+1)
2 

1. 3 3. 5 • • • (2k..;.1J (~k.+1) . ' (2k+l) {2k+3) -

2 
k {k+l} + . {k+lL :,: ··(k+l) k (2k+3J +2 Ck+l) 

= 2 {2k+l}' {2k+1) (2k+3} '' ... . '2 (2k+l)' (2k+3) 

(k+l) {2k2+5k+2) 
- 2 (2k+l) (2k+3) 

(k+1) {2k+l) {k+2) (k+l) {k+2)• 
= 2(2k+l) (2k+3) ' = '2(2k+3) 

15. - 1} Para ii=l ·la pr~p6s:i.ci6n es cierta. 

2) Si 

·. 1 1 ... ·., ....... ·.. .1 ~ 

. 1.4 + 4. 7 +. ~ ~+ {3k-2) {3k+l) - 3k+l 

Entonces 

1~4 ~ 4~7 + ••• + {3k-2)~3k+1}+ {3;k+lt{3k+4,) = 

• 

.. 

k ' 1 k+l 
· · 3k+1 + (3k+I> (3k+4> = rn 

16. - 1) Para n=l la propo~ici6n es verdadera. 

2) Si 
1 '¡" ... ', . ' 1 

1.5 + 5.9 + ..• + (4k-3) (4k+l) 
k = 4k+l 

~tenc~$ 

1 1. ' 1, 1 w + 5'. 9. +. · .+ '(4k ... 3I'C4k+:I1 +. t4R+11 C4k+51 · · = 

k 1 k+l 
= 4k+l + (4k+l) (4k+5) = 4k+5 • 



17. 1) Para n=l la proposici6n es cierta. -
1 1 

a(a+l) + ~(a-+~l~)~(~a-+~2~) + ••• + 
1 - . k 

(a+k-1) (a+k) --~a ..... (a_+ __ k_) 

Entoncc;s 

+ ••• + 1 1 1 
-a-(-a+_l..,..._) + ~(a-+~l~l~(~a-+~2~) {a+k-1) (a+k) 

1 
+ {a+k) (a+k+l) 

k 
= a (a+k) 

1 k+l = a{a+k+l) + (a+k)· {a+k+ll 

19. ·1) Para n=l y n=2 la proposici6n es verdadera. 

Entonces 

k-1 k-1 = a -e 
a.-a 

k- k k-1 k-1 
uk = (a+a). a e -ocp a . -(3 

a•a a-(3 

! 

21. 1) Para n=O tenemos ·-
1 1 .·. 2 

l+x = x-1 + 1-x2 

Por 1o tanto, la proposici6n es verdadera. 

2) Si 

k+l 
2 + _1_ 

2k+1 x-1 
l+x / 

+ ••• + 

Entonces 

= 



.... 

' 2 4 -· , .. ·•2k· 2k+1 ; 

1 2k+1 . + + + ••• + + + l+x l+x2 l+x4 l+x2k l+x2k-f:l 
i:::s 

~-1 1 2k+l -x 

23. Para n=l tenemos 

X X..,;1 
1 - l! = -~ 

Para n=2: 

1 -~ + x(x-1) x-1. x(x-1) = (x~1) (x-2) 
l!' 2! =-y-+ 2 2!> 

Para n=3: 

1 
x + x (x-1) _ x (x-.l.}(x-2.) 

-1! 21• 3. = 
(x-1).(x-2} 

2 
x. (x-1} cx...:21 = 

6 
(x-1)'(x-2) (x-3) 

3! 

Esto nos lleva a la hipótesis de que: 

1 - ... 
1
x

01 
+ x(x-1) - ••• +(-i)Il.x(x•1) •;· (x-n+l) = 

2! n. 

= (-.l)n (x-1) (x-2) ••• (x-n) 
n! 

.1) Para n=.l la hipótesis ~s c~erta 

21 Si 

· · ·· ' ·. k ·X (X-1). ~. (x..,;k+l) 
- ••• +(-1) . k •. ' .· = 

k (x-1) (x-2) ••• (x-k) = (~1) . k. 

Entonces 



1 -·~ + ~ (~!1) - ... + (-l)k x{x-1). k:! (x-k+l) + 
.. l.· 

+(-l)k~~ x(x-1) ••• (x-k) 
(k+i) ! 

.,,,, '-l)k (x-1) (x-2) ••• (x-k) 
' . k! . + {-l)k+l x(x-1) ••• (x-k) 

. . ·. . (k+i) !. 

= (-l)k+l (x ... 1) (x-2) ••• (x-k) [ ~ -i] = 
. k! . k+l 

= (-l)k+1· (x-1) (x-2) ••• (x-k) (x-k-1) 
(k+l)I • 

• 

26. 1) Para n=ó la proposici6n es cierta. 

2) .Supongá'.mosla cierta·paran=k, esto es 

A - 11k+2 + 122k+l k -

es divisible entre 133. Entonces: 

= 

~+1 =llk+3 + 122(k+1)+1=11k+3 + 122k+3 = 

= i1.11k+2 + 144.iz2k+l = 

Hemos podido representar a Ait+l como la suma de dos n'llmeros, 

cada uno de los c;males es ·divisible entre 133, por lo cual 1\+l 

es divisible entre 133. 

28. Para n=l la prop6sici6n es verdadera, puesto que una recta -divide elLplario en 2 partes. 

Supongamos que k diferentes rectas que pasan por un mismo punto 



-· '· : .. ' ·,, 

dividen al ·plano en 2k partes. Entonces la (k+1) -~sima· recta, 

trazada por dich9 >p:u,ntq, >t1.i:vid~ en dos. a.'..dos de estas partes y 
···.·. -.; .. ,,1.·. . .- :.•,. 

por t:;anto el plano ·queda .,.dividido· en 2 (k:+l) partes. 

29. 1) La recta AB divide al plano P en dos semiplanos P1 y 

P2 6·9~.Pu.jemos a P1 de blanco y a P2 de negro y con ello satisfa­
cemos las condiciopes de.l problema. Es por esto que la propo-

,.:, 

sici(Sne::¡ cierta para n=1. 

2} Supongamos cierta la proposición para n=k y el plano P queda 

pintado como piden las condiciones del problema. La (k+l) ... €sima 
recta CD divide. 'e'l . plano P :e~ dos · semiplan~s o1 y o

2
• Puesto 

qu~; ·en·• o1 · cdhservamos irivariánte la colorací6n, 'en todo Q2 sus'. ... 

titufinos 10 pintado éon blanco por color' negro y.viceversa. 

Supongamos:. ahora· que o1 y·>o 2 son r~gfones vecinas ~ualesquiera 
obtenidas lue,.gp de trazar· CD. Es posible uno de los siguientes • 

casos: 

a} o1 y o2 están en lados diferentes de CDQ 

··~ bf O 'jT ó· se encuentran «ie un solo lado de CD. 1 2 

En el primer caso, antes de trazar CD "f luego de haber trazado 

las k primeras rectas, las regiones o1 y o2· formaban una mi·sma 

regi6n y est~ban pintadas .de un mismo co],or •. Ahora bien, aque~ 

lla regi6n que pertenece a o1 conserva ~u c~lor y aquella que 

esta en o2 .iJ:lt~rc~ia,s\ls colores. Esto significa que en 
este caso' ól' ":f.· º2 .e.stall pintados con colores diferentes. 

En el segundo caso, luego de haber trazado las k primeras·rec­

tas y antes de trazar CD, las regiones o1 y o2 se encontraban 

en dos.regiones vecinas difexentes.con frontera en una de las - . . . ' '' ·'· .; .. 

primeras k rectas. Esto significa que en esas condiciones las 

regiones o1 . "if/j 2 estaban P:intadas con colores .. d.J:ferentes. 



34. 1) Para n=l la proposici6n es cierta, ya que --
. 3x . x + ( . 3x · . x)· · sin2 sin2 sin2 - sin2 1 

2 
. X = = ·•· 2 + COS 'X• 

s·in 2 2 sin ·~ 

2) Si 

Entonces 

!+cos x + 
. 2k+1 
sin~x 

~ + COS X i- COS 2x + ••• + COS kx = 

cos 2x + .•• + cos kx + cos (k+l)x = 

sin2ktl:x --r. 
2 sin~ 

sin2k;l:x +.2 sin~ cos(k+l)x 
= + cos (k+l)x = = X 2 sin 2 

X 2 sin 2 
1. .. ·, 

2k+l . 2k+3 . 2k+l 2k+3 ;._ .. 
sin--2-:x + (sin--2-~-sin--rx) sin--2- x 

= = 
2 sin~ 

35. 1) Para n=l la proposici6n es cierta ya que -
2 sin x - sin 2x 

4 . 2 X sin· 2 

2) Suponiendo que: 

= 2 sin x (1 - cos x) = 
4 sin2 X 

2 

sin x + 2sin 2x + ••• + k sin kx = 

= 
(k+l)sin k.x ..... k sin(k+l)x 

4 sin2 ~ 

Entonces 

sin x + 2sin 2x + ••• + k sin kx +· (k+l) sin ·ck+1lx = 

= (k+.1) sin kx - k sin · (k+l)x + . (k+1} sin (k+1}x = 
4 sin 2 ~ 

., 
-.;; 
' 

-·"? 

sin X 



= (k+l}sin kx-k sin (k+l)x + 2(k+1) sin (k+1)x (1-cos x) 

4 sin 2 ~ 

= (k+2) sin (k+lJx + (k+l) sin kx 

4 sin 2 ~ 

2(k+1) cos X sin (k+l)x 
= 

4 sin 2 X 

2 

(k+2) sin (k+l)x + (k+l) sin kx = 
4 sin 2 X 

2 

(k+l) [sin (k+2) X + sin kx] 

4 sin 2 X 

2 

(k+2) sin (k+l)x - (k+l) sin ("k+2) X 
= 

4 sih 2 X 
2 .· 

36. 1) Para n=l la proposición es cier.ta, ya que -
2 cos X,..... cos 2x-1 2 cos 

= 
X - 2 cos 2 x cos 

= 
x (1-cos x) 

4 sin 2 X 
4 sin 2 X 2 sin 2 X 

2 2 2 

2) Si suponemos cierto que 

= COS· X., 

COS X+ 2 COS 2X + ... + k COS k:x -
(k+l) cos kx.;...k cos (k+1}x-1 

4 sin2 ~ 

Entonces 

cos x + 2 cos 2x + ••. + k cos kx + (k+1l cos (k+llx = 

(k+l} cos kx ..;.; k cos (k+1)x-.1 = ..,;,._~'--~~~~~~~~~~~ + (k+l) cos (k+l)x = 
X 4 sin2 2 



= (k+lt cos kx .,. k cos (k+1}x--1:: + 
4 sin2 ~ 

+ 2(k+1) 
\ 

cos (k+l)x (1-cos x) 

= (k+2) cos (k+l)x + (k+l) cos kx 

4 sin2 ~ 

4 sin2 ~ 

2(k+l) cos x cos(k+l)x+l 

4 sin 2 ~ 
2 

= (k+2) cos '(k+l).x + (k+l) cos kx 

4 sin 2 ~ 
2 

= 

(k+l) -[i.os (k+2)x + cos kiJ + 1 = 

4 . 2 X sin 2 

(k.+2) cos (k+l}x - (k+l) cos (k+2)x-.1 = • 
4 sin 2 x 

2 

37. 1) Para n=l la proposici6n es verdadera, puesto que -
l-tg 2~ 

~ ctg ~ - ctg x = 1 
ctg ~ - 2 

= 
2 . 2 2tg ~ 

tg2 ~2 1 
X 

X = 2 tg 2 º 
2tg 2 

2) Si suponemos que: 

2
1 tg x2 + !._ tg ~ + .•. + lk tg xk = lk ctg xk - clg x. 

22 2 2 2 2 2 2 

Entonces 

1 tg X .1 X 1 ~ .+ 1 . X 2 . -2 + -. tg - + .•.• + -k· tg k k+l tg -k-- = 
2 2 2 2 2 2 2 2 +l 



;,1. . 1 1 1 
ctg 2--2L - ¡ 

2k+l 
""" k ctg k - c!g x. + 

2
k+1 tg k~l = k+l 

2 2 2.···.' ·. 2 . X 
ctg 2k+l 

+ k+l 1 x - ctgx ~ 
2 ctg k+l 

2 .. 

38. 1) Tene.mos que.: ·-

.. 1 ·t X 
2.k+~ e g 2k+l - ct.g x .• 

tg(arct.g2 arc.tg: ll 

Por esto 

arctg2-aretgl 1 = arctg 3 = arecctg: 3. 

Esto signi.f.ica que para n=l ·la propos·ic.i6n es cierta. 

2) Demostremos primeramente que:: 

a~ct,an (2k+J.),. = are tan ~!i - arctan 1 

En efecto 

'·· 

k+2 l 
k+2' . k+T - ·. 1 

tg (arctgk+l -arctgl) .=. i.: +.k+2 _ = 2k+3 • 
k+l ,, ' 

Esto quiere_ decir que: 

+ 

1 k+2 
arctg 2k+J = arcctg(2k+3'} - arctgk+l - arctg l. 

(1) 

Supongamos que la proposici.cSn .es .verdadera para n=k, esto 

es: 

ár·dtan 3 + ;ctrdtan s + ••• + arctan (2k+ll = 



·=> arctan 2 + arctan ~ + ..• + a.retan k~l - k arctan 1 (2) 

... 9e:móstrare:mos que entonces taitib ién es cierta para n=k+l, o 

sea que 

arctan 3 + are tan 5 +. • ~ + a.retan (2k-+:3) = 
;·. '~-. ··, 

k+2 ·- arctah 2+ .•• + arctan k+l - (k+l) arctan 1 

(3) 

y esto efectivamente se CU:mple, pues sumando :mienbro a :miembro 

las igualdades (1) y (2) d::>tenemos (3). 

40. 1) Para n=l la proposici6n es verdadera, ya que -
f3'- i = 2 ( cos ~ - i 

2) Si suponemos que se cumple 

Entonces 

2k+l í . (k+l) 1T • • (k+l) ~1 
= . ros 6 - 1 sin 6 J 

42 ·• 1) Para n=.l, la pr~posici6ri es cierta, -
i) Si suponemos que: 

(cos x + i sin x)k = cos kx + i sin ~x • 
. .. t. 

Entonces 

(cos x + 
··:.e .•.. k+l .·- .. · 

i sin x) = (e os kx + i sin kx} (cos x + i sin x) = 
' 

' ........ · 
= cos ,.(k+l)x + i sin. (k+l) x ~ 

. . '}''! -;:· ..: .. } ., ·, 



!i· Es incorrecta la última frase: "La proposici6n ha sido 
demostrada". En realidad fue demostrado que 

es ·cierta para n=k+J .. , si dicha desigualdad .se cumple para n=k, 

' donde k e:s' un número natural cualquiera·• 

De esto aun no se sigue que esta desigualdad se cumpla 

por lo me.nos para algún valar de n y menos para todos los va­

lores naturales de n. 

En reswnéh el error consiste en que fue demostrado 

s6lo el teorema 2, pero el te,orema. 1 no tue considerado y la 
· base.· para la induccf6n no fue creada. 

45. Es fácil darse cuenta que 3 es ·el memqr número natural n, 
para el cual la desigualdad 2n > 2n+1 es cierta. 

Considerando que de la veracidad de la desigualdad, pa­

ra n=k se sigue lo mismo para n='k+.1 (problema 44) afirmamos 

que la desigualdad es cierta para todo número natural n~3. 

48. 1) Para n=2 la desigualdad es cierta, puesto que: 

l+ .1 >12'. 
12' 

2) si :suponemos que : .. 

••• ·+ (1) 

Demostremos que. 

• q • + 1 -
/k+f 

> /k+.1 • (2) 



'¡ 

Para todo.k~O tiene lugar la desigualdad 

1 

lk+l' 

En efecto, la desigualdad (3) se obtiene de. la si­

guiente: 

rk' 
1 + ~lli > 1 

(3) 

multiplicando ambos miembros por lk+1
1 

- ~ Sumando miembro 
a miembro las desigualdades (1) y (3) obtenemos · (2) • 

49. 1) Para n=2 la desigualdad se reduce a 1~ < 6 que es 

cierta. 

2) Si suponemos que 

4k (2k)! 
k+l < (k!) 2 ' 

donde k~2. No es difícil comprobar que para k~O 

Por eso 

es decir 

4 (k+l) < (2k+l) (2k+2) 
k+2 (k+l)2 

4k 4(k+1) 
k+l • k+2 

< (2k) ! 
(k !) 2 • 

(2k+2) ! 
< [Ck+l)!]2· 

(2k+1) (2k+2) 
(k+l) 2. 




