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RECOMENDACION

Este ‘pequefio’ libro serd de gran utilidad para los
estudiantes de las preparatorias (vocacionales), tecnols-
gicos y en forma especial, dado el nivel actual de la en
sefianza en. México, para los estudiantes del primer ano de
las facultades de todas las ramas de ingenieria, de la
escuela normal suverior, de las escuelas de ffsica v mate-

miticas y dé las facultades de ciencias.

En las preparatorias (vocacionales, tecnol8gicos,
CCH) puede ser utilizado como material de discusibn en_

seminarios con participacién activa de 1los alumnos.

Por la diversidad de ejemplos serd interesante
para no pocos profesores de matemiticas en prenaratorias
y en el primer afio de diferentes facultades de universida-

des e institutos técnicos, asi como en la normal.superior.



PROLOGO DLL AUTOR .

El métcdo de induccidn matemftica, al guo estd dedicae
do este folleto, es ampliamente utilizadoe en did oo ios
de la matemdtica, desde los cursos de la escueia waya*) oos-
ta aguellos tdpicos de la matemdtica de mds reocient: invéstg

gacién. Es por eso que, sin el conocimiernto de dicho método,
se antoja imposible estudiar en forma seria inclusive el cur

so elemental de matemdticas en la escuela media. Es més,

1deab_ue da induccidn matemdtica. ticsnen un enorme valor for-

mativo, por. lo cual su.conocimiento reviste interé&s aun. para-
aquellas peroonds alejadas-de la matendtica y sus aplicacics
nea»,‘_

"En’ el cagitulo I v la prlmera oartc deJ ééoituio Ii -
(hasta el problema 30) se ex ponen el contenluo Jel méfodo v
los ejemplos més sencillos de su apllca01on, ujo astudic es
rcallzable con los conocimientos del octavo ano**). hl mate-
rial restiante es comﬁrenblble al lector que oospe la matemd~

tica corresmonaledte al c1clo comoleto de enaenanza medld.,

El presente es recomendable oara_eatduldnte de los -~
dltimos cursos de ensefianza medla, para Lst«ﬂLanteq de WO“tf
primeros cursos ‘de los 1nst1tutos “edaqéalc)'***), unlv\rsg?
dades € institutos tecnlcos, tamblen puede ser ut1’3zaﬁo ﬂn~"

"circulos" ‘de matémiticas.

Al método de induccibén matemdtica estin dedicados los

siguientes articulos:Sierpinskii V.K. O matematicheskoil 1ndu5

tzii, iMatemdtica y fisica v shkole, No. 3, 1936; Bezikovich Ya.

Metod polnoli matematicheskoi induktzii, Matemdtica v shkole,-
No. 1, 1946;

*) Entiéndase como el equlvalente a la secundaria vy preparato
ria (vocac10nal) de México. N. del T.

**) Segundo o tercer afio de secundaria. N. del T.

*%*) Equivalente en México: Escuela Normal Superior. N. del T.



" Sominskii I. S. Ob izuchenii metoda matematicheskoi -induk-

tzii v srednei shkile; Matemética % *hké]e netodicheskii—
<~.sboernik, v. 2, Lenlngradskll ‘oblastnoi- 1nst1tuf usover = -

shenstvovania uchitelei, 1947; Nagquibin F. F. Metod matema

ticheskoi 1nduskt211 v kurse sredne1 shkoly,,Matematlka V-
“sHkile No. 4, 1949. ‘

El lector puede encontrar prcmlemac sobre induccién

matem&tlca en el libro de Krechmar V. A Problemario de a1

gebra, Ftamtguiz, 1959.

La oresente 6a._edlclon se diferencia de las ante--

‘riores sélo en oequenas mod1f1cac1ones de estilo. .

I. Sominskiil

R



Las proposiciones (afirmaciones) se subdividen en gene
rales y particulares. Daremos:ejemplos de afirmaciones.generg
les:

- Todos los »1udadanos de la URSS tlenen derecho a la -
n,educa016n.v~f ' S R e B

_ En todo paralelogramo las dlagonales se. interséctan en
su punto medloa_ T : '

“'Todos 1os nfmeros que terminan en cero son divisibles -
entre 5.

-Ejemplos :de afirmaciones partlculares, correspondlentes
a las.anteriores son:s -0 0 ¢ oo oo T

Petrov tiene derecho a la educacidn.

" En el paralelograma ABCD las dlagonales se intersectan
en su punto medlo.’

140 es divisible entre.5.

El inferir de una proposicifén general una particular se
llama deduccibfn. Consideremos un ejemplo.

1. Todos los ciudadanos de la URSS tienen derecho a la-
educacién.

2, Petrov es ciudadano de 1la URSS.

3. Petrov tiene derecho a la educa016n,

De la proposmc16n general 1, mediante la prop051c16n 2,
se obtlene la proposicién partlcular 3.

El llegar a una proposicidn.genéral,_a partir de una par
ticular se llama induccibn. La indudcidn puede'llevarnos’tanto
a resultados veraderos como falsos. Explicaremos esto con dos -
ejemplos.’ | '

1. 140 es divisible entre 5.
2. Todos los nfimeros terminados en cero son divisibles
entre 5.
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" De la proposicién particular 1 fue obtenida la propo-

sicibn general 2. la proposibiéﬁ‘é es verdadera.

1. 140 es divisible entre 5.
2. Todos losﬁnﬁmeros,de'trechifras;sOn’divisibles en
tre 5. - |

De la proposicibén particular 1 obtuvimos la proposicién
general 2. La proposicibén 2 es falsa.

Se pregunta: ¢Coémo utilizar en - temdticas la induccién
.-ara obtener sblo conclusiohes verdaderas?. Er eéste pequefo -

libro se da respuesta a dicha pregunta.



'U‘l

I. EL METODO DE INDUCCION MATEMATICA.

1. Prlmeramente, cons1deramos dos ejemplos de induccibn
‘ no’ permLSLbles en matemétieas.“- G ,

Ejemplo 1. Sea

L 1 ‘ 1 o L :

CeS Tyt eI YT Y aae
- ~ Es f&cil comprobar que
_ l e l -_' 2 - M
STz tIz Ty
_ 1 .1 .1 _3
512z tI3z vtz @
1,1 1 14
STz tr3ztzztIsz T E

En base a los resultados obtenidos afirmamos, que para'

cualquier nfimero natural n

_ n
Sn_ ntl’

Ejemplc 2. Consideremos el trimonio x2 + x + 41, estudia
do por el conocido matemdtico, uno de‘lospprimeros académicos -
de San Peterburgo* , L. Euler. Sustituyendo en el trimonio x por
céro, obtenemos el nfimero primo ** 41; Sustituyendo ahora en el
mismo trimonio x por 1, nuevamente obtenemos un nfmero primo:43.
" Continuando las sustituciones de x por 2,3,4,5,6,7,8,9,10, en -
el trimonio, obtenemos cada vez el respectivo nlmero primo 47,-
53,61,71,83,97,ll3,l3l,l51. En base a los resultados obtenidos-

afirmamos que al sustituir en el trimonio X por cualquier ntme-

.ro entero positivo el resultado siempre es un nimero primo.

*) San Peterburgo, antiguo nombre de la actual ciudad de Lenin-
grado. N. del T.

**) Nlmero primo es aquel que sblo es divisible entre la unidad
y si mismo N. del T.



A ﬁ¢Po qué los . razenamlentos utilizados en estos ejemplos

'x_no son licitos. en matemdticas?. ¢En - qué consiste ‘lo incorrecto

e.nuestxas qoncluSLonesﬁ- e

Consiste en quie en los dos razonamlentos hemos hecho -

aflrmaCLOnes generales respecto a qualquler valor natural de r

(en el segundo ejemplo respecto a cualquler x) 's6lo baséndonos
en que las afirmaciones: resultaron 01ertas para algunos valores

de n (de x respectivamente) .’

La induccién es ampliamente utilizada en matemdticas, pe
ro es necesario utilizarla con destreza. Pueden obtenerse resul

- tados incorrectos al referirse superficialmente a gste método.

No obstante que en el ejemplo 1 la afirmacién general -
mencionada resulta casualmente cierta, como serd demostrado en
el ejemplo 5, en.2l ejemplo:2 la afirmacién general es incorrec

Lta. -

En efecto, -al estudiarse mis atentamente el trinomio --
5 - o : ;
%" 4+ x + 41 descubrieron que es un nmero primo para x=0,1,...,

.\ , . 2 : .
pero para x=4Q el trinomio vale 41" que:no es»prlmon

2, En ei JJQmPIOAZ nos encontramos con una: pr0p081016n

- valida para'ﬁo cas0s Dartlculares y sin embargo resulta en ge

neral falga.

Men01ona;emwm dos ejemplos més de _proposiciones gue son
Ve &aderdr en vaW1ou casos partlculares, pero en general son -

_alsas

Ejemplo BGVEl blnomlo X ely donde n es un. nﬁmero natu-

ral presenta gran ¢nterés para los matemdticos. Es suf1c1ente

con decir que dich ijnomlo estd fntimamente rzlacionado con -

el problema geomeﬁfico de leldlr la c1rcunfCLbn01a en n partes
v«guales. No nos debe extranar, por eso que ern matemiticas se -
_estudien’diferentes facetas de éste binomio. A los matemdticos
en partlcular les 1ntereso el problema de descomponer xn—l en

factores (pollnomlos de grado ‘menor a n) con coeficientes ente

ros.
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Considerando estas descomposiciones los matem&ticos,
observaron que para muchos valores particulares de n, los coe

ficientes del desarrollo, en valor absoluto no eran mayores -

que 1. En efecto.

@ | E !

%2 1= (x-1(x+1),
3 2 |
x" - 1= (x - 1)(x" +x+ 1),
’ 1= x - x4 1)+ 1),
x5*- 1= (x = l)(x4'+ x3 + x2'+ X +'l),
il x-DE+DEEEx+ D2 -x+ 1),

Fueron confecc1onadas tablas con los valores de los cog"
f1c1entes gque satisfacian la propledad observada. Los intentos
de demostrar &ste hecho para toda n no llevaron a los resulta-

- dos apetecidos.

En el afio de 1938 en la revista "Uspieji Matematiches
kij nauk"vol. IV, fué publicada una nota del gran matemdtico -
soviético, Académico N. G. Chebotariov, en la gque proponifa se-

aclarase este problema.

El problema propuesto fué& resuelto por V. Ivanov 1).'

Resultd que la propiedad observada la cumplen todos los bino-

mios x -1 , CUyOo grado es menor a 105. Uno de los factores =
de xlos—l‘ a5 el polinqmio _ A
W18 4 47 L 46 43 42, 41 40 <39 4 436 4
- x35 +-x34 + x33 +'x32‘+ X31 N X28 } x26 _ X24 ; X22 .
- x20 ;‘xl7 + 216 + x15 I L N L o
- 2x - x6 - X +x" +x+1

? . que ya no cumple con la propiedad.

‘1) Uspieji matematicheskij nauk, Vol. 4,313-317 (1941).



Rjemplo 4 ¢En cuéntas partes queda leldldO el espa

Cio¥*) por n ‘planos qae pasan por un mlsmo punto, 51 ninguna-

‘ terna de planos se lntersectan eﬁ una- recta°

: . Consideremos el 'caso particular m&s sencillo de este
*probleme. Un planoc divide al espacio en 2 partes. Dos planos-

‘que pasan por un punfo lelden al plano en 4 partes Tres pla
- nos que pasan por un punro pero que no pasan por una recta co

ymﬁn dlv1den el plano en 8 partes°

Puede parecer a prlmera v1sta que al aumentar el nlme

" 'ro de planos en uno, el nﬁmero de partes en que queda dividido

el espa010 aumenta 1o doble y de este modo cuatro planos lel—

: dirfian al ‘espacio en 16 partes, c1nco en 32 partes, etc En ge

"{‘neral n planos subld1v1dlrian al espac1o en 2 partes°

En realidad esto no es cierto;'pUesto*qUe'4fplanos dai
viden al espacio en 14 partes, 5 planos en 22 partes. En gene-
ral n-planos .subdividen al espacio en n(n-1)+2 partesl)

Los problemas conSLderados permlten sacar. una conclu

‘816n sen01lla y a la vez importante:

' Una proposicién puede ser cierta en muchos casos par

ticulares y sin embargo no serAverdadera en generala

3. ‘Ahora surge el s1gulente problemaa Se tienen -
-prop08101ones gue para-algunos casos-partlculares son-verda—

vederas)‘Es~1mposible analizar todos los casos particulares.

&Como. podemos saber, 51 la proposrc16n ‘en cuestlén es

'fc1erta en general°'

Esta pregunta a veces se logra resolver medlante la

apllcac16n de un método especral de razonamlento llamado mé~

todo de induccién matematlca (1ndu0016n completa o. induccién

*) Se" sobreentlende el espacio f151co usual de 3 dlmen51ones—
7 (R3¥). N. del T,

1) Vease la solu016n en la pag. 23 (problema 30)

**) Tamblén con001da como 1ndu0016n ‘finita. N. del T.
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El funcionamiento de este método descansa en el prin

‘cipio de induccifén matem&tica, que consiste en lo siguiente:

Una proposicién es verdadera para todo nGmero natural
n*), si:

(1) La proposicién es verdadera para n=1%**) y

(2) De la veracidad de la proposicibn para. c1erto nﬁmero natu-

ral n=k arbltrarlo, se concluye su veracidad para n=k+1. ***)

Demostracidn. Supongamos lo contrario, o sea suponga-
mos que la proposicibén no es‘cierta_para.todo nGmero natural n.
Ertonces existe un nimero natural m, tal que a) la proposicibn

. para n=m no es verdadera, b) la proposicién es verdadera para
toda n menor que m (En otras palabras m es el primer nfmero na-

tural, para el cual la proposicién no se cumple).

Es evidente que m 1, puesto Que la preoposicibn es ver-
dadera para n=1 (condicidn (1)). Por lo tanto, (m-1) es un numé-
ro natural. Resulta pues, que la proposicién es verdadera para
el nfimero natural (m-1l), sin embargo no lo es para el siguiente
natural: m. Esto contradice la condicién (2).

Observacién. En la demostracién del principio de in-

duccibn matemédtica hemos utilizado implfcitamente, que en to-
do conjunto C de nlmeros naturales hay uno menor que los res-

tantes****) . Es facil ver que a su vez esta propiedad pueie -

*) Se supone que la proposicién devende del nfimero natural n,
o sea gque es una funcién de variable natural n. N. del T.
*%) Por la naturaleza de las proposicidénes hay veces que (1)
debe ser comprobado para n=0, o bien n=S, donde S es cier-
to nGmero natural. Ver por ejemplo los probls 22,24. N. -
‘del T.
*%%). Es importante gque el lector observe el carécter condicio-
nal de (2): o ,
La proposicién para n=k+1 ser& cierta, si nreviamente lo es
para n=k. N. del T. ' T o
“k*%k*) 1,0 que se conoce como el pr1n01plo del buen orden. Sélo
hay que tener en cuenta un pequeno agregado, a saber: gque-
el conjunto mencionado C tiene al menos un nfimero natural.
Este principio es una propiedad especifica de los nfmeros
. naturales. Por ejemplo el conjunto {-1,-2,...,-n,...} de -
los nfimeros enteros negativos, no tiene un elemento menor

"que todos los demds, puesto que - (n+l)<-n, para toda n. N
d(‘_‘l T °




" Ejemplo 5. Evaluar la suma (vease el ejemplo 1)

S R R L1
Sn T T2 723730 T nmEny

- Sabemos que .-

O TR R SR ST R
ERE AR E AR
Ahora no.repetiremos el error cometido en el ejemplo

1y de immediato no afirmaremos gue. para todo natural n

L ‘ﬂ’
fsv”fn+l

Seremos cautos y solo dlremos gue la observac16n de-

81’82’33’ 4 permite expresar la conjetura (suposicibén) que -~
 Sn = nii’ para todo natural n. Ademas sabemos que é&sta conje—

tural es cierta’ para n—l 2 3,4. Para comprobar esta hlpéte31s

" ‘para n=k, es decir =

util;za;emosrel método de induccibn matem&tica.

- Teorema 1. Para n=1"1la hipStesis es c1erta, va que -

oy
517 70

Teorema 2. Supongamos que la hipbtesis es correcta -

o1 1 L1 ke
TR s SR D SRR v ¢ o A

donde k es algln nGmero natural. Demostremos entonces que la
conjetura estd obligada a ser cierta también para n=k+l, o -

. Sea dque

kel T Pk T OTRFD) (k+2)
: 'en“édnsecuencia'pot'Ia'cbndicién’del'teorema:

K o1 Cke2k+l . k4l

S" e oDy —

k+1”h,k+1; (k+1)(k+2) (k+l)(k+2) T k¥2e

Los dos teoremas han 51do demostrados. Ahora, en ba-

’,se al prlnClplO de 1nduc01on matematlca afimamos que

=n
Sn n+1



ser deducida del principio de induccidn matematica*). Es asi
que'ldsjdos principios son eguivalentes. Cualquiera de é&stos
principios puede admitirse como uno de los axiomas que defi-
nen el conjunto de los nGmeros naturales y entonces el otro-
serd un teorema. ComGnmente se toma como axioma, precisamen-

te el principio de induccién matemitica.

4. Toda demostracién basada en el principio de in-

duccibén matemdtica se llama demostracién por el método de in-

duccibn matemitica.

Una tal demostracibn necesariamente debe constar de

dosrpartes, de'la demostraciéh de‘dos teoremas independientes:

jr-

Teorema 1. La afirmacién es verdadera para n=1.

Teorema 2. La afirmaci6én es verdadera para n=k+l, si

la misma es cierta para n=k, donde k es cualqpier nimero natural.

Si &stos dos teoremas son demostrados, entonces bas
dos en el principio de induccibén matem&tica la afirmacibn es
verdadera para todo nlimero natural n.

*) En efecto, si denotamos por P(n) la posicidn siguiente:’
"Si C (conjunto al que se alude en el enunciado del princi
pio del buen orden) contiene un elemento que es menor o -

igual (5) que)n, entonces C tiene un elemento minimo". El1 -~
principio del buen orden equivale entonces a la validez -
de P(n) para toda n.

Si 1 pertenece a C, es el 1 el minimo de C, por tanto P (1)
es cierta. Ahora, por el principio de induccibén (aceptado

como hipbtesis), basta probar que si P(n) es cierta, tam-

bién lo es P(n+l).

Debemos demostrar que si existe un m del conjunto C, tal-
que mgn+l, entonces C tiene mfinimo. Si C contiene un ele-
‘mento menor que n, entonces por P(n), el conjunto C tendrd -
minimo. Si en C no hubiera dicho nfimero menor que n, enton
ces cualquier elemento de C serfa mayor que n, O sea mayor

o igual que (n+l), luego entonces mayor o 1gual que m y -
como m es de C, resulta que m es el mfnimo.

e
HN

Por lo tanto en C hay un elemento mfnimo. N. del T.



para todo natural a.

Nota 1. &g necesario subrayar que la demostraCLGn o

por el método de induccibn matem&tica, sin excepcibn, eque'

ia demostracifn de los teoremas 1 y 2.

'Ya hemos visto 'a que puedé llevar el no tomar en cuen
ta el teorema 2 (ejemple 2). Ahora mostraremos que tampoco. eL

teorema 1 puede ser desprec1ado conSLderemos un ejemploo

‘Ejemplo 6. Teorema. Todo nimero naturél es igual a -

’su-siguiente:nﬁmero natural;

La demostrac16n 1a haremos por el método de induccién

\matemétlca. Supongamos gue

Demostremos que .
| k+1l=k+2 - (2

En efecto sumando 1 a los miembros de la igualdad -
(1} obtenemos la igualdad (2}, Resulta que si la afirmacién-
es verdadera para n—k entonces famblén lo es para n=k+l. El

teorema queda demostradoo_

Corolario. Todos los nGmeros naturales son iguales. -

¢D6énde estd el error ?. El error consiste en que el
primer teorema, necesario para la aplicacién del principio de
‘inducqién,matemética, no fué demostrado, es m&s dicho teorema

no es verdadero y solamente fue demostrado el segundo teorema.

Los teoremas 1 y 2 tienen significados muy singula-
res. El teorema 1 forma, por asi decirlo, 1a;base*paravllevar
a cabo la induccibn. El- teorema 2 d&a derecho a extender auto

.métlcamente sin limite dicha base, derecho al paso de un casc .

partlcular al siguiente, “de n a n+l.

Si no se demuestra el téorema'l perc ha sido demos-
trado el teorema 2 (vease el ejemplo 6), entonces no ha sido
formada la base para la construcc16n de 1a 1nducc16n YV por-=

tanto carece de sentido aplicar el teorema 2 puesto que prOm



piamente no hay nada que extender.

Si no ests demostradc el teorema 2 y solo el teore-
ma 1 ha sido demcstrado (vease los ejemplos 1 y 2), entonces,
no obstante tener la‘basa para efectuar la induccibn, no se- .-

tiene el derecho péia'éxtehder dicha base.

Nota; 2. Arrlba el metodo de induccidn matemétlca ha
sido -es *udlado paza un caso senh11lo. En casos compllcados los
enunciados de los teoremas 1 y 2 debiendo ser modlflcados res
pectivamente. - '

Hay veces en gue la segunda parte de la demostracién
se basa en la veracidad de larafirmacién novsolo para nik, si
no también para n=k-1. En este caso la afirmacién en la prime
ra parte debe ser comprobada para dos valores suce81vos de n-
(ver abajo el problema 18)

ViOtras veces la’afirmaéién se demuestra no\para toda
n natural, sino para todo nﬁmero'enterb n maybr que c;erto‘r
entero m. En &ste caso en la primera parte de la demostracibn
se comprueba la veraCLdad de la aflrma016n para n=m+l y si es
necesarlo ‘también para algunos de los siguientes valores de n

(vease el problema 24).

5. Para: flﬂallzar con: 8ste capitulo regresaremos -
de huevo al ejemplo 1 para explicar un aspecto fundamental del"

método de induccidn matemétlca.

Estudlando la suma . -

] 1 1
°n T T2 *1203 tleee n(n+TT

para dlferentes valores de n obtuv1mos que<
_ 1 2 _ 3 _ 4
S1 T3 Sy T3 Sy T Sy Tmeeces

y ésto nos 1ndujo a 1la hlpéte31s de que para toda n

Para comprobar ésta hip6tesis utilizamos el mé&todo de induccidn
matemédtica. |



Fuimos afortunados, pues escoglmos una hip6tesis -
que fﬁe comprobada.iSl hubleramos expresado una“-hip6tesis -

falsa, entonces lo. lnconrecto de la-misma lo- podemos notat=s

bal demostrar el teorema 2, como en el ejemplo siguientei .

~

. Ejemplo 7. Sabemos que..

s L S e Tt G

%
3

sdramos la hip6tesis de que

eom Lo
,WSnf— 3n +1 i - o Eg?tf?"

| Para n—l la férmula (2) -es correcta, ya que. S —i o

12
Supongamos que la férmula (2) es c1erta para n=k, o sea

s =k 1
Tk 3k T

Tratemos de demostrar que la f6rmula (2) es tamblén

‘correcta para n=k+1, es de01r

Tenemos
Sk+1 T Sk Y D RED

_kHr, o Rear?eekes
~ 3k+1 (k+1) (k+2): . (k+1) (k+2) (3k+1) "’

o sea, que obtuvimos un resultado diferente.al esperado,

En resumen, la veracidaa de la fé6rmula (2) para n=k

no 1mpllca su verac1dad para . n=k+1 ‘Es asi que ‘hemos: detec="1 "

tado que la férmula (2) no es correcta. -

Por lo tanto, el metodo de 1nducc16n matematlca pexr: -

mite, en: 1la bﬁsqueda de una ley general comprobar las h1p6—

tesis surgidas, descartando las falsas y afirmando las verda-

deras.

~'§upongamd31que’estudiaﬁdo«la*éétruéturaﬁaéﬂsg} é§§f§ }




IT. EJEMPLOS Y EJERCICIOS

.- Para aprender la manera de aplicar el método de induc
cibn matemétiCawesknecesario.discutirvuna]cantidadlSufiCiehte
de problemas. ' ' N ‘ -

En éste capitulo daremos’52 problemas, 22 de los cua
les serdn inmediatamente resueltos con detalle. Las solucio-

nes de los restantes 30, recomendamos ' sean trabajados en -
forma independiente, estéAincluidOS'al finalwdelrlibro.

Pfoblema 1.

Escribamos en orden creciente los nfimeros impares po-

sitivos 1.3.5.7,... . Denotemos al primero u

l=l, al‘segundo -

3

por uz, al tercero por uy etc., ‘esto es
iui'# 1, uz-% 3, u3>= 5,u, =7,...

Nos planteamos el siQuiehte*problema:»encontrar una f6£\

mula que exprese todo nfimero impar u.s @ través de su nlmero
de orden n, R |

Solucidn El primer nﬁmero impar u, puede escribirse

1
asi:

u, = 2¢1 - 1. Lo . (1)

El segundo nlmero impar.u, puede escribirse como:

u, = 262 = 1. (2)
El tercer.nlmero impar'uj puede ‘expresarse asf:
uy =203 -1, (3)

Analizando detalladamente ‘las igualdades (i)}(2)'yﬂ(3) pUede“‘

hacerse la hipStesis de que para obtener cualquier nGmero im

par, es suficiente restar 1 de dos veces su nGmero de orxden,
esto es para el enésimo nlmero impar tenemos la férmula
u, = 2n-i. , L ()

Demostremos que &sta férmula es cierta.

Teorema 1. La‘igualdad (1) muestra que para n=1 la -




S

v

le 2 al k-&simo nlmero- 1mpar,'esto es’ ﬁ

péteSJS u

férmula (4} es vardadera.

Supongamos que la- férmula (4) es CLerta'm

para n=k, es decir el k»éSme nﬁmero mear es de la forma:

c= 2k o 1.

Demnstrenos entonCeS-que la‘férmula~(4)“es también -
necegariamente c1erta para el (k+]) é51mo nﬁmero impar,; o sea
que el (k+1)- e81mo nﬁmero 1mpar es de la forma-

= 2(k+1) l

e

YR+l

o lo gue es lo.mismo,

Para obtener el (k+l) éSlmO impar es suflc1ente sumar

kel = Uy * 2. Por hi-

-2

e Slgnlflca que

k= l v »
Uppq = (2k - l) + 2 f,2k+l
que es lo que se queria demostrar.

Resultado un;=52n—i

Problema 2. Calcular la suma:deﬁlbé'g:ﬁriméros nimeros

impares,

Solucibn. Denotemos ‘por Sh”laJSuﬁawbuséadéj es decir

G

8. =1+3+5+...4 (2n - 1)

Para la solucién de tales problemas existen en matems’
ticés f6rmulas simpliﬁicadas:‘A nosotros nos interesa resolver
este problema, sin recurrir'a»la‘férmulé directa, utilizando~-
el método de 1nducc16n. Para ésto .ante todo hay que construir

una hlpéte31s, o’ sea tratar de va+lCLnar la respuesta..

Daremos a n los valores suce81vos 1, 2 3,... hasta acu

'mular suficiente lnforma016n para, en base a ella, construir-

una hip6tesis més o menos segura. Después de esto solo resta-

comprobar la mencienada hipétesiS‘por‘ei método de induccidn-

matemitica.



Tenemos dJue

5, =1,8, =4, S, =9, 8, =16, §; =25, Sc = 36 .

Ahora todo depende de lo observador que sea el que -
esta resolviendO'al problema, de su capacidad para obtener -

una cdnclusién general, a partir de resultados particulares.

Nos parece gue en éste caso es facil darse cuenta que

_ .2 a2 w22
‘:Sl —71‘,‘32 =.27, §3‘— 3, 84 = ? E
De donde pbdémbs*présupdher'que envgeneral:
o s =n?,
n.. - -

Demostremos que dicha hipStesis es cierta.

Teorema 1. Para n=1 la suma tiene un solo sumando y-
es igual a 1. Por tanto la hipStesis es cierta para n=1.

Teorema 2. Supbngamosfque_Lavhipétesis es cierta para
n=k, a saber Sk‘= k2; Demostremos que entonces también la ‘hi-
potesis debe ser cierta para n=k+1, es decir -

Sgpr = (DT
En efecto o
Sp1 = Sk + (2k+1).
Pero‘sk = k2, por lo cual ’
Sk+l = k% + (2k+1) = (k+1)7,

que es lo que gueriamos demostrar. .

Respuesta: s, = 12 .

Problema 3. Hallar u . si se conoce que ul = 1 y que

para todo' k>1 natural,

3.

uk;;'uk~l'+~

-IndiCacién:ﬁ1°= 301‘5'2;“u2 = 302 - 2

Problema 4. Hallar la suma

Sn =1 + 2 +‘ 22 + 23+ N 21’,1—1 .



“

. Indlcaclénﬁ,l) s I P e e
50 blen 2) ;considerar. 25,

Problema 5. Demostrar gue:la:suma de los

nGmeros naturale ,gn(ﬁ+1x*).
i s 53 ] PR

Teorema l. Para n=l faﬂﬁiﬁétegiswvé§”Qérdédéfa.
 Teorema 2. éuponéémégﬂquérd
= : Cogern akfkbl) s oot el
e TATRE TR T
Defiostrenos 'que: ” ;
“k+1 2 "
En 'efecto, esto proviene de ‘queﬁ e A
,2 e
*) Hay una forma de hallar la suma de los n prlmeros nimeros
naturales a partir de la expresibn ya conocida. (k+1) 2-k?2=
2k+1, escrlblendole para k=1, ,2,~ ...~ hirespectivamente y-
. sumando - T . S

\ L RS |
R S £ q e

=.2.1 4 1 seeidon 89 i

_;2&2?#:151

2.n + 1
(n+1)2— 1 =2 (1+2+...+n) +n

Por lo que
1+2+ ...+ n=

°?ﬁggééiéé%ﬁégfiaﬁﬁbﬁafaéiwféoféma 7 al final del texto. Nidelk C.



.Problema 6. Demostrar que Ia. suma de los cuadrados

de los n prlmeros nﬁmeros naturales es lgual ‘a n(n+1)(2n+1)(*}

~&¢Pnoblem@ ZQCDemcstﬁaquué=f5*“*ﬁ“
s =1- 22 432 L 42 4 Jlie

‘Solucibn.

Com Ear TN EAL

Teorema %ﬂ Para n—l 1a hipbtesis: es’ evidentemente cier
ta ((-1)% = 1). "

 Teorema 2. Supongamos que: .

S e B e ey P T S T
PRI AR A e [oRE B opa it S S

P

s, =1-2243% - 4 (- k2o (o kot KD

2

k

Demostremos .entonceés que:

D102 432 okl 2
Sppp =1 =27+ 3%+ (- 1) Ko+ - 1) (k+1)

_ K (c+1) (c+2)
- (:— ) o

vemos que sumand‘“1as expreSloneS que se obtlenen a parﬁ
tir de (k+1)3- k¥ = 3k2? + 3k + 1 hdciendo k=1,2,...,n-1=
y n

3 13 23,12 + 3.2 +

N
I
-
i

w
I
N
i

3.22 + 3.2 4+

»m(n$1)ﬁ_

m*1)> -1 =3 % + 22 f...+n ) + 3(142+...+n)+ n

y como ya sabemos que 1+2+..T+ﬁ E—(E‘lz-zill-,mtenemos que:

3(1 + 22 +...+n ) =_(n+1) _; i éﬂi%iiL - n=_n3+3n2+2n—-

_ 3n(n+l) _ zn3+3n%+n _ ﬂ(2n2£3nt1); n(n+l) (2n+1)

2 . 2 ‘-.47:2%'
y por Gltimo: FERPE

12 +'22 +.,,+4n2 = p(n+1é‘39f?)n

o

Vease-ademés la nota del eo;ema 7_al”fiQ%qu%1,§?§Fo-

N del T



Esto es cierto, puesto.que:

k+l = Sk (e £177 %

k-1 k(k+l}

R TS

}
P

Problema 8%;D§mdstféﬁigga;

1% 4+ 3

24524 .+ (2 - 12 =@ 0Cat)

Problema 9. Demostrar que la suma de los cubos, de los

n primeros nﬁmeros, es lgual é [El%;ll}z, (*)

(*) Observemos ‘po¥ Gltimg gue ‘€l procedimients Sugerido en las
notas de los ejercicios 5 y 6 se puede proseguir para obtener
cualagier suma de potencias de .los: n.primeros nimeros natura-
les; en el caso de los cubos o terceras potencias le darfamos

IS

a k los valores 1,2,...,n en la lgualdad (k+1)“ k“- 4k3+6ﬁ44k+1

y sumariamos estas ‘n iglaldades -

1 4 < ,4013 +-6.12 + 4.1 ¥1

po
!

[
i

3 2

£}

&

(|

RS

5

+
o
5

Y

=

5

>

= e s

e ta 1= (@3 22 wiend) v60? 4 2% 40?4

+ 4(1+2+...4n) + 1

500 T E B T S R SIS NUE - £ SIS~ IS <O S At S S R ohl & B SR

De donde podemos despejar la suma Buscada: =57 UTY See

a1® + 23 +...+ )

= (n+1)? - 1 - n (n+1) @nel)-2n(nt1)o-
= nt o+ 2n3 + nzﬂsrn%ﬁ(nz + 2n + 1) =
=n? (n ¥ 1?2 S

N. del C.

1
'¢g4.2* +6:2%+ 4,141 ¢ e e ;v?;jﬁ

Vease, ademis la nota del Eééféﬁé’jfalVfinéifdgifﬁéxto.



Problema 1I. Demostrar que: .

= n(n%l)(n+2)

1.2 + 2.3 + 3.4 +...+ n(n + 1) T .

Problema 12. Demostrar que:

1.2.3 4 2.3.4 + 3.4.5 + ... + n(n+l) (n+2) = S

_ n(n+l) (n+2) (n+3)
. 4 L]

problema 13. Demostrar que: -

"t 0 (2n=-1) (2n+1)  2n+1°. .

T3ty

Problema 14. Demostrar que:

12 + 22>+ : + f;~ n? » - n(ntl)
T3 st - Y ey (Emey T 2(antD)

3.5

Problema 15. Demostrar que:

1 1 1 1 ' s

Tt ET Tyae T T Greny GEEy T JnElt oo

Pfoblémaflﬁg Demostrar,que:f‘

-1

SEUR P T
5.13 T -+t @n=H

+ +

- .n
1.5 " 5.9 y

@nl = Tafl” -~

Problema 17. Demostrar que:

1 + 1 bl .. . n
_a(a+1) . (a+l) (a+2) e “(a+n-1) (a+n) a(a+n)

Problema 18. Demostrar que v =2" ¢+ 1, si‘v0 = 2,
v, = 3.y para todo k natural se cimple la relacibn: - = =

Vet =3V T FVeog -

| Solucibn. Para n=0 y n=1 la afirmaci6én es cierta por
las condiciones iniciales dadas.

Supongamos .que: |-

k-1

Entonces

v

- k+1
k+1 |

= 30280 - 2(2k,;+1)u=_2 S+ 1.

.. Problema 19. Demostremos que:

S+l n+l
u = & - B
n o - R ’




e

esto es

si .
' . 2 2 3 3
I R R
M T B2 T TTTTs (afﬁ)

y‘para.gada k 2 natural tiene lugar que

Problema 20. El producto 1?2?3#$tn~éeﬁdenotafpor n!y
se lee "n factorial". Es Gtil recordar que 11=1;21=2,3!=6,
41=24,5!=120, o N

%Calculaf

5. = 1.1142.21+43.3!+ "1 4 n, n!

Solucién.

S1 =1.1! = l,

S, = 1.1! + 2.2! = 5,

Sy = 1.1! + 2.2! + 3.3! = 23, -

S, = 1.1! + 2.2! + 3.3! + 4.4! = 119,

4

Viendo estos resultados podemos observar que

1 2

— L — » - 1 -

= 4! -1 §, =5! - 1.
Esto sugiere la siguiente hipétesis

Sn = (n + 1)! - 1.

- Comprobemos - esta hipStesis.

Teorema 1. Para n=1 la hipbtesis es cierta, ya que:

s, = 1.1! = 2! - 1.

1 )
Teorema 2. Supongamos cierta la hipétesi5~§a:a n=k, -

S

o = 1AL+ 2,20 +oooh RKE = GerllI-d,

Demostremos ques
Spay = Lel! 4 2.2 #oot KK 4 (k+1L. (k#1)! =

= (k +2)! - 1.



an efecto

e Lo L
"ol »Sk o1 (k + 1) =
(

S e+ -1} 4 kDG D=

o7
h

5

ck 114 (k+ D)1=

(k + 1)1k +2) - 1= (k+2)! -1,

il

H!Problemadgl&fpemoatrag:1aqidgntidad‘

[
+
»
[y
+
x
[
Y -~
N :
-
+
]
N
o}

x=-1 j'2n+l

Problema 22. Demostrar que
(mn+1

A = g™ - - )
R o )—(«n"l-- s™h

(1)

si se sabe que

[REDUSTRURBIVES. S5 .4

‘solucidn.

Teorema 1. Primeramente demostremos que para-n=2 la

f6rmula (l) es correcta° De las cond1c10nes dadas

2 : m-1 -g(a + 8) (u+8§*l\—

De acuerdo a la £6rmula (1} . .

3 3
A (o” - 87} E
A, s - .




FLGLE panor Yy dennminador de ésta ﬁltlma fraCCLGn en-
e L e B> ¥ ~ ’
202 |
uo t B aB oo - B

B T o < B

gue es’ lo que querfamos mostrar. -

Teorema 2. Supongamus Tie para n=k la f6rmula (1) es -

cierta, esto es

A = (i;+1 o ki L Ol
(= - g%) - (ak_l - BE_l)‘

Entonces demostremos que tamblén debe ser cierta para
n=k+1l, o sea ‘

‘k+2’  k+1

K1 G Bk+1 e_(qk Z 5 -
" En efecto:
=M = =, o bien A o= (a + B) ~ 2B
3 Ay o ktl . Ak

Utilizando la igualdad (2) tenemos que:

A

S 22 S T PO S 30
R CRM T L Yo Clind A takieo SE
@ SR IR S

con esto el teorema ha sido demostrado.

Problema 23. Simplificar el polinomio

1 - I§’+ x(;;l) -t (- 1)n x (x- ).ﬁ:(x-n+1)
‘Respuesta: (-1)® (x-1) (x-2) ... (x-n) - o

@

n!

‘Problema 24. Demostrar que cualquler cantldad mayorf'

que 7 rubgmwﬁ“:fw imerc ontero de rublos) puede serpagada —- o
*)Unidad noeob sl i vidoiee N, del T.



N

mhin) con billetes de 3 y 5 rublos.

0
3
3
¢}
3

Solucidn.

s ATy A

Para el cano de 8 ublo& la »roposicibn es verdadera.

Supongamos cierta la proposicién,para k rublos, donde

k es un nUGmero enteroc mavor o igual que 8.
Son posiblag dos casos:
a) Los k- rublos son pagados solo con billetes de 3 -
rublos y )
b) Los k rublos son pagados con billetes entre los cua

les, por lo menos , hay uno de 5 rﬁblos.

" En el primer caso el nimero de billetes de 3 rublos de
be ser no menor que tres, puésto que en este caso k>8. Para =~
pagar k+1 rublés;'sustituyamos tres billetes de 3 rublos por-
dos de 5. | ' '

En @1 segundo caso para pagar {k+1) rublos, sustituimos

un billete d@ 5 rublos por dos de 3.

Problema 25. Demostrar que la suma de los cubos de tres

~nlmeros naturales cénsecutivosues divisible entre 9.
| »‘ .3 3, .3
Solu016nm La suma 17 + 27 4+ 37 es lelSlble entre 9. -
Esto significa gqgue la proposicidn es CLerta cuando el primero

de los tres nGmeros haturales consecutivos es el 1.

Supongamog que la,suma_k3 + (k+1)3 +'(k+2)3;,donde k -
es cierto nGmero natural, es divisible entre 9.

La suma !
ke D% k+2)° + x+373 =

= [k3 + (k + 1)3_+‘(k +42)3]_+»9»(k2f+ 3k + 3)
Queda expresada como la suma de dos expresiones, cada

una de las cuales es divisible entre 9 vy por,lo'tanto la suma
con primer t&rmino k+1 es también divisible entre 9.
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Proublema 26. Demostrar que para los enteros n>0 -

FREE . .An = lln+.2 +.. 1‘22n+3
‘es divisible entre 133. )
Problema <27, Al azar se escagen (n+1) nfimeros de"entre
los 2n enteros: 1,2,...,2n. Demostrar que entre los nfimeros
escogidos hay al menos dos, uno de los cuales es lelSlble en-
tre el otro.

‘ Solucidn l). Supongamos ‘que de los. 2n. enteros. 1 2,w°”g2n,

- donde n»2, fue posible escoger (n+l1l)’ nﬁmeros; tales que ningu-
no de 81103 es divisible -entre otro de los n+l escogidos. El
conjunto de todos estos nlmeros, para simplificar, lo denota-
remos por M ~ Bajo estas condiciones demostremos que de los
(2n-2) nﬁme?o% 1,2,...,2n-2 pueden escoger n nfimeros, tales =~
que de nuevo ninguno sea divisible entre otro.

Son posibles cuatro casos: |
(a) 2n—1 Y 2n no-estén’ contenldos ‘eh” M w1
(b) Mn+1 contlene a (Zn*l), pero no contlene a 2ns'

(c) M +1 contlene a 2n, pero no contlene a. 2n—1

(d) 2n—1 y 2n est&n contenldos en M l.u

n+l‘_uno de sus nfimeros. Quedan n
enteros, cada uno de los cuales.  © no es-mayor. que 2n-2. Ningu-
no de estos nﬁmeros es lelslble entre cualqulera de 1os otrosm

Caso (a) . Excluyamosfde Ma”

(SN N

Caso (b) Excluyamos de M n&mero 2n—1 Quedan
n enteros cada uno de’ los cuales n% s mayor que 2n-2. Ningu-~

no de estos nﬁmeros es lelSlble entre cualqulera de los otros.

Caso (c}. Excluyamos de M

=aso _\CJ n+l ¢l'nﬁmero 2n. ¥ de ‘nuevo
lobtenemos el mlsmo resultado. ' 2R _

Caso (d) Ante todo seﬁalemos que el nﬁmero n no per-
tenece.a. M 1! Y2 que en caso contrario a M e pertenecerian

~por. lo menos ‘dos nfimeros (2n y n), de | los ‘cuales uno es. lelm
51ble por. el otro. Excluyamos de M bl ‘los nGmeros 2n-1 y 2n.

»_La coleccifn de los (n-1) nGmeros restantes. la denotaremos por
M '. Incluyamos el nfimero ‘n en, M. Obtenemos n-nimeros;, ca-
.Edg tno de los cuales no es mayor aue (2n*2), Ea;@a_demost;ar

.(l) Comunicada al autor, por_ el entonces estudlante M., Frldmam
del Instltuto Pedagdglco de Lenlngrado._;”‘




que entre estos n nGméros ninguno es divisible entre cualquier
otro.

En Mn+l

los cuales era divisible entre el. otro° Esto significa que -

no encontramos nlngﬁn par de nGmeros uno de -

‘tampoco M~ contiene a tales nfmeros. Solo falta mostrar gue

21

tales nﬁmeros tampoco aparecen cuando 1nclu1mos en M l el -

nﬁmero n.

Con”este piopésito es suficiente cerciorarse de que:

J(l) Ningfin nfimero pertenec1ente a M _; es divisible
entre n. o : S
(2) El n@mero n no es d1v1s1ble entre nlngﬁn nﬁmero -

perteneciente a Mn-l .

Lo primero es consecuencia-de que todos los n@meros =

ypertenec1entes a M no son: mayores que 2n-2 y lo segundo -

~de que el nfimero 2n io es lelSlble entre ninguno de los nt-
meros pertenecientes a Mn'1 .

‘ Asi que, siksuponemos‘que'la-prOPOSiciSn es falsa para
los 2n ntimeros: 1,2,,..,2n,,entonces también es falsa péra los
2(n 1) nﬁmeros. 1, 2;..;,2n 2. Esto Slgnlflca que, si la propo
51c16n es verdadera para los 2(n-1) ntGmeros: 1, 2,°ney 2n-2, -

entonces-tamblén lo es para los 2n nﬁmeros; 12,000, 2n.

' Para dos nfimeros: 1,2 la proposicidn es verdadera. Por
tanto, ‘dicha prOPOSlClon es verdadera para los 2n nﬁmer05° -

1, 2,..., 2n, donde n es cualquler n@mero natural

Senalemos que este problema tiene la 51gulente solucidn
sencilla. Esco:amos arbitrariamente {(n+l) n@meros:de los 2n -
dados. A la coleccibn de ‘dichos nfimeros la llamaremos M 41

‘cada nﬁmero par- pertene01ente a Mpy1+s leldamoslo por=
la- potenc1a de 2, tal que el cociente de la divisién sea un -
nmero impar. Formemos el conjunto M,,q con los cocientes de-
las divisiones antedichas y por los nlmeros impares que perte
necian a Mp4p. En Mpyq figuran (n+1) nGmeros 1mpares, cada uno
de los cuales es menor gque 2n.

Puesto que son n los nﬁmeros lmpares pos1t1vos menores
que 2n, tendremos en Mn+1r por lo menos dos nfimeros iguales.
Demostremos por k a estos nfimeros iguales.
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n+1 hay por lo menos—

dos nﬁm&xom 25k y Ztk unc. de los cuales es d1v1s1ble entre
e; otroa , : : L

Este resultado significa que en M

Problema 28. Demostrar que n rectas trazadas en el =--

‘plano por un mismo punto, dividen a dicho plano en 2n partes.

Problema 29 Demostrar que n rectas en el plano, divi-

den a éste en, reglones que pueden ser pintadas de:color blan-

co o negro, de suerte que. las reglones colindantes (es decir,
las regiones que tienen un segmento de recta comﬁn) estén pin
tadas con colores diferentes. R '

Problema 30. Demostrar que n planos que pasan por:un

punto, de manera que ninguna terna de planos pasen por una

. misma recta, dividen-al espacio en Aﬁ"ﬁﬁn(h*i)u+“2 par'tes.

~ Solucién. (1) Un plano.divide al.espacio en 2 partes
y Ay = 2. Para n:= 1 la proposicifOn se cumple.

(2) Supongamos que la proposicién eslverdadéra para -
n = k, o sea que, k planos divide al éSpaciélen k(k-1) + 2

' partes. Demostremos que entonces (k+1) planos lelden al es-

pacio en k(k+l) + 2 partes.

En efecto, sea P el plano (k+1) ~El plano P es inter
sectado por cada uno de los prlmeros k planos, a lo largo de
cierta recta Yy por tanto el plano P queda d1v1d1do en partes

"medlante k rectas dlferentes que pasan por un mismo punto. -

Por el problema 28 podemos afirmar que el plano P queda divi
dido en 2k partes cada una de ‘las cuales resulta ser un &ngu
lo en el plano con Vértige‘en el puntofdeJigFgrseqcién.

Los prlmeros k planos dividen al espacic en c1ertos én

.gulos pOllédrlCOS. Algunos de estos &ngulos pollédrlcos quedan

divididos en dos partes mediante el plano P.

El lado com@n de dos de diéhas'partes resulta ﬁafﬁévdel
plano actodado por dos rectas a lo largo de las cuales se inter
secta con las caras del susodicho &ngulo poliédrico, es decir
uno de loé-Zk sngulos pdliédricogheﬁ:que el plano P estd divi-
dido. C
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Tsto significa gue el nlimero de éngulos pOllédrlCOS
anJdldo an dos partes por el plano P no puede ser mayor -
que 2k. '

Por otro ‘iadc cada una de las 2k partesyeh‘qUébqueda
leldldO el planc ?, como resultado de su interseccién con -
los k primeros planos, resulta la- cara comﬁn ‘de dos angulos~
polié&dricos y por tanto divide al &ngulo polledrlco, formado

por los k.pr;meros plapos, en dos partes,

Esto significa que el,nﬁmero«de%éngulos=poliédricos,
que dividen en dos partes al plano P, no puede ser menor que
2k. | ERn B A

Consecuentemente el plano P divide en dos partes-exac
tamente a las 2k reglones del espacio formadas por los prime-
~ros 'k planos. Es por esoque si k planos lelden al espacio en
k(k-1) + 2 partes, entonces (k+1) planos dividen al espacio -

en . ,
[k(k —\1) + 2] + 2k = k(k + 1) + z

partes, La propos1016n ‘ha 51do demostrada.~

Problema 31. Demostrar lé idehtidad

o e RTINS co o anFL

) , ~ : ' n sin 2 o .

cos & ¢os 20 €OS 40 ...CO0S 2 o = -
e : S ~ 2 sin o

Solucién. (1) Para n=0 la %&enfidad és'ciérﬁa,vpgesto
que —_——TT e e BT ) . ,

, s :Ln 2q

_COS o = om—2t

2 sino

o (2),Supongamds que la identidad es verdadera para -
n=k, es decir o

e e - kel

T cos acos-2a';;.icos~2k u'=~Sln SN

‘ , k+1 . .

: : 27T sin. o e

Entonces es tamblén verdadera para n= k+l En efecto

~‘cos,cccos 20 v.. COS 2k‘acos 2k+1 o=
_ sin 2571 cos 2k+l‘-> sin‘2kf2‘u,.,
' k+1 T Tk+2

27 gin o 2 sin o .



que A

se

Problema 32, Demostrar que An = cos nod, si se conoce

1= cosn@;;wAz z_cos52e y para todo nfmero natural k>2
satisface la relacidn

Ak = 2 cos® Ak-l - Ak-z'

Soluéién;(l) La proposicibn se cumple para n=1 y n=2.

(2) Supongamos‘que:

A, _, = cos (k - 2)o0, Ak—; = cgs (k - 1)o.

Entonces

Ak‘= 2 cosO'coS(k 4'1)@ - cés(k - 2)o = cos ke .

Problema 33. Demostrar que ~
31n2;£x
sin x + sin 2x + ...+ 8in nx = % sin %? .
o sin_j‘

Solucién. (1) Para n#l la proposicibn es cierta.

(2) Supongamos que

sin x + sin 2x + ... + sin kx S—— = sin %? :
‘ sinx ' '
2
Entonces -
‘sin x + sin 2x + ... + sin kx + sin (k + 1)x =
. k+1
sin=s=x x| _ S
sin =
_ 2
sinE§£>c v
= e sin'Eﬁ +°2 sin Eii X cos k+l X =
. . X _ 2 2 2
sin &
2
sinE%£>< | L
= - — sin k;l .I



va que

o1 : k+2 kx
Problema “i. Demostrar que
1 o . v S Sln.g.ﬁ.;i
.3 t cos x .+ cos 2x t+ ...0t COS NX = T
” . 2 sinj

Problema -, Demostrar que:
sin x + 2 sin 2x + 3 sin 3x + ... + n sin nx =

(n+1) 51n nx - n sin (n+l1) X

e 'fv R 4 s:Ln2 ;

Problema 36& Demostrar que

cCos X + 2 COs 2X + ... + n cos nx =

_ (n+l) cos nx - n cos (n+l) x-1

4 sin? §A
Problema 37. ‘Demostrar que
1 X 1 x il X
Stg 2+ S tg B4t ..t — tg = =
2 2 2 2% on o7 ,
=1 ceg X ctg x kx Fm )
R vg.zn i ¢

Problema 38. Demostrar que
arcctg 3 + arcctg 5+ ...+ arcctg”(2n+l)=_

- arctg 2 +,arctg,%v+ ﬁ,, + arctg 3%5 - n arctg 1

Problema 3%%)Demostrar que

4 4
(*) Para resolver este pr@blema v los siguientes hasta el 42

se necesita inclusive astar famxllarlzado con 1os nﬁmeros -
complejos, N. del T.

: n
(1 + i)n = 22’  (cos —H+ ‘1 sin EE ) .




-{1) Para n=1 la proposicibn es verdadera, -

VIO :
_ 1
. . g
P T R K 27 ( cos- V) + i sin "')

{2)_$upongamos'que},
: PUETRE R :

(1'+"i)k‘=’22. (cos 5§‘+“i éin %g)i:-.
Entonces
(1 + 1)kt .
k : 1
= 27' hOS #g + i 81n %Eb . 2§-bosja-+ i sinI%J=
k+1.
= ( cos. SE;%HL + i sin LE%%BL)

Problema 40. Demostrar que
(/3 - 0% = 2" (cos B 1 sin B,

Problema 41. Demostrar el siguiente teorema.

- 81 como resultadd‘de“la"apiicaciéﬂ“ae'uh‘hﬁmero'finim
-to de operaciones racionales (o sea ‘suma, resta,’ multlpllcac16n
.y divisidn) a los nimeros- compléjos xl,"z,,,.,xﬁ se’ obtlene—
el complejo u, entonces: el resultado ‘de 'las mismas operac1ones
sobre los,complejos;conjugados xi, xz,,,.y xnasel_nﬁmero u, -

cpnjugado de u,

-8olucibn. Ante todo mostraremos que 1la prop051c16n es
verdadera para las operaciones racionales mecionadas éntre dos

complejos. Sean

Entonces
X, tx, = (a+c) + (b+di= i

¥, + %, = (a-bi) + (c - di) = (a+ c)-(b. +d)i =1 .



De lgual manera se comprueba la proposxclén para la

restay muiflpllcaCLGn y divisibn.

Supongamos que ahora tenemos cierta expresibn racio-

nal de los nfimeros complejos x.,, X x . Como es sabido,

A A
el cdlculo de: una tal expresibdn se reduce a la - aplicacién -
sucesiva de las cuatro operaciones consideradas sobre los nf
mercs -complejos, donde en particular pueden ser numeradas di

chas operaciones.

Por ejemplo,'sea 

1) Xy Xy = Uy, ’ 4)‘u3”h‘x3 ﬁ_u4,
‘2) Xy Xy = Uyy _5) u, + u2 = us,.
IIx, +x, =u Mnﬁ) u5 T U, = u.

17 %2 T T

. Supongamos .que la propqsicién«ésfcierta para todas -
1ashexpresiones cuyo. cdlculo exige no mas de k "operaciones"”.
El‘término\“operadion"ﬂsignifica_multiplicacién de dos ntme-

»foé comélejos, Demostremos7que«entonces la proposicibn debe-
‘ser cierta;también para expresiones que exigen (k+l) "operaciones”

Efectivamente, la ﬁltima "operacidén" (k+l) la ejecu-

tamos sobre los nfmeros u; ¥ uJ que a su vez fueron calcula-

v_das medlante no mas de k- "operac1ones"’

x e e ® x
1’ =27 " “n

y u, se sus-

Como resultado de sustituir los nfmeros x
pornsus conjugadqs, obtenemos qugjlos nmeros uy
tituyen por sus conjugados ﬁi Y U, y entonces también el resul
tado de la "operacidén" (k+l) sobre ellos, o sea u, también cam

bia a su conjugado u .



Problema 47. Demostrar que para btodo nGmero natural n:
ciodfcos x» o4 4oegin X} o= ocos nx 41 sin nx.

Problema 4°. lemostrax quempaya.todgrn@tural n>1

‘ ’;_;i;_u . ___“:____ +- e _.j.:... 13
n+i = n+2 Te 2n 24 .

Solucién. Denotaremu elAppimer_miembro:de ;a desigual

’ﬂaﬁ dﬂt@flor por S) .

e __7__ 14

:(I)ZSé =q5 = 5qs por 16 tanto para n=2 14 de31gualddd

es clierta.

(2) Supongamos que S, > 13 para cierta k. Demostremos

' 13 k 24
que tambié&n See1 ” 37T - Tenem?s
Sk _%vk"‘l' k42 + RERCIE +'2_]-{ e
= L 1 I TR
Seer SRR PR Y o ARt
. 1 .

VComparando,Sk y,sk+1 tenemos;.

1 1 1

e TSy~ Rl s
es decir
S, = 5 = 1
Spe1 «;,2(k£D(2k+l)

Para cualquler nﬁmero natural k el segundo mlembro -

de la anterlor lgualdad es pos:.tlvoa Por tanto Sk+l > Sk Pe

'ro Sk > —2, por hlp5teSlS, lo que SLgnlflca que : tamblén L -
S v _

k+1 7

N =
W

Problema  44. Hallar el error en la ﬁdéméétraéi§n“_daf'

da a la sigulente proposicién.

Para todo nﬁmero natural n se cumple 1a de51gualdad

n

27 > 2n + l



- Demostracibn. SupongémOS que la desigualdad es cierta

waca n=k, donde k es cierto'nﬁmero‘natural, O sea

zk

> 2k + 1 B (1)
Demostremos que entonces también la desigualdad se -

cumple para n=k+l, es decir
Skl

e

. 2(k+1) + 1 | (2)

En efecto, 2k no es mencr Que-z para cualquier natural

k. Sumemos al primer miembro de la desigualdéd (i) 2k y al se-

_‘gundo‘miemﬁro 2. Obtenemos quevla_desigualdad (2) se cumple:
: e F k142,

asto es »
KL o+ 1) +1 .

La proposicidn queda "demostrada®.

- Problema 45. ¢Para qué nfimeros- naturales n se cumple
la desigualdad :

2% s on+ 1 2

Problema 46. ¢Para quéd nfimeros naturales n se cumple
ls desigualdad ' '

Solucidn.

Para n = 1 la desigualdad'se‘cumple, puesto que 2l > 12 .
Para n = 2 la desigualdad no se cumple puesto que 22 = 22.
Para n = 3 la desigualdad no se cumple puesto que 23 <« 32,
‘Para n = 4 la desigualdad no se cumple pue’sto‘qué_z’4 ='42.
Para n = 5 la desigualdad'ée cumple'puestd que'25 >,52.,
Para n = 6 la desigualdad se cumple puesto que 26|$ 62 .

Por lo}vistQ la desigualdad»se cumple para n = 1 y pa-

ra cualquier n > 4. Demostremos esto Gltimo. ' ‘
(1) Para n=5 la desigualdad es cierta
(2) Supongamos que
T 3 _ (1)

27 » k



AL

”tanto si sumamos al prlmer mlembro de la de51gualdad (1) 2

‘donde k es'cierto nlimero natural, ‘mayor que 4.

Demostremos gue }
41 Do
2?0 - (2)

Sabemos que 2k > 2k+1 para k>4 (problema 45), Por lo
k

‘y al segundo miembro de la misma (2k+1), entances obtenemos-

que es cierta la desigualdad (2),

Respuesta: 28 >ih2; cuando n=1 y cuando n>4.

Problema 47. Demostra’rque IR LS A
: (1 + O(,) > 1 + nOt,

donde a>:1,'&¥0f y n es un nﬁmero natural mayor que J

a” » 0.

‘ (2) Supongamos que la de51gualdad es cierta para n=k,
donde k es algﬁn nﬁmero natural -0 sea’ ques:

@+« 514 ke (1)

Demostremos que entonces tamblen es cilerta la des1n

_qualdad para ‘n=k+1, es decir’ que

s gmne @)

- En efecto, por hip6tesis 1 + « > 0, por lo cual se -

cumple la de51gualdad

obtenlda multlpllcando 1a deSLgualdad (1) por (l+0<)o Reescri
bamos (3) en la forma

(i +‘a)kf1 > 1+ (k.+_1)u + koczo

Despreciandorkmz‘en él segundo miembro de la Gltima -

desigualdad obtenemos que:la desigualdad (2) es cierta.

Splﬁéiénz (l) Para‘h=2 la desigualdad éé dumple,‘Ya que



i

Broblema 48. Demostrar que para todo nfimero natural

n>l
—"1:""+""L+o..+ 1 > Y n "
R0 WA M A
" problema 49. Demoétra: que paraifodo‘hﬁmero natural
: <‘(2n)!?
n+l (n:)Z

Problema 50. Demostrar que

2“"1 @ + b )>(a+b) ' (1)

- donde a+b>0, a#b y n algﬁn nﬁmero natural mayor que 1

| Solu016n. (1) para n—2 la de81gua1dad (1) toma 1a for
ma: A

2(a% + b2)>(a+b)? L j,n»: Co (2)

Puesto que a ¥ b, entonces se cumple
(a-b)? > 0 - (3)

' Sumando a los mlembros de. 1a desxgualdad (3) (a+b)2
obtenemos (2) T

Con esto queda demostrado que para n—2 1a ‘desigualdad
(1) se cumple.Jv

(2) Supongamos.que la desigualdaa'(ifdéé‘cumplekpara
n=k, donde k es algfin nfimero natural, es decir

k-1 , k

2 @* 4+ 5@ @)

Demostremos que entonces (1) tambi&n es cierta n=k+1,
o sea ‘ ‘

PLIPR 3 N bk+1)>.(a+b)}?f1- - (5)



O

- Mulitipliquemos los dos miembros de (4) por (at+b). -

Ya que por hipdtesis a+b>0, entonces obtenemos la siguiente

desigualdad
k-1 k

2571 (2* 4 bF) (atb) (atb) KL (6)

o Para demostrar la verac1dad de la de51gualdad (5),-
es uf101ente demostrar que

'@, - . ] - ' '
2 @ 4o 5 2 @F 4 ) ) (7)
-0 lo que es lo mispo
JKHL R+l kLK S (8)

- .La.desigualdad -la podemos expresar como

@ - %) (a-b)>0 | (9)
Sl a>b entonces. ak > bk Y én e1 primer miembro de la
de81gualdad (9) tenemos el producto de dos nfimeros positivos.
si a<b,’ entoncgs ak‘< bk Y en’ el ‘primer miembro de la desigual
dad (9) tenemos el producto de dos ntmeros negativos. En los
dos casos la desigualdad (9) se cumple.

" Con esto qued6 demostrado que si (1) es verdadera pa
ra n=kventonces.tambiénVlo,eslpaxa n=k+1.

Problema 51. Demostrar. que para todo x>0 y todo ndme

ro natural n se cumple la desxgualdad

k‘n + _xnmz_.v_F, xn-4 $ .+ n_ + : n- ¥ _ln_ 5 n+ 1 (1)
L T

Solucién. 1la) Para n=1 la desigualdad. (1) toma la -
forma:
X+ = 2. ’;v_, oo (2)

‘ La des;gualdad (2) es. consecuenc1a de la desigualdad
~evidente: .

‘(x - 1_)2 > 0.



1b) Para n=2 la desigualdad (1} toma la forma:

20 e E .
X w+,1a+-~§‘>‘3 , (3)
it ’”“‘me .
La deSLgualdad (2) es verdaderd para todo x>0, por--
lo tanto sigue SLendo véllda si sustltalmos X por xz, o sea
x. + "-2- "> 2;-
Sumandole 1 a cada mlembro de la ﬁltlma de51gualdad
obtenemos (3). ' B

2) Supongamos queilagdésiguéldad”(l)rsevcumple para
n=k, donde k es algfin’ nlimero natural, es deciy

xk+ xk'2 + yk'4 ‘_+.‘.. _.+," S +"'1E > k+1  (4)

k-4 k-2
b'e X : _x_

w “  Demostremos que 1a desmgualdad (l) se cumple tamblen
" para n=k+2, esto es ..

k+2 © _k k-2

X + x + X 'f...'l' -_ET —E '—E—z- > k + 3 (5)
: , k 2 :
Sustituyendo en’ (2) X por Xy _obtenemos':

Sumando miembro a- mlembro las deslgualdades (4) y (6) .
cbteneios la deSLgualdad (5) ‘ :

vHagamOSﬂahofa'uﬁ*resumen:“w

En 1la) y 1b) demostramos que la deSLgualdad (1) se

cumple para n=1y n=2. #wgrﬁ

“En 2)'demOStramdé que”si‘lé“desigualdad (1) se cum-
ple para n=k entonces tamblén se cumple para n=k+2. En otras
palabras 2) nos da el derecho al paso de n=k a n—k+2



Los resultados de la) y 2) nos. permlte aflrmar que.
la deSLgualdad (l) de cumple para todo im mpar n. De igual
.manera los resultados. de 1b) -y 2) nos dan derecho.a poder
aflrmar que la de31gualdad (1) se cumple para todo nﬁmero
par n. En conjunto podemos afirmar que la desigualdad (l)
. se cumple. para ;odg,n@mgro{pa;urgl n.. .

Problema 52. Demostrar el teorema:

La mediaiéeométrica de varios nimeros positivos no
es mayor. que su promedlo arltmétlco, O sea si ai, Az5.04, &
son nfimeros p051t1vos, entonces

\/a1az.-.an < —_— LRy (1)

Solucién 1) Parann=2 léVde§igua1déd (l) toma la
forma: - .
) a,+a

Ja2e $ 42 . @

: Para cualesqulera a1 y a2 pOSlthOS se cumple 1a

B desigualdad:

inihab U T2t =2 7

Es ‘f4cil obtener la desigualdad :(2) éfpartiridéaestawdesi—
gualdad. Q

- La desigualdad (2) tiene ‘yna lnterpreta016n geomé~
?trlca senc111a. ‘Sobre una recta AB medimos sucesivamente



ay y az. Tomando la suma de estas magnitudes como difmetro
4 a,+a

trazamos una circunferencia. Entonces amE—i es el radio de

dicha circunferencia y va,a, es la mitad de la cuerda, per=-

pendicular al 'didmetrs ‘en el punto comn a a, 'y a a,.

"' '2) ‘suponganos que la desigualdad (1) se cumple para

Demostremos gque -entonces- también se cumplé para n=2k.
Efectivamente.

2k/é a a \I /a a, a ; k/‘ " ?<
2002k~ 200 %k TO%k#1tccf2k N

k/a a,...a . Ja

N

o
!
*

T2k -

La desigualdad (1) ha éidd édﬁprobaaé b&ra n=2 y por
tanto podemos aflrmar que se cumple para n=4, 8 16 etc. en
general para n—zs, donde s es un ‘ntmero natura] '

3) Para demostrar que la- desmgualdad {1) es cierta
para todo natural n, demostremos que de la veracidad de 1la
~desigualdad para n=k,,seislgpeique tamblén-se*gumple;para
n=k-1. : ' ‘ N

i “AsI;que sugoniendo:que le n&meras~ai4a,;,ak_l,son
positivos y A cierto, nfimero positivo, por ahora no-determi-

nado, tendremos:



3

k-1~

a,l“f‘a 2+ w- s a“i“a

i
FR )/alazo & .ak"lﬁ ﬁv

Escojamos A de suerte que

ayta,t...tay 42 3 ajtayteeata g
; k, R zkfl e Vi reniad:

© sea, hagamos

- *fenemos que

k - T o T - - ' )
/alazc L] .ak_l (al+a2+o 3 .+ak_'l) ai_+‘dg‘1.? ® e+akm1

k=1 & X1 '
es decir
ey eee o aptaste..tap ;o
Emm T s —er

Sea ahora m un nGmero natural arbitrario. @i m=2%,
= entohces por 2) la desigualdad se cumple. Si m¥2s, enton-
ces hallamos un s, tal que m sea menor que 25 y éntonces en
base a 2) y 3) podemos afirmar que la desiqualdad es cierta
para n=m. - | : ‘ ‘ '

III. DEMOSTRACION DE ALGUNOS TEQREMAS DE
ALGEBRA ELEMENTAL POR EIL METODO
DE INDUCCION MATEMATICA.

Teorema 1. El cuadrado de un polinomic es igual a
la suma de los cuadrados de todos sus miembros mds todos los dobl
- productos de los mismos; esto.es. | | |



{4
4

(a1+a2+,,.+an)2k=_a§+a§+;s.+ai + 2(aja,tajazt...+a a_ )

(1)

n-1

Para n=2 la f6rmula (1) puede ser demostrada direc-
tamente multiplicando.
i R ST ,
Supongamos quéyia férmula (1) es cierta para n=k-1,
© sea que ' ’

(a1+a2+@..+akm1)? = af+a? +...+dk 1425 .

donde S es la suma de todos los posibles productos por pares °

de los elementos a1,a2,..°,ak q,ak 1°

Demostremos Jue
I

(al+a +..,,.+ak l k)

= a24a2 2 32428
a1+a2+..,+ak_1+akizb

" donde S; es la suma de todos los posibles productos por pa-
res de los elementos?éi}aé},Qg}ak;i;akg o sea que

Si.?zs + (a*a .. ta

- 1)""

Y2 7 | 2 ..
(a +o..+ak 1 k) el ﬁal+ano+ak_l)+ak3 bt

= e oA 2 $a® =
_(alﬁf,,fak_l): +.2(a; +“.+ak l)ak“ak

= a’+.. ;sz +}és.%‘2 ' +v‘4+ ) V+ 2 _

- al o 00 ak_l (a LR 3 ak 1 ak a.k -

= a%'l-a %-"'e L ¢+a]i+zsl @ w

feorema 2. El.enésimo ‘término ‘dé una progresibn arit-

mética-pﬁede calcularse por la férmula:s



anéal+ d(nfi)k.. (1)
donde‘a es él primer término y 4 la diferencia de la pro-

~gresibn.

)

Para n=1 ia;férmnla (1) es cierta.

Supongamos que la.f6rmu1a {1) es cierta para n=k,
es decir .

ak=a1+d(k~12 o

Entonces

I ak+d=a1+d(k-1)+d=a1+dk p

o sea, que la f6rmula (1) resulta también cierta para n=k+1.

Teorema 3. El enésimo t&rmino de una progresién
~geométrica puede calcularse por la f6rmula:

_ . ..n-1 ’ :
a, = élq : (1)

donde a, es el primer término y g la razén de la progresién.

Para n=1 la férmula (1) es correcta.

Supongamos que

=a K
ap=a,4

/. Entonces

EP

k
a =a, =, g
I S






1) Supongamos que entre las (k+1)! permutacicnes
se tienen dos iguales.’ Denotémoslas por P ¥ Py. Supon-

gamos que‘en la permutacién Py el elemento a ocupa el

k+1
lq s-&simo* 1ugar contando de 1zqu1erda a derechau Entonces

'gtamblén en pzdelemento ak+lﬁoqupaﬁelhsféslmo lugar,

Separando de Py ¥ Py el elemento a obtenemos

k+17
- dos permutac1ones 1gua1es de k elementos: pi v ﬁé.

,aResulta querpara?obtener pivyfpz_en.unarmisma per--
nutacién de elémentOS"al,az,...,ak, hubo necesidad de quc
el elemento ak+l ocupara dos veces el mismo lugar. Esto

contradice la regla, mediante la cual se construyen 1as

permutaciones.

2) Supongamos;que;alguna permutacién p de'(k+1) ele-
mentos no la obtuvimos. Supongamos’Que en p el elemento
.»ocupa el?s$ésimonlugar de izquierda a -derecha. Separemos
de p el.elemento‘ak+l..Obtenemos la permutacidn p de los
“primeros k elementos. Significa que .para. obtener p era su-
ficiente tomar la- permutacibn. p ¥y poner el elemento Ay

{de tal manera que dlChO elemento ocupara el s-ésimo lugar.

Forzosamente tomamos la permutacién p, puesto que
- estamos con51derando todas las p051bles permutac10nes de
los k prlmeros ‘elementos. =

Lo

: Hemos podldo colocar el elemento a; en el lugar

o k+1
*{senalado, yaque &1cho elemento lo hemos colocado en el.

”prlmero[rsegundo,,,,,en‘el (k+1)-€simo" lugar. -

‘ Asi pues, todaS“las permutaCiones formadas son
f“'Nw“gr@ntes \% cualquler permutac16n de (k+1) elementos la
$MwwGHMEmdmb B ' ' -



De lo dicho se éOncluye que
"‘Pk4i’=ﬂ(k+l)2"

- Teorema 5. El nfimero de ordenaciones de m. elementos

(*).

‘puede ser calculado _por la f6rmula:

tomados de n'en n.
Al =m@m-1)... (men+l) (1)

Ante todo senalemos que A1 = m y de este modo la
f6rmula (1) es c1erta para n—l.a Supongamos que

AI-]; =»_-m*(m-,1_)~ oo olmek+1)

donde k<m. Demostremos que

\ AI];-’*"J',‘ = mm-1)... (=k).
-Para“obtener*todas’las ordenaciones de m. elementos
tomados de " (k+1} en (k+l)”es suf1c1ente tomar todas las
ordenaciones de m»elementosatomados.de.k;en.k y-a cada
una~de‘ellas-adjuntarlé*al“fihal’cada uno de -los (m-k) ele-
_mentos.m No es. diflCll darse cuenta que las ordena01ones
- que hemos formado con los m elementos tomados de (k+1) en

" (*) Se llama combinacién dée m elementos tomados de n en n,
a cualquier subconjunto (parte), que contiene n elementos
de un conjunto dado formado por m elementos.

: Cualquier ‘conjunto (de m elementos) ordenado se lla~-
ma permutacifn formada de sus (m) elementos. E1l alfabeto
castellano es un ejemplo de conjunto ordenado donde la letra
b sigue después de la a, la c después de la b, etc., la letra-
a (primera) no sigue de ninguna otra'y después de la z (dl-

" tima no sigue ninguna mds. E1l conjunto formado por 1,2;...,m
en el cual el elemento siguiente se considera el nﬁmero en 1
mayor al anterior puede considerarse como el representante de
~diferentes conjuntos ordenados concretos que contienen m
elementos (ya que puede establecerse una correspondenc1a
Bmivoca entre dichos conjuntos y 1,2,...,m}.

Se llama ordenacién de m elementos tomados de n en n
a cyalguier subconjunto ordenado de n elementos de un conjun-
to dado formado por m elementos°

[N




.y

se obtlene (k+1) veces.

Qe+l

(k+1) son todas dlferentes v ademis. cualquier ordenacién
de m elementos tomados de (k+l) estd contenida entre las
obtenldas. S

. Resulta bues-qué':

- Teorema 6. El nﬁmero de comb:.nacs.one«~ de m elemen-
tos tomados de n en n puede ser. calculado mediante la férmu¢a

le2eeenn i

(1)

m

Primeramente sefialemos QUejCi=m;'por tanto para n=1
la férmula (1) es cierta. |

Supongamos que

ok ’; m(m-l)...(m~k+1)

\ " | . l.2-onk

Demostremos que S

K+l Vm(m—ifi,-(m"k+l)(muk)

c_ o= :
m.. . 1.2...k(k+1)

‘Para obteﬁér todasNias éémbinacidnesidelm élementos
tomados de {(k+1) en (k+1), escrlbamos todas las combinacio—
nes de m elementos tomados de k en k y a cada una de ellas
en calidad: deldemento (k+1) en (k+1), pero cada una de ellas

Efectivamente la. combinacién:a se

1787 013y
obtiene cuando a la comblna016n a2,a3,...,ak+l se le ad-~-

junta el elemento al, cuando a la comb1nac16n al,a3,...,ak,
-se le adjunta el: elemento’ az,‘etc. cuando, finalmente

a la combinacién al,az,...,ak se le adjunta el elemento Bppqe

k+1 _ ok m-k _ m(m-l)o.,(m«k)*&
" 1.20. .k (k+1)




o

Teoréma 7.. Cualquiera que sean los nﬁmeros a y b y

para todo nGmero natural n; se cumple la férmula o

L S

St Spy, . 4+c ap
. i - n
I L

f

(a+b)P=a"=a +clan 1b+.».+c n-1,n (1)

(Teorema ‘del binomic de Newton)*

3 \\*ﬁi st

*f‘ﬁna forma general de poder deducir la suma de potencias de

los n prlmeros naturales es p051b1e alecando el teorema 7:
S

~ Nos proponemos calcular la suma

k, -,k i+ k
Sk"‘l +2 '{ PR

Por el teorema 7, tenemos que
k+1 1 k., .2 kvl

k+1 N e
{m+1) T m —Ck+lm FCk+1 +,.5+1
Haciendo sucesivamente m=0- l,...n, obtenemos
LI o 1,
k+1 k+1 _ k 2 k=1
2 - 177 = Ck+ll + Ck+l l‘ ...+ 1,
.k+1__ k1 _ oL Ko 9 k=1
3= 2T = Ck+12 ey g 4L+ 1,
kel kbl | o1k 2 ‘k~1 e
(n +1) B ) = Crpr® *C . +..,.+.1,

Sumando miembro a mlembro estas 1gua1dade obtenemos,u,

k+1_.1 2 | P1d
| ( +1) k+lSk f Ck+1sk Lqitesat ck+lsl+n+1
Esta f6érmula nos permite calcular la suma Sk si son conoc1das

las sumas anteriores sk__l,a}.",sz,s1

Haciendo k=1, en la.ﬁltimafférmula,‘obtehemOS£

¥

(n+1) M;si'+'n + 1

Despejando‘s y recordando que eb la- suma de. los prlmeros n
naturales obtenemos h : .

i=l+2+..°+h =.Qi%ill (véase el problema 5) .
Haciendo k=2: RO
‘ R 3, n(n+l)
(nﬁll‘u 2+3$1+n+1 382+3——§_—w +n+1

49



Para n=1 tenemos quefg+b;a+b y consecuentemente para
este caso la férmula (1) se cumple.

Supongamos gue

(a+b) ak + ci k 2b2 +...+bk.,

'_Entdnces
(a+p) ¥ 2a (240 ¥ (atb) = (a +Ckak 1b+...+b ) (ath) =
k+l+(1+ck)a b + (cl+c2)ak 1,2 +...+(c +cs+1) k-sps+l, o k+l
k' 7k k
* %
Tomando en cuenta que °k+°§+%_ C;Ii ( ), obtenemos
kel k1, 1 k2 k 1,2 s+1_k-s s+1 K+1
(a +b) | k+1a b+Ck+1 b +...+Ck+1 b .f.+b
* de donde
Sz=12+22+...;n2=.n(n+ié(2n+1) (véase el probl. 6)
Haciendo k=3, obtenemos
A :
(n+;) f4S3+682+4§;+nt1
de donde . ”?""“*"'7:1";J{
3=13+23+...+n _u}n‘n+1)].  (véase el probl 9) Y

- ast sucesivamente haciendo k=4,5,... podemos obtener S4’SS""

. ' N. del T.
**} A partir de la. fﬁrmula del’ teorema 6, o8 f&cil demostrar :
esta igualdad. N, del T. ; . :



‘ 80LUCiONES“A LOS'PBQBLEMAS
tggiHipétesis

"L'ln = 3n-52 :
1)'Para n=1.ié hi§6;ésis esicieffa.'
- 2) Seav' _
<2
Entonces '

k+1 k+3=3k—2+3=3(k+1)—2 .

‘4 Hlpdtesis
skézk-l.
1) Para n=1 la hipStesis es cierta. °
2) Sea
e
Sk=2. . l.

~ Entonces

k k+1
Sk’ sk*z =2

E;-1f'Péré'néiria‘proposicién es verdadeféQ
‘Zl‘Supéngase*qug:

1 +22+32+. L otk2s k0c+1)'c2k+1)
. , 6




Entonces

2,.2..2 2_ k(k+1)(2k+1)

124224324 1k (k41) 2= (k1) (2k+1) (2k+3)

+(2k+1) = .
6 | 5

8. 1) Para n=l la proposicién es verdadera

2) Suponiendo que

:12+§2+524:;:¥(§k;152‘¥vk(Zkél)(2k+1){f;
3

‘Entonces

124234324+ (2k-1) 24 (2kH1) 2= K (2k- 1)(2k+1)

3

+(2k+1)

(k+1) (2k+1) (2k+3)
3

9. 1) Ppara n=1 la prdposicién'esﬁvefdédera.
2) Sea:

AR GEESUL I BT S I Ay N IR
13423 4o v k3 = [Eigiill .

Entonces

134234, a3e )3 _xfoan? + (k+1) [fk+1;(k+?f] )

4

Wp—

10. 1) Para n=1 la proposicién es cierta.

2) supongamos que

14+ x+x% 4.0 =2 21

Entondes‘ '

T VIR S R |
x-1 x-1 '

e koke1.. xKH
1+ x,*'igf¥,g;+xkj’tk+;ﬁ='x



TN

C1.242.3+. . .4k (k+1) +(k+1) (k+2) =

11. 1) Para n=1 la proposicifn es cierta.

- 2) Supbngase que:

1.242.3+. . .+k (k+1) = k(kf%)(k+2)

Entonces

k (k+1) (k+2)
f 3

(k+1) (k+2) (k+3)
3

+ (k+1)(k+2) =

= (k1) (k+2) (541) =
12, 1) para n=1 la.prOposiCiGn es verdadera.

2) si

_ k(k+1) (k+2) (k+3)
4

1.2.342.3.4+. . .+k (k+1) (k+2)

Entonces

k (k+1) (k+2) (k+3)
4

(k+1) (k+2) (k+3) (k+4)
p —

+

1.2.3+42.3.4+. . .4k (k+1) (k+2)+ (k+1) (k+2) (k+3)=

+ (k+1) (k+2) (k+3) =

13. 1) Para n=1 la proposicién es cierta.
2) si

1 -
T3ttt GEY ERFIY T 3RkHT

1 1 k
3.
Entonces

‘1“-+ 2+ + . 1 + 1 = = +
1.3 3.5 " °°°7 (2k-1) (2k+1) (2k+1) (2k+3) 2k+1

1 k+1

MR TS AR



| 14. 1) Para n¥1 la propoéici&n”es verdadera.

Byisil

12 . 22 k2 k (k+1)

I. 5 Tt TRED @R T T(2k+D)

2 22 . k?
3

. , : 2
* koo (k+1)°
t3m et BRI OREY

2k+1) (k37 —

[

+

[

3.5

k1) |, (k#l)d

= - .~ k (2k+3)+2 (k+1) .
Z(2k+1) 7 T2k+1) (2k+37 =

= Uetl) SRRy (2k+3)

_(k+1)(2k2+5k+2) - (k+1)(2k+1)(k+2)_ _ (k+1) (k+2):
2 (2k+1) (2k+3) - 2(2k+i)(2k+3) T 2(2k+3) »

15. 1) Para‘h=1¢1avpropbsiéign es cierta.

2) si

111 x
1.2t 7.7 trot GBk-2) GrF1) -~ 3R+T °

Entonces

1

. 4+ 1
(3k-2) (3Kk+1)

11 ,
. T3K+1) GRHAY

1.2 Y 1.7

'+..0+

k 1

k+1

%2; 1) Para n=1 la propogicién es verdadera.

1.5 5.9 7" (4k=-3) (4k+1) 4k+1 °

' Entonces
B 1.

| S RN
T5 + 5.9 -t WESTERAT * AT

(ARFET =

k.

’“%wr;‘3k+l f ?3k+1)(3k+l).? 3k+4 -

_ k+1

- Zk+ (4k+1) (4k+5)

T 4k+5 °



P

oo

17. 1) Para n=1 la proposicién es cierta.

1 + 1 b o 1 . . Kk
a(a+l) (a+1) (a+2) *°° Ta+k-1) (a+k) ~af(atk) °

Entonces.. -

ae+) t e @ )y Tt D xR (ke

_ _k . 1 _ k¥
= a(a+k+1)

a(a+k) (a+k)(a+k+1)

19. 1) ?a?aih#1 y:n=é la proposici6n eélverdaderaQ .

2) si E
. K1 k-1 L oK_gk
- - ’ - 2
k2 a—8 k=l a-g
Entonces
k-_k k-1 k-1  k+l_ k+l

oa=g . s a=Bg . : a—B

22: 1) Para n=0 tenemos

1+x é x-1 +vl—x2 *

‘fdf'lo,tantb,Vla proposicién es verdadera.

2) si

Entonces



¥ 2 4 Lk Al gkl
1-;-x + 2 + Av4_+Io.+ k + k+l X— + +
1+x 1+x l+x2 14+x2 1§x2H 1
v 2 a k2
l+x2k+l x-1 fl_x2k+2
23. Para n=1 tenemos o ’
L=-gr=""71 -

Para n=2:

x L ox(x=1) _ x-1 , x(x-1) _ (x=1) (x=2)
lfr+~—Sr =T +t—7%—= T
Para n=3:
] X +x&d)_xmdﬂwﬂ
v 2. 37

(x—l) (x-2) U x(x=1) (x-2) oo fxm1) (x-2) (x-3)
2 6 37T .

Esto nos lleva a la hip6tesis de que: '

1._:T;!;_+ x(:zg-l-l) - ”._'_( )" x(x-l)r.l:.(x-n+1)

L oenyP (D) (x=2)... (x-n)

n!

1) Para n=1 la hip6tesis es cierta -

as
B R T L Te= I eCe S1

= -k &) <X~2]){;..‘(x—k) m

Entonces



1 -+ 2 ek x‘*,l";:‘x‘k+1’
k+1 x(x-l)...(x—k) _
+-) K+1) ! =
= (-1 ¥ L2 1)(x«2).,,(x»k) k+l x(x-1)...(x=k) _
B T T

k+1 (x-1) (x-2)...(x=k) - =
(-1) = ) [k+1 1]

o1y KL (xo1) (x2) ... (oK) (x-k=1)
| D]

26. 1) Para n=0 la proposicifn es cierta.

2).Supdngamosla_ciertafpara“n=k;‘est6?es-

Ak = 11k+2 + 122k+1

es divisible entre 133. Entonces:

k+3 k+3 o 1 ,2k+3 _

2(k+l)+1 b 122

o+ 12 =11

Pesr = 117
k+2 2k+1 _

11.11%%2 4 144.12

k+2 2k+1

11.11%%2 4 133,12 2k+1 _

+ 11 12

+2 .. 2k+1

110(113 +12 2K+l _

) + 133 12

llAk + 133.12%%F1

fa

Hemos podido representaf'a Ak+l como la suma de dos nﬁmerds,
cada uno de los cuales es d1v151b1e entre 133 pqr'lo cual Ak+1
es lelSlble entre 133, -

fgg’ Para n—l la prop051c16n es verdadera, puesto que una recta
lelde el plano en 2 partes.

Supongamos que k diferentes rectas que pasan por un mismo punto



38
~d1v1den al plano en 2k partes. Entonces la (k+l)—é51ma recta,

trazada por dicho: punto, lelde en dos a'dos de estas partes v

por tanto el plano queda”d1v1d1do en 2(k+1) partes.

29. »l)vLa recta AB divide al plano\P en dos semiplanos P1 y
cemos las_ cond1c1ones del problema. _Esjpor_esto que la propo~

‘“D;bujemos a Pl de blanco y a P, de negro y con ello satisfa-
s1016n es c1erta para n=1,

2) Supongamos cierta la proposici&n para n=k y el plano P queda
pintado como plden las cond1c1ones del problema.r La (k+1) ~€sima
recta CD divide el plano P ‘en dos semlplanos Q1 y Q2 Puesto-

‘tituimos 1o~ plntado ‘con blanco por color negro y viceversa,

Supongamos ahora que 01 y 02 son reglones vec1nas cualesqulera
obtenldas 1uego de trazar CD. Es pos1b1e uno de los sigulentes .
casos: '

bl

a) 0l y 02 est&n en lados dlferentes de CD.
“B) 0, ¥ 0; s6 encuentran de jun-»- solo lade de CD.’

En el primer caso, antes de trazar CD y luego de haber trazado
las k primeras rectas, las regiones 0 y O ‘formaban una misma
regibn y~estaban plntadas de un mismo color Ahora bien, aque-
lla regidn que pertenece a leconserva su color y aquella que
esta en Q2 1ntercamb1a sus. colores, Esto signlflca que en
este caso 01 y 02 estan plntados con colores dlferentes.

En el segundo caso, luego de haber trazado las k primeras rec-
tas y antes de trazar CD, las regiones 01 ¥ 02vse encontraban
en dos regiones vecinas diferentes con frontera en una de las
primeras k rectas. Esto significa que en esas condiciones las

reglones 01 QfQZ estaban pintadas con colores diferentes.



ii. 1) Para n=1 la proposicién es cierta, ya que

.3x 3x Xy
sin= s1n +(51n > - 31n7), 1
Vi X = g X - = 7 + ¢cos xX.
2sin 5 | 2 sin 3
2) Si
' . 2k+l
sin=—z~=x
1 _ e L N 2
7 + cos x + cos 2X +...+ cos kx = —
2 siny
vEntonces
%+cos X + cos 2x +...+ cos kx + cos (k+1)x =
o s1n2k;l e R 31n2k;lx +g2,51n§rc05(k+1)x
= ——F— + cos(k+l)x = ——=2— 2=
2 sinz 2 sin 3
Asin2k+lx + (sin 2k+3x_Sln2k+l y sih2k+3 X
- 2 , 2 2. _ = )
; E n CoauX y
2~s1n5‘ 2 siny

35. 1) Para n=1 la proposicifn es cierta ya que

2 sin x - smn 2X = 2 sin x (1 - cos x)- sin x

1 Py A . 5 X
4 sin- 2 “4 sin 1

2) Suponiendo qﬁe;

sin x + 2sin 2% +...+ k sin kx =

(k+1)51n kx - k- s1n(k+l)x
' 4 sin? % v

" - Entonces

sin x + 2sin 2x +...+ k sin kx + (k+l) sin (k+l)lx =

(k+1) sin kx - kaln Getl)X o (k4d) sin (k+1)x =
4 sin? 5 ' ' |



- (k+1l}sin kx-k sin {(k+1l)x #+ 2(k+1) sin (k+l)x (l~cos x)

. ¢ sin? 3
- (k+2) sin (k+1)x + (k+1) sin kx _
 4sm2i -
- v » _ 2(k+l) cos x sin (k+1l)x -
. ; . s T 2 X
4 sin 2v

(k+2) sin (k+1)x + (k+1) sin kx _

4 sin? %

il

(k+1) [sin (k+2)x + sin kx}

4 sin? %

(k+2) sin (k+1)x - (k+1) sin (k+2)x
- 4 sinz;%g>. e

36, 1) Para n=1 la proposicibn es cierta, ya que

e

2 cos X - cos 2x-1 _ 2 cos X - 2 cos? x _cos x(l-cos x) _ cos. %
2 2 X 2 , ’

L2 X o _ Cein2 X l .2 X
fetntz oo temig o REmag

2) Si suponemoé:Cierto que

(k+1) cos kx-k cos (k+1}x-1
4 sin? %f

cos X + 2 cos 2x +...+ k cos kx =

Entonces

cos X + 2 cos 2x teoot k cos kx + (k+l) cos (k+llx =

+ (k+1) cos (k+l)x =

_(k+1) cos kx = k cos (k+l)x—1

4 sin? %!



_ {k+1) cos kx - k cos (k+1Dle'+
4 sin? %

2(k+1) cos (k+1$x %1—cos X)
-4 sin? % |

2533

(k+2) cos (k+1)x (k+1) cos kx _

4 sin?

‘qu +

2 (k+1) cos x cos (k+1)x+1
4 sin? %

(k+2) cos (k+1)x + (k+1l) cos kx

4 sin? 3

(k+1) [ros (kt2)x

coékﬂ+l=

NjX |+

o

4 sin?

C(k+2) cos (k+l)x — (k¥1) cos (k+2)x-1
4 sin? %- -

12' 1) Para n=1 la proposicién es verdadera, puesto que

: . —eg2X 2 X :
1 . x 1 x 17tz tgt 37 4y
- m=ctg - ctg x =5 ctg 5 - = = > tg =
2 2 - 2 2 2 b4 X 2 2
2tg-2— 2tg5_— .
2) Si suponemos que:
1 X 1 % 1 X 1 X
=tg 5+ — tg — +...+ = tg = = =— ctg = - ctg x.
2 2 22 22 2k 2k 2k 2k
Entonces
1 X i X 1 X 1 ' X
> tg > + = tg Z— +...4+ ¢ tg X + tg =
2772 52 92 NI N




I

1. 1 ‘ 1 X 1 2
= e OEG —— - cfg"x,+ —_— g e = e '
SR T QR T T T GRRL  REL T ok

?ctg';E%I

LT | —x " ctg x = 3T ctgz-§§E~— ctg x .
2 C.tg;]zq 27 2

38. 1) Tenemos que:

"Eétéféiéi ;\arétgrlf =-§%%~5 % .

Por esto

W b=

arctg2-aretgl = arctg = are¢ctg 3.

Esto siqnifica que paravn#lwla proposicibn es cierta.

2) Demostremos primeramente que:

~ arctan(2k+3) = arctan §$%~f'arctan 1 (1)

En efecto

, T x*2
: k+2 k+1 & 1
| tg(arctgk+1 arctgl) = k+2 = 3%+3

Esto quiere decir que:

arctg 5?%3 #‘arcctg(2k+3) ='arctg§$%".arctg ;-‘

Supongamos que la proposigiﬁnﬁestvexdadgxg para n=k, esto

Lesy o

Sy afétan“3‘+ﬁéf€t&ﬁ'5T¥.,.+ arctan (2kt+l) =
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Go=oarctan 2 4+ arctan'% +...+ arctan E%l-— k arctan 1 (2)

ggggembétrarembs gue entonces también es cierta para n=k+1l, o
sea que
arctan 3 + arctan -5 + .., + arctan (2k+3) =

= arctan 2+...+ arctan %}%74 (k+1) arctan 1
(3)

y esto efectivamente se cumple, pues Sﬁﬁéndbvﬁiémbro-é'miembro
las igualdades (1) v (2) obtenemos (3).

40. 1) Para n=1 la proposicién es verdadera, ya que
i = T oo osi '1.
| {? i 2‘(cgs 6 ; s;n 6).
2) Si suponemos que se cumple
CREaRE 2K (cos BT St sin KDy .

Entonces

o)k é*Qk“idﬁs%ﬁ??Tiwéih%EJ.Z(cos%-- i sing) =

= Zk+l [%05'1E%£L1 - i sin iﬁ%&l;] .

4257°1) Parafh%l 1a'§f0§05iciéﬁ es cierta,

2) Si suponemos que:
(cos x + i sin x)k = cos kx + i sin kx.
Entonces

*1 = (cos kx + i sin kx) (cos x +.i sin x) =

" (cos x + i sin m¥

i

cos fk+l)x + i sin (k+1)x.
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44. Es incorrecta la Gltima frase: "La prop051c16n ha sido
demostrada™. “En realidad fue demostrado que

e

es clerta para n=k+l, si dicha desigualdad se cumple para n=k,
"donde k es un nfimero natural cualquiera.

De esto aun no . se Siguewque esta desigualdad se cumpla
por lo menos para algflin valOr'defn Yy menos para todos los va-

lores naturales de n.

' En resumeh el error consiste en que fue demostrado
sb6lo el teorema 2, pero el teorema 1 no fue con31derado y la
“°base para la induccién no fue creada.

45. Es f&cil darse cuenta que 3 es el menor nfimero natural n,
para el cual la desigualdad 2" > 2n+l es cierta.

Considerando que de la veracidad de la desigualdad, pa-
ra n=k se sigue lo mlsmo para n=k+l (problema 44) afirmamos

que la de51gualdad es cierta para todo nfmero natural n23.

48. 1) Para n=2iiafde5i§ﬁaldad;es cierta, puesto que:

> /2,
2) Si suponemos que:

e

> /K (1)
T | - ‘

Rl

Demostremos que

—-l_—+_l 0¢O+—g—- . l

+
T /T k' kT

> /L . (@2)



”‘Paré'£OdOJk;Q tiene lugar'la'desigualdad -

1 . T - & (3)

Yk+1

"En efecto, la aesigua;dad (3) se cbtiene de la si-
guiente: R o

k

1 > L

S
multiplicando ambos miembros por vk+l - /k: Sumando miembro
a miembro las desigualdades (1) y (3) obtenemos (2).

49. 1) Para n=2 la desigualdad se reduce a l% < 6 que es
cierta. o ' - ' v

2) Si suponemos que

4 n)!
k+1 (kf)s '

donde k32. No es difiéii comprobar que para k>0 |

4(ktl) _ (2k+1) (2k+2)
k+2 k+1)2
Por eso
% ag1) | (k) (2k+1) (2k+2)
K+I © Tk+2 kD2 * ~ (k¥llz. ’
es decir
a1 oke2)

kF2- < [REDITTZC





