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1. Introducciéon

El presente articulo surge de unas notas que los autores escribieron pa-
ra un minicurso en Fisica-Matematica de la IV Escuela de Invierno en
Matemadticas, organizada por la Unidad Oaxaca del Instituto de Ma-
tematicas de la Universidad Nacional Auténoma de México (IMUNAM)
en diciembre del 2018. Las escuelas realizadas en Oaxaca han estado
dirigidas principalmente a estudiantes avanzados de los programas de
licenciaturas en matemadticas y fisica, por lo que los temas se eligen y se
presentan siempre a un nivel basico, procurando asi que resulten acce-
sibles a los estudiantes. Por consiguiente, en este articulo los autores se
han enfocado en presentar los temas con argumentos que sean faciles de
seguir para estudiantes con conocimientos de Cdlculo en Varias Varia-
bles, Teoria de Grupos, Algebm Lineal y algunos conceptos elementales
de Geometria Diferencial y Topologia.

Los objetos principales de este articulo son los grupos de Galileo G y
de Poincaré P. Los grupos G y P han jugado un papel fundamental en
la «fisica cldsica» (pre-relativista) y la «fisica moderna» y constituyen
ejemplos importantes de grupos con propiedades interesantes desde el
punto de vista algebraico y geométrico. Es importante resaltar que la
literatura existente sobre estos grupos es de dificil acceso y sus propie-
dades se encuentran con frecuencia dispersas en textos de fisica con un

Palabras clave: Grupo de Galileo; grupo de Poincaré; grupo de Lorentz.



44 S. A. HOLGUIN CARDONA E I. TELLEZ TELLEZ

enfoque tedrico y algunos textos avanzados sobre grupos y algebras de
Lie. Lo anterior conlleva a que tanto matematicos como fisicos tengan
dificultades a la hora de entender dichos grupos y sus propiedades, e.g.
en fisica es comun que G y P se presenten usando las nociones fisicas de
«marcos inerciales», lo cual hace que los mismos sean complicados de
entender para estudiantes de matematicas. Por otra parte, algunas de
las propiedades de estos grupos pueden ser entendidas en forma simple
usando resultados elementales de teoria de grupos y algebra lineal y en
raras ocasiones se presentan estas ideas a los estudiantes de fisica. A
juicio de los autores, lo anterior amerita escribir un articulo de revision
donde se introduzcan los grupos G y P en forma matematica y se estu-
dien algunas de sus propiedades béasicas, de esta manera la exposicién
puede resultar de algin valor para ambas audiencias: por una parte
acerca a los matematicos a dichos grupos, los cuales constituyen ejem-
plos interesantes de grupos de Lie, y por otra parte, se justifican algunas
propiedades de estos grupos usando argumentos de teoria de grupos y
geometria. Argumentos que por cierto no aparecen con frecuencia en
los textos de fisica. Un buen articulo de revisién que aborda en parte
las transformaciones de Lorentz y el grupo de Poincaré es [13], en el
presente articulo se estudian los grupos G y P y se presentan algunas
de sus propiedades bésicas usando argumentos de textos clasicos de un
nivel intermedio en matematicas y fisica como [T, 2, [16].

1.1 Origen del grupo de Galileo

Las nociones de espacio y tiempo de la mecanica se remontan a la época
de Galileo (1564-1642) y Newton (1642-1727). A grosso modo y usan-
do un lenguaje moderno, el espacio viene representado por R? con la
métrica euclidiana g y el tiempo viene representado por R con la métri-
ca del valor absoluto. Histéricamente, basado en observaciones fisicas
y en la nocién de observador inercial, Galileo encuentra expresiones al-
gebraicas para las transformaciones de coordenadas entre observadores
inerciales. Las expresiones anteriores podian escribirse como transfor-
maciones afines asociadas al espacio y al tiempo y podian componerse
en forma natural, dichas transformaciones fueron llamadas transforma-
ciones de Galileo. El conjunto de estas transformaciones —bajo la com-
posicién— forma un grupo G que en fisica es llamado el grupo de Galileo.
Las transformaciones de Galileo pueden también deducirse matemati-
camente imponiendo dos propiedades para transformaciones afines de
R* = R x R3. Concretamente, el grupo de Galileo es el grupo de trans-
formaciones afines que dejan invariantes los intervalos temporales entre
cualquier par de puntos de R* y que preservan la distancia euclidiana
asociada a g entre ciertos puntos de R* llamados «eventos simultdneos»
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[1]. Hasta fin del Siglo XIX, el grupo de Galileo fue considerado como el
grupo que codificaba las propiedades del espacio y tiempo Newtoniano
y fue usado ampliamente a lo largo de toda la Mecdnica C’ldsica.ﬂ

1.2 Origen del grupo de Poincaré

En 1905 Einstein escribe tres articulos que revolucionaron la fisica en
su momento y cambiaron para siempre la forma en que se entendian
conceptos fisicos fundamentales. En uno de estos, llamado Zur FElek-
trodynamik bewegter Korper (Sobre la electrodindmica de cuerpos en
movimiento) [5] Einstein proponia una forma distinta, a la descrita
por la Mecénica Clasica, de entender el espacio y el tiempo. Como es
bien sabido, las ideas de Einstein se comprobaron después experimen-
talmente y terminaron por modificar nuestra concepciéon del espacio
y el tiempo mismos. A grosso modo, en dicho articulo Einstein intro-
ducia una descripcion del espacio y el tiempo como una sola estructura
llamada espacio-tiempo, estructura que vendria representada por R*
junto con un «tensor métrico» o pseudo-métrica n y proponia dos pos-
tulados para una nueva teoria fisica. En la actualidad esta teoria es
conocida como la Teoria de la Relatividad Especial y los postulados son
comunmente llamados el principio de la relatividad y el principio de
constancia de la velocidad de la luz. Quizés valga la pena mencionar
que Einstein llega a dichos postulados después de meditaciones profun-
das sobre la Teoria Electromagnética y los resultados que arrojaba un
experimento célebre de la época, resultados que por cierto evidenciaban
un «conflicto» existente entre la Teoria Electromagnética y la Mecani-
ca Clzisica.ﬂ Posteriormente, a principios del Siglo XX Minkowski y
Poincaré se interesaron en las ideas de Einstein. De hecho, Minkowski
y Poincaré estudiaron de forma independiente las matematicas de la
relatividad especial y las implicaciones de la misma en Geometria Dife-
rencial’y Teoria de Grupos, mayores detalles sobre las contribuciones de
ambos matemadticos pueden encontrase en [18]. En particular, Poincaré

!La Mécanica Clésica es en esencia la reformulacién de la cinemdtica de Galileo y la mecénica
de Newton que fue llevada a cabo posteriormente por Lagrange, Euler y Hamilton, entre otros.
Dicha mecénica fue considerada como la teoria subyacente a toda la fisica hasta finales del Siglo
XIX, al punto de que inclusive el electromagnetismo fue escrito inicialmente usando coordenadas
del espacio y tiempo Newtoniano.

2El electromagnetismo predecia que la luz era una onda electromagnética que se desplazaba en
el «vacio» a velocidad ¢ = 2.99792458 - 108m/s ~3- 108m/s7 lo que dio lugar a la creencia de la
existencia de un medio conocido como «eter luminifero» (medio en el cual la luz se propagaria a
velocidad c). Por otra parte, la forma en que se representaban el espacio y el tiempo en la Mecdnica
Clasica implicaba la existencia de una propiedad general conocida como la regla de adicion de
velocidades de Galileo. En concordancia con esta propiedad, Michelson y Morley disefiaron en
1887 un experimento que permitirfa medir la diferencia entre ¢ y el valor de la velocidad de la
luz con respecto a la tierra (debido al movimiento relativo de la misma con respecto al supuesto
medio). El experimento fracasd, i.e., no se detecté diferencia alguna entre dichas velocidades.
Detalles sobre este perfodo fascinante de la historia de la fisica pueden encontrarse en [6].
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noté que las transformaciones de coordenadas que estaban relacionadas
a la nociéon de espacio-tiempo de Einstein formaban un grupo P, dicho
grupo es hoy en dia conocido como el grupo de Poincaré.

Notacion: A lo largo del articulo se seguird la siguiente convencién
de indices, letras de la mitad del alfabeto griego como u, v, p denotan
indices de «espacio-tiempo» y toman valores 0, 1,2, 3, con el indice 0
denotando la coordenada «temporal». Letras de la mitad del alfabeto
latino como 1, j, k denotaran indices de «espacio» y tomaran valores
1,2,3. Cantidades con indices del tipo A = (A*), b = (b') son usual-
mente entendidas como columnas con cuatro y tres componentes res-
pectivamente. A menos de que se especifique lo contrario, las sumas
se realizaran siempre sobre los indices que aparezcan dos veces en un
término. Asi por ejemplo

S A'B,,, Y aA

indican sumas con = 0,...,3 e i = 1,2, 3, respectivamente.

El articulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién
se define el grupo de Galileo G, en particular se muestra que G puede
encajarse como un subgrupo de Gi5(R). Se define el subgrupo G de
G, el cual resulta de quitar las traslaciones en G. Se muestra que G
tiene un subgrupo normal G y se prueba que G /G es isomorfo a Z,.
En la seccion [3| se definen el grupo de Poincaré P asi como algunos
de sus subgrupos; se define el grupo de Lorentz £ y se muestra que
este ultimo contiene como subgrupos normales a los grupos de Lorentz
propio £ y ortocrono L', por consiguiente también al grupo de Lorentz
propio ortocrono El = L, NL"y se prueba que L/ £1 es isomorfo a
Ziy X Z5. En la seccion (] se introducen conceptos de geometria, topologia
y grupos de Lie que seran necesarios en la siguiente seccion, se describen
brevemente los conceptos de variedad suave, grupos y algebras de Lie
y se ilustran dichos conceptos con ejemplos. En la seccién [5| se estudia
la estructura topoldgica de los grupos G y P y se muestra que ambos
son subgrupos de Lie de Gl5(R) de dimensién 10. Se muestra que los
subgrupos G 'y £ de G y P son grupos de Lie de dimensiéon 6. Se
describe la componente conexa que contiene a la identidad en Gy Ly
se prueba que ambos grupos tienen dos y cuatro componentes conexas
respectivamente; finalmente se muestra que esta propiedad se extiende
a los grupos G y P.
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dos revisores anénimos del articulo por sus comentarios, sin duda las
aportaciones de ambos ayudaron a mejorar considerablemente el mis-
mo. El primer autor agradece a Hugo Garcia Compean por algunos
comentarios relacionados con el grupo de Poincaré. El segundo autor
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2. Grupo de Galileo

El espacio y tiempo Newtoniano esta modelado por
R* =R x R® = {(t, 21,29, 23) : t, 2; € R}.

A cada punto p = (t,2) € R* se le denomina evento. Con t la coorde-
nada temporal (el tiempo en el que «ocurre» el evento p) y x € R? las
coordenadas espaciales (véase [I], p. 4]).

Considere la funcién tiempo 7 : R* — R dada por 7(p) = t. El inter-
valo de tiempo entre dos eventos p = (t, z1,x2,x3) yp' = (¢, 2, ), x%) €
R* estd dado por 7(p — p') = t — t'. Dos eventos p = (t, 11,72, 23) ¥y
p = (', 2, 2}, x%) se dicen simultineos si T7(p) = 7(p') y la distancia
entre dos eventos simultaneos se define como

A(p, 1) = Ip = o/l = v/(ox — 202 + (w2 — )2 + (5 — 25"

Y/ Z(xl —x;)?,

la cual coincide con la norma euclidiana de p — p’ € R*.

Las transformaciones de Galileo son las transformaciones afines del
espacio y tiempo Newtoniano que preservan los intervalos de tiempo
y la distancia entre eventos simultaneos, i.e., son las transformaciones
T : R* - R* dadas por

T(p)=L(p)+b, VpeR

donde L : R* — R* es una transformacién lineal, b € R* esta fijo y
tales que

T(T(p1) — T(p2)) = 7(p1 — p2) (1)
y
d(T'(p1), T(p2)) = d(p1,p2) si 7(p1) = 7(pa2). (2)
Ejemplo 2.1. Las siguientes transformaciones son transformaciones
de Galileo.

(i) Movimiento uniforme rectilineo:
Ti(t,z) = (t,x + tv), con v € R’
(ii) Traslaciones en el espacio y en el tiempo:

Ty(t,x) = (t + s,z + a), con (s,a) € R x R®.
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(iii) Transformaciones ortogonales en el espacio:
T5(t,x) = (t, R(x)), con ReO(3).
Aqui O(3) es el grupo de transformaciones ortogonales en R?, i.e.,
OB3)={L:R* - R? lineal : (L(z),L(y)) = (v,y)}.
con (z,y) = > x;y; el producto punto en R3.

Lema 2.1. Sea G el conjunto de transformaciones de Galileo. Cada
T € G es composicion de transformaciones del tipo (i) - (iii) descritas
en el ejemplo anterior.

Demostracion. SiT es una transformacion de Galileo entonces preserva
intervalos de tiempo: 7(T(p1) — T(p2)) = 7(p1 — p2) para todo py,ps €
R*. En particular, haciendo py = 0 tenemos que 7(L(p;)) = t para todo
p1 € R%. De esto se sigue que

T(ta ZL‘) = L(ta ZL‘) +b= (t7 Ll(tv l’), L2(t7 JZ), L3(t7 l‘)) + b7
con L; : R* = R lineal. La linealidad de los L; implica que
Li<t, .%‘) = Lz<t, 0) + LI(O, JI) = tUZ' + Lz(()?.%‘) s

con v; constante.

Falta determinar L(0,z) = (0, L1(0, ), L2(0,x), L3(0,x)). Note que
si p = (0,2) entonces d(T'(p), T(0)) = d(p,0) puesto que T preserva
distancias para eventos simultaneos. Al sustituir 7', esta ecuacién se
reduce a ||L(0,z)|| = ||z||. Por lo tanto, la aplicacién R : R?® — R3
definida por R(x) = L(0,z) es una aplicacién lineal que preserva la
norma. Vamos a demostrar que R preserva el producto punto. Por un
lado

IR(z — )| = || Rel]® + 2(Rx, Ry) + || Ry||* = ||=[|* + 2(Rz, Ry) + [|y|*
y por otro lado
IRz = y)II* = llz = yl* = ll2]* + 2(z, y) + [ly]|*.
Igualando las dltimas dos expresiones se sigue que (Rz, Ry) = (z,y), y
asi R € O(3).
Finalmente, con b = (s,a) € RxR? y v = (v, v9,v3) € R? constantes
se tiene
T(ta ZL‘) = (tv Ll(ta $)7 LZ(tv ZL’), L3(t7 l’)) +b
= (t,tvy + L1(0, ), tvg + L2(0, ), tvs + L3(0,2)) + (s, a).
Por lo tanto
T(t,z)=(t+ s, Rx +tv+a). (3

~—
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El lema [2.1] implica que cada transformacién de Galileo T' queda
determinada por s € R, v,a € R® y R € O(3) y viceversa.

Teorema 2.1. FEl conjunto G es un grupo con la composicion de fun-
ciones. El grupo G es llamado el grupo de Galileo.

Demostracion. Sean Ty, Ty € G. De se tiene que

Ti(t,x) = (t+s1, Riz+tvi+aq), To(t,x) = (t+ 59, Rex+tva+as),

con 81,89 € R, vy, v9,a1,a2 € R®y Ry, Ry € O(3). De donde
TioTy(t, x) = (t+s1+59, (R Ro)r+t(Rive+v1)+ 8901+ Rias+aq) . (4)

Ya que O(3) es un grupo, Ry Ry € O(3) y de (4) se obtiene que Ty 075 €
G. La identidad I(t,z) = (t,x) es un elemento de G y actia como
elemento neutro bajo composicién de funciones. Adicionalmente, ya
que R7' = R' para todo R € O(3), se sigue de la expresién para la
composicion que la inversa de T esta dada por

T '(t,x) = (t —s,R'z + sR'v — R'a — tR").

Finalmente, la asociatividad se sigue de la asociatividad de la compo-
sicién de funciones. O

Consideremos ahora el espacio afin de R® dado por
V={(tur1) €R°: (t,x) € R*},
y sea T' € G dada por , a dicha T se le puede asociar la matriz real
de 5 x5

u(T) =

0
R (5)
0

oS =
—Q ®»

con s € R, v,a € R¥y R € O(3). Note que para cada punto p =
(t,z,1) eV

(T)(p) = (t+s,R(x) +a+tv, 1),
por lo que «(T) preserva a V' y a la regla de correspondencia de T en

R*. Se sigue entonces el siguiente resultado.

Proposicion 2.1. El grupo de Galileo G es isomorfo al subgrupo de
Gl5(R) definido por

1 0
R € M;(R):s€R, v,ae Ry Rec O(3)
0

— 2 W

v
0
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Demostracion. La multiplicacion de dos matrices en este conjunto estd
dada por

1 0 S1 1 0 S2
U1 R1 aq (%) RQ a2
0 0 1 0 0 1
1 0 S1 + So
= v + R1U2 R1R2 V189 + R16L2 + ay , (6)
0 0 1

por lo tanto el conjunto es cerrado bajo el producto de matrices. La
identidad se obtiene al hacer Ry = I, so =0y as = vy = 0 y el inverso
esta dado por

-1

1 0 s 1 0 —5
v R a = —R'v R' R'(sv—a)
0 0 1 0 0 1

La asociatividad se sigue de la asociatividad del producto de matrices.

Al usar ([6), la aplicacién ¢ : G — M;5(R) definida en ([]) y la expresién
, se tiene que (T} o Ty) = «(T1)u(T3) y asi ¢ es un homomorfismo
de grupos. Para terminar basta ver que ¢ es inyectiva, lo cual resulta
evidente de () y del hecho de que cada T' € G queda determinada por
seR,v,aeR*y Re O(3). O

Si R € O(3) entonces RR' = I, por lo que (det(R))? = 1y asi
det(R) = £1. De donde

1 0
det | v R =det(R) = £1
0 0

— Q

y por consiguiente G tiene dos componentes disjuntas
G,={AeG:det(R)=1} y G- ={Ae€G:det(R)=—1}.
Por otro lado, note que tomando s =0y a =0 en se sigue que el
conjunto
1 0 0
G = v R0 |:RecO(3),veR? (7)
0 0 1
es un subgrupo de G, el cual tiene a su vez dos componentes disjuntas
dadas por:

Go={AcG:det(R)=1} y G_={A€G det(R)=—1}. (8

Ya que la funcién det : G — Zy es un homomorfismo de grupos,
ker(det) = G, es un subgrupo normal de G y podemos considerar
al grupo cociente G/G . Véase [15, p. 76].
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Proposicién 2.2. El grupo cociente G/G es isomorfo a Zs.

Demostracion. Primero probaremos que G_ = AG, donde

1
A= I
1

Tenemos que det(AB) = det(A) = —1 para todo B € G, por lo que
AG, C G_. Por otro lado, AB € G, para todo B € G_ y puesto
que A% = T se sigue que todo B € G_ satisface B = A(AB), es decir
G_ C AG, y por lo tanto G_ = AG,.

Si CG4 € G/G4 con C' € G_ entonces, por lo demostrado anterior-
mente, C' = AB con B € G,. Luego CG, = G_ y se tienen solo dos
clases de equivalencia. O

3. Grupo de Poincaré

Considere el par (R* n), donde R* es inicialmente el espacio vectorial
real con producto escalar n : R* x R* — R definido por

n(z,y) =D mwaty’,  VryeR* (9)

con 1 = (nw) = diag(—1,1,1,1). Note que el producto escalar n
es simétrico, bilineal y no degenerado.ﬁ No obstante, debido a que
noo = —1 el producto 7 no es positivo definido.

Consideremos en este espacio las transformaciones afines 7' : R* —
R* tales que

n(z—y.x—y) =nT(z) = T(y).T(x) - T(y). Ve,y R (10)
Si (10) se cumple para algin T, se dice que T preserva la distancia
espacio-temporal. Teniendo en cuenta que las transformaciones son afi-
nes T'(z) = Az + a con A = (Af,) una matriz y a = (a”), equivalente-
mente, en componentes

T(x) = Z AP 2t 4 a.
La expresion impone una condicién algebraica para A, propiamente
n(z,z) =n(Az, Az), Vz e R, (11)
Ya que 7 es bilineal y simétrica

dn(z,y) =nx+y,z+y)—nlx—yz—y), Ve,yeR'. (12)

3Sea n(z,y) = 0 Yy € R* y suponga que x # 0. Si x* # 0 es una componente de x, tomando y
tal que y* =1y y” = 0 para v # pu, se obtiene n(z,y) = z#.
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Usando se sigue que la condicion es equivalente a

n(z,y) =n(Ax,Ay),  Va,y € R (13)
Sustituyendo los vectores de la base usual en se obtiene
Mw =Y 1MpeN AT, equiv.  p=AmA. (14)

Es conveniente denotar a cada T que satisface la condicién (14]) como
T =Ty, y asi, en términos matriciales escribimos

Tholz) =Ar+a. (15)

Teorema 3.1. El conjunto P de las transformaciones afines Th ,, defi-
nidas en y que satisfacen la propiedad algebraica , €S uUn grupo
bajo la composicion de funciones. El grupo P es llamado el grupo de
Poincaré.

Demostracion. SiTh,, Tx z; € P entonces
Tia0Tha(z) =Tss(Ax+a) = ANz +Aa+a,

y como A y A satisfacen , también AA satisface E| Por lo tanto

T/_\,EL © TA,a = T/_\A,/_\a—i-a . (16)
Ya que la matriz identidad I € M;,(R) satisface trivialmente (14), de la
expresion es claro que 17 es la identidad en P. Ahora, tomando
el determinante en ([14)) se sigue que —1 = det(n) = —(det(A))? y por
consiguiente se tiene la condicion

det(A) = £1. (17)
De lo anterior se sigue que existe la inversa A~! de cualquier A que
satisfaga , mas aun, multiplicando a la derecha por (A™!)t y a
la izquierda por A~! se obtiene
(A7)'pA™ = (A TATAAT =

y asi A~ satisface . Por consiguiente (TAﬂ)_1 = Th-1_p-14 €5 UD
elemento en P y la asociatividad es inmediata al ser el producto en P

una composicion de funciones. O]

Ahora, como se mostré en la seccion , del homomorfismo ({5 se sigue
que G es un subgrupo de Gl5(R). Una propiedad similar se sigue para
P si se considera la inclusién

A a
TA’“H<O 1), (18)

con A € £, a € R* una columna y 0 una fila de cuatro ceros. Ya que
esta inclusion es un homomorfismo de grupos, se obtiene el siguiente
resultado.

4De propiedades bésicas de matrices se sigue (AA)*n(AA) = AY(A*nA)A = AtnA = 7.
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Proposicion 3.1. El grupo de Poincaré P es isomorfo al subgrupo de
Gl5(R) determinado por la imagen de (18).

De la descripcién de P hecha en el teorema , en particular de ((16)),
se sigue que

TiooTho=Txpp, (19)

y por lo tanto se puede identificar a cada T con la matriz A. Bajo
dicha identificacion el grupo de Lorentz

L ={A € My(R): A'nA = n}

es un subgrupo de P. De se tiene que det(A) = £1 paratoda A € L
y por lo tanto podemos considerar al subgrupo de Lorentz propio

L.={A€L:det(A) =1},

El grupo £, es un subgrupo normal de £, lo cual se puede deducir del
hecho de que la funcién det : £ — Zs es un homomorfismo de grupos
cuyo kernel es £,. Véase [15, p. 76].

Observe que al poner ;= v =0 en se tiene

— 1= e NpAG = —(AD)* + D (A7)
de donde
(AD? =1+ (A =>1. (20)

Asi, para toda A € L se tiene A% > 1 6 bien A% < —1. Note que ambas
cotas se alcanzan puesto que tanto la matriz identidad I como la matriz
diag (—1,1,1,1) estdn en L.

Proposicién 3.2. El conjunto LT = {A € L : A} > 1} es un subgrupo
normal de L. A este subgrupo se le conoce como el grupo de Lorentz
ortocrono.

Demostracion. Primero demostraremos unas desigualdades. De se
sigue que, para cualquier A € £, la norma del vector (A}, A%, A%) es
v/ (A%)? — 1. Ademds, observe que si A € £ entonces A~' € L y por lo
tanto A* = nA~1n. Luego AnA* = n y asi A' € L, por consiguiente la
norma del vector (A%, A%, A%) es también /(A%)2 — 1.

Para A, A € L se tienen las expresiones

(AA)OO = AOOAOO + Z Aio‘/_xoz‘ ) ‘Z Aio‘/_xoz‘ < \/(A00)2 - 1\/(A00)2 -1,
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donde la segunda expresion resulta de la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Asi se obtiene

< A%A% + ¢ (AG)2 — 1/ (R9)2 1. (21)

Un célculo directo muestra que zy — v a2 — 1\/y2 —1>1siz,y>1
6z, y < —lyquezy+va2 —1/y2— 1< —lsiz < —1yy > 1 (ambas
desigualdades se dejan como ejercicio al lector). Por lo tanto de se
tiene la siguiente tabla de multiplicacién en £

AOO AOO (ij)OO
+ |+ | 4
_l’_ — —

— _l’_ —

En la tabla anterior el signo — (resp. signo +) denota un nimero
real menor o igual a —1 (resp. mayor o igual a 1). Asi, el producto es
cerrado en £ y la inversa de un elemento A € L' es un elemento de
L', Concluimos que LT es un subgrupo de L.

Para demostrar que LT es normal observe que para todo A € £, Af,
y (A™1)% deben tener el mismo signo, de lo cual se sigue que si A € LT
entonces (AAA™H)S > 1. O

De lo anterior se sigue que existen cuatro componentes disjuntas de
L, propiamente

£l ={AeL:det(N) = A0>1}
LY ={A e L:det(A) = < —1};
LY ={A e L:det(N) = —1, AO > 1}
Y= {AeL:det(A) = —1,A% < —1}. (22)

De las propiedades del determinante y de la tabla anterior se sigue
que solo El es un subgrupo de L, este es el grupo de Lorentz propio
ortocrono. Note que El = L, N L" es normal en £ puesto que es
interseccién de subgrupos normales en £ (véase [15, p. 81]).

La observacién anterior sobre Li se puede reformular de la siguiente
manera. La tabla de la proposicién implica que la funcién sgn : £ —
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Zs definida por sgn(A) = sgn(AY) es un homomorfismo de grupos. De
esto se sigue que la funcién det xsgn : L — Zs X Zy definida por
(det xsgn)(A) = det(A) x sgn(A%), es un homomorfismo de grupos y
por lo tanto el grupo £l = ker (det x sgn) es un subgrupo normal de

L.

Teorema 3.2. El grupo cociente L/ £1 es isomorfo a un subgrupo dis-
creto de L isomorfo al grupo de Klein Vy = Zy X Zo.

Demostracion. La inversion temporal y espacial

pertenecen a L y generan al subgrupo de cuatro elementos V, = {I, T,
P,—1} = Zy X Zs. Note que los elementos de Vj son representantes de
las cuatro componentes descritas; I € El, Telt, Perl y—1I € Eﬁ.
Vamos a demostrar que TL = £}, Pﬁl =Ly —T £1 = [,i.

Demostraremos T/JTF = £}, las demés igualdades se siguen analoga-
mente. Si A € L1 entonces det(TA) = det(T) = —1y (TA)% < —1, esto
demuestra TLL C £, Si A € £ entonces T'A satisface det(TA) =1y
(TA)% > 1. Luego TA € L] es tal que

T(TA) =T?A = A
por lo que £ C Tﬁl y concluimos que £¥ = Tﬁl.

Para una clase arbitraria AETF e L/ El tenemos que A pertenece a
una de las cuatro componentes de L y, por lo demostrado en el parrafo
anterior, A = AjAy con Ay € V y Ay € El. Luego A[,i es una de las
cuatro clases descritas. O

En la literatura se define a O(p, q¢) como el grupo de transformacio-
nes lineales que preservan la 2-forma de signatura (p,q) definida por
diag(—1,...,—1,1,...,1) y a SO(p, q¢) como el subgrupo de O(p, q) de
transformaciones con determinante 1. Usando esta notacién £ = O(1, 3)
y se tiene que £, = SO(1,3) y El = SO™(1,3). Note que si

1
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entonces A preserva a 7 si y solo si A*'AA preserva a ' = diag(—1, —1,
— 1,1) y por lo tanto O(1,3) = O(3,1) via la transformaciéon A
A'AA.

4. Geometria Diferencial y Topologia

En fisica se dice cominmente que P y G son grupos de Lie de «diez
parametros» o «diez dimensionales». Esta seccién contiene conceptos
matematicos que seran usados en la seccion |b| para establecer en forma
precisa dichos enunciados.

4.1 Variedades suaves en R"

Sea © = (1,...,%,) € R" y considere la norma euclidiana |[-|| en R”
definida por ||z||* = 22 +---+22. Si p € R", se define la bola de centro
en p y radio € como el conjunto

B(p) ={r € R" : |p—z[| < €}.

Un conjunto U C R"™ es abierto si para cada punto p € U existe € > 0
tal que B.(p) C U.

Ejemplo 4.1. Los siguientes son ejemplos de abiertos en R™.

(i) La bola abierta B.(p), con p € R™ y e > 0.
(i1) Los rectingulos abiertos R = (ay,by) X -+ X (an,by), con a; < b,
parat=1,...,n.
Se invita al lector a escribir los detalles (encontrar las bolas correspon-
dientes).

Se sigue de la definicién de abierto que todo conjunto en R™ es abierto
si y solo si es unién de bolas abiertas (o rectangulos abiertos). Ejemplos
explicitos de abiertos se pueden obtener considerando la imagen inversa
de un abierto bajo una funcién Continua.E]

Una funcién f de un abierto de R™ en R™ es diferenciable o suave, si
todas sus derivadas parciales (de cualquier orden) existen y son conti-
nuas. Si U y V son abiertos de R", una funcién f : U — V suave con
inversa suave f~!:V — U se dice que es un difeomorfismo.

Ejemplo 4.2 (Coordenadas polares). Considere los conjuntos abiertos
U={(z,y) eR*:2>0,y >0},
V={(r0ecR:r>00c(0,7/2)},

5S8i U C Imf es abierto, entonces para f(p) € U existe ¢ > 0 tal que Be(f(p)) C U y por

continuidad existe § > 0 tal que ||f(z) — f(p)|| < e si ||z — p|| < J; asi f(Bs(p)) C Be(f(p)) y por
consiguiente Bs(p) C f~H(U).
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y la funcion f .U — V definida por

f(z,y) = (Va? + y?, arctan(y/z)) .

Su inversa f~' 1V — U estd dada por f~'(r,0) = (rcos6,rsenf).
Note que f y f=' son suaves en los puntos donde estdn definidas y asi
f es un difeomorfismo.

La siguiente definicién se puede consultar en [16], p. 109].

Definicion 4.1. Un subconjunto M de R™ es una variedad suave de
dimension k si para cada punto x de M se verifica la siguiente condicién:

(M) Existe un conjunto abierto U que contiene a z, un abier-
to V C R" y un difeomorfismo f : U — V tal que

FUNM)=VARx0)={yeV ¢y =...=y" =0}

Ejemplo 4.3. En R? un punto, una linea y un plano son ejemplos de
variedades de dimension 0,1 y 2, respectivamente. En R™ un abierto es
una variedad de dimension n.

En efecto, note que si M es uno de los conjuntos del ejemplo [4.3]
entonces para cada punto p € M existe € > 0 tal que B.(p) N M es
difeomorfo a una bola de la dimensién correspondiente. Andlogamente,
se sigue que todo subespacio de dimensién d < n de R" es una variedad
suave de dimensiéon d en R™. Un ejemplo importante de variedad suave
de dimensién 1 en R? es la circunferencia:

St ={(z,y) e R?*: 2® + 3> = 1}.

La condicion de ser variedad suave se verifica para todo punto (x,y) con
x>0y y > 0 usando el difeomorfismo del ejemplo [£.2] Para encontrar
un difeomorfismo en los otros puntos de S' se usa una rotacién en el
plano y se compone con el difeomorfismo anterior.

Una observacion fundamental sobre la definicién |4.1|es que la verifica-
cién de la condicién (M) requiere que M sea un subconjunto de R". Se
advierte al lector que existen variedades suaves que pueden ser descritas
sin necesidad de hacer referencia a R". Un ejemplo bien conocido es el
espacio proyectivo P2, el cual se define como sigue. En N = R3*\ {0} de-
fina (z,y,2) ~ (2,9, 2') si existe A € R tal que (2/,y/,2") = A(z,y, 2).
El espacio P? es el conjunto de clases de equivalencia en N bajo la re-
lacién de equivalencia ~ y se dice que P? es el cociente de R?\ {0} por
la accién de R* = R\ {0}. Note que esta descripcién no usa ecuaciones
(como en el caso de la circunferencia) y no deja claro si P? es un sub-
conjunto de algin R™, a pesar de que se pueden imaginar las clases de
equivalencia como lineas en R?® que pasan por el origen a las que se les
ha removido el origen.
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Es cierto que P? es una variedad suave, pero para probarlo se necesita
una definiciéon que no haga referencia al «espacio ambiente» R™. De
hecho, es un ejercicio clasico de un primer curso formal en Geometria
Diferencial mostrar que P? es una variedad diferenciable de dimensién
2. Para los fines de este articulo bastara la definicion 4.1} puesto que los
objetos de estudio introducidos podran describirse como subconjuntos
de R™. Se invita al lector a que lea el capitulo 16 de [I4], en donde se
describen el espacio proyectivo y otras variedades suaves de dimensién
2 sin usar ecuaciones. Las referencias [8] y [12] son excelentes textos
introductorios al concepto de variedad suave, y los textos [10], [11],
[17] y [19] introducen la definicién de variedad suave en abstracto. En
adelante usaremos la palabra variedad para referirnos a una variedad
suave en el sentido de la definicién 4.1l

Ahora se dard un criterio que permite identificar algunas varieda-
des suaves de R™ sin necesidad de comprobar la condicién (M) de la
definicién [4.1] Véase el teorema 5.1 en [16]. En adelante usaremos la
notacién f’(x) para referirnos a la derivada de la funcién f en el punto
x, i.e., f'(x) es la matriz jacobiana de f. Recuerde que el rango de una
transformacion lineal 7' : R® — R™ es la dimensién de su imagen y el
rango de una matriz A es el nimero de filas (o columnas) linealmente
independientes de A.

Teorema 4.1. Sea A C R™ un conjunto abierto y g : A — RP una
funcion suave tal que ¢'(x) tiene rango p para todo punto x tal que
g(z) = 0. Entonces g~'(0) es una variedad suave de dimensién n — p
en R™.

Ejemplo 4.4. Considere la funcion g : R* — R definida por g(z,y) =
22 —y? — 1. Note que g es suave y que g~ *(0) = S'. Ademds ¢'(z) =
(2x,2y) tiene rango 1 para todo (z,y) € S'. Luego S* es una variedad
suave de dimension 1 en R%, como ya se habia mostrado.

Usando el teorema [4.1| se puede verificar que un conjunto de R" es
variedad suave si satisface ciertas ecuaciones. En particular, nuestros
ejemplos estaran definidos por ecuaciones que involucran matrices cua-
dradas.

4.2 Grupos de Lie

La siguiente definicién se puede consultar en [4] 6 [8].

Definicion 4.2. Un grupo de Lie de dimension k es una variedad suave
G de dimensién k con estructura de grupo y tal que las funciones de

multiplicacién (g, h) — gh e inversién g — g~! son suaves.

Del parrafo siguiente al ejemplo [4.3|se tiene que todo subespacio vec-
torial de R™ de dimensién d es una variedad suave de dimension d. Si
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M, (R) es el conjunto de matrices reales n X n, como espacio vectorial
M, (R) es isomorfo a R" (con la suma y producto por escalar defini-
das entrada por entrada). Se sigue que M, (R) es una variedad suave
de dimensién n?. Este espacio ademds estd dotado de un producto: el
producto de matrices.

Ya que la funcién determinante det : M, (R) — R es continua, por el
comentario posterior al ejemplo [4.1| se sigue que la imagen inversa de
R\ {0} bajo la funcién det es un abierto en M, (R). Asi, segtn el ejemplo
[4.3] este conjunto es una variedad de dimensién n?. Esta variedad es el
grupo

Gl (R) ={A € M,(R) : det(A) # 0},
el grupo de matrices reales invertibles de tamano n x n. Su estructura
de grupo queda determinada por la mutiplicacién de matrices.

Ejemplo 4.5. GI,,(R) es un grupo de Lie de dimensién n?. En Gl,(R)
la mutiplicacion y la inversion son suaves, puesto que sus componentes
son funciones polinomiales de las componentes de los argumentos, di-
vididas por det(A) en el caso de la inversion (véase [9, p.177] para una
formula de la inversa).

En la seccién [5| se probara que G y P son grupos de Lie. Para lo
cual, se consideraran como subgrupos de Gl5(R) y se usar el teorema
para darles estructura de variedad suave. Las técnicas usadas seran
similares a las usadas en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.6. El grupo O(3) de matrices ortogonales de 3 X 3 es un
grupo de Lie de dimension 3. Note que O(3) aparecio en forma implicita

en el ejemplo[2.1]

Para ver el ejemplo en detalle, observe que O(3) es un subgrupo
de GI3(R) y considere la funcién F : Gl3(R) — M;3(R) definida por
F(A) = AA* — I. Note que F~1(0) = O(3). La derivada de F en el
punto A € GI3(R) es la aplicacién lineal

DF, : M3(R) — M;3(R), DFs(h) = Ah' + hA".
Si A € O(3) entonces el kernel de esta aplicacién es
Nul(DF4) ={hA:h e M3(R) y h+ h* = 0}.

Este es un espacio vectorial isomorfo al espacio de matrices antisimétri-
cas de 3 x 3, el isomorfismo es la multiplicacién a la derecha por A; por
lo tanto Nul(DF},) tiene dimension 3. Se sigue que la dimensién del
rango es dim Ran(DF,) = 9 — 3 = 6 para toda A € O(3). Asf al usar
el teorema se tiene que O(3) es una variedad suave de dimensién
9—-6=23.

El siguiente resultado serd importante en la seccién [5]
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Lema 4.1. El grupo de Lie SO(3) = {A € O(3) : det(A) = 1} es

COMEXO.

Demostracion. Para toda matriz Q) € SO(3) existe P € O(3) tal que
Q = P'AyP con

cosf) —senf 0
Ag=| senf cosf O
0 0 1

Véase [3, p. 143]. De esta factorizacién se sigue que la curva a(s) =
P*A4P con s € [0,1] satisface «(0) = I, a(1) = Q vy a(s) € SO(3)
para todo s € [0, 1] ya que

det(a(s)) = det(P*) det(Ayg) det(P) = det(Ay) = 1. O

En un grupo de Lie H todos los elementos que se pueden conectar
a la identidad mediante una curva continua contenida en H forman un
subgrupo normal. A este subgrupo se le conoce como la componente co-
nexa a la identidad de H. Por ejemplo, en el lema 4.1 hemos demostrado
que SO(3) es la componente conexa a la identidad de O(3).

4.3 Algebras de Lie

En esta subseccién se estudiara brevemente la relacion entre grupos
de Lie y su espacio tangente a la identidad. Para aclarar este tltimo
término serd necesaria la siguiente definicién (véase [16] p. 111]).

Definicion 4.3. Sea M una variedad suave de dimension k£ en R”. Un
sistema de coordenadas alrededor del punto x € M consta de abiertos
W Cc R*, U C R" y una funcién suave f : W — R" que satisface

a) fW)=MnU,
b) f'(y) tiene rango k para todo y € W,
¢) f71: f(W) — W es continua.

Las componentes de la funcién f son llamadas coordenadas alrededor
de z € M.

Ejemplo 4.7. a) Usando el teorema se verifica que la 2-esfera
S ={(z,y,2) ER® : 2?2 + > +2* =1}

es una variedad suave de dimension 2 en R3. Un sistema de coor-
denadas alrededor de (0,0,1) estd dado por los conjuntos

W:{($7Q)ER22CL’2+y2<1}7 U:{(ZE,y,Z)ER3IZ>O},

con f: W — R3 dada por f(z,y) = (2,y,/1— 22 —y?). Se
verifica que f(W) = U N S? y que la derivada de f en el punto
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(x,y) € W estd dada por la matriz

1 0
f(a,y) = v . (23)
\/1—x2—y2 \/1_x2_y2
cuyo rango es 2 para todo (x,y) € W. La inversa de f es la funcion
F: W) > W dada por £ Nz, 2) = (2,9).
b) Segin el ejemplo un abierto U de R™ es una variedad suave
de dimension n en R™. Un sistema de coordenadas alrededor de

x € U es la funcion identidad en U, cuyo rango es n para todo
rxeU.

Los siguientes conceptos son tomados de [16, p. 115]. El espacio tan-
gente de R™ en el punto a € R™ es el espacio

T.(R™) :={(a,z) : x € R"}.

El espacio T,(R™) tiene estructura de espacio vectorial con la suma y
producto por escalar definidos por (a,u)+ (a,v) = (a,u+v) y Ma,v) =
(a, \v). Para referirse a los elementos de T,(R"™) se usa la notacién
v € T,(R™).

Si f: R¥ — R” es una funcién suave, se define la aplicacién lineal
fe : T,(R*) = Ty (o) (R™) mediante

fa(va) = (D fa(V)) (a)-

Si M es una variedad suave de dimension £y f: W — R” es un
sistema de coordenadas alrededor de f(a) = z € M entonces, la defini-
cién [4.3 implica que la aplicacion lineal f, : T,(R*) — T} (R™) tiene
rango k, luego f. es inyectiva en su imagen y por lo tanto f,(T,(R¥)) es
un subespacio vectorial de dimensién k en T4 (R"). Se puede probar
que este subespacio no depende del sistema de coordenadas alrededor
de x € M (véase [16] p. 115]). A este subespacio se le denota por T, M
y se denomina espacio tangente de M en x.

Ejemplo 4.8.

a) En el ejemplo -a) dimos un ejemplo de sistema coordena-
do f alrededor del punto (0,0,1). El espacio tangente al punto
u = (zv,y,y/1 —22—y?) € S? estd generado por los vectores
f((1,0),) = (u,v1) v f((1,0),) = (u,v9) en T,(R3) donde v,
y vy son las columnas de la matriz . Note que v y vy son li-
nealmente independientes y que (u,v1) = 0 y (u,ve) = 0, por lo
que para todo u € f(W) se tiene

T.(S*) = {v e R*: (u,v) = 0}.
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El lector puede verificar que este mismo isomorfismo se tiene para
todo u € S?.

b) Ya que la derivada de la identidad es la identidad, se sigue del
ejemplo[{.7-b) que siU C R™ es abierto entonces T,,U = T, (R") =
R™ para todo punto u € U.

La siguiente definicién se puede consultar en [7], p. 108].

Definicion 4.4. Un algebra de Lie g es un espacio vectorial junto con

una aplicacién bilineal antisimétrica [-,] : g X g — g que satisface la
identidad de Jacobi:
[Xa[Y7ZH+[Y>[ZvX]]+[Zv[X>Y]]:07 VXY, Z eg.

En adelante, con el fin de aligerar la notacién, no haremos referencia
expresa al punto base del espacio tangente si se entiende por el contexto
cual es dicho punto.

Ejemplo 4.9. Se sigue de los ejemplos y— b) que
T4Gl,(R) = M,(R)

para toda A € Gl,(R). En el caso particular del espacio tangente a la
identidad, Tr(Gl,(R)), definimos el corchete

[A, B] .= AB — BA. (24)

Haciendo uso de la asociatividad del producto de matrices, se verifica
que este corchete satisface la identidad de Jacobi y por lo tanto M,(R)
es un dlgebra de Lie.

Para todo grupo de Lie que es subgrupo de GI,,(R), se tiene que T;G
es un subespacio vectorial de M, (R) y tiene estructura de algebra de
Lie con el corchete . Puesto que todos los grupos de Lie que vamos
a considerar son subgrupos de GI,(R), ya no se mencionara cuél es su
estructura de algebra de Lie en el tangente a la identidad.

Al espacio tangente a la identidad de un grupo de Lie G se le denota
con la letra gotica g y se dice que es el dlgebra de Lie de G.

Si M es una variedad suave y 7y : (—¢, €) — R" es una curva suave con
Im~ C M y tal que v(0) = z, entonces 7/(0) € T, M. Esta observacién
asi como la siguiente seran importantes en lo que sigue.

Una funcién muy importante en el estudio de los grupos y algebras
de Lie es la funcién exponencial exp : g — G, la cual se puede definir
usando subgrupos a un parametro (véase [7, p. 114]). En el caso de
Gl,(R), exp : M,(R) — GIl,(R) estd determinada por la serie

1 1
exp(}():[—{—Xv—i—5)(24—5)(34_...7 (25)
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la cual converge para todo X € M, (R) y satisface propiedades anédlogas
a las de la funcién exponencial usual, e.g., se pueden demostrar los
siguientes lemas. Véase [4, pp. 22-23].

Lema 4.2. La funcion exponencial exp : g — G es un difeomorfismo
en una vecindad del origen en g.

Lema 4.3. Todo grupo de Lie conexo G estd generado por una vecindad

de la identidad en G.

5. Los grupos de Galileo y Poincaré como grupos
de Lie

En las secciones 2 y [3| se estudiaron a los grupos G y P como trans-
formaciones afines de R* y se mostré que ambos pueden considerarse
como subgrupos de Gl5(R). La finalidad de esta seccién es estudiar a
dichos grupos como subgrupos de Lie de Gl5(R).

Teorema 5.1. Los grupos G y P son grupos de Lie de dimension 10.

Demostracion. Los grupos G y P son subgrupos de Gls(R) mediante
las inclusiones y (18). Falta demostrar que G y P son variedades
suaves de dimensién 10.

Considere la aplicaciéon F : Gl5(R) — M;5(R) dada por

c1 U1 Ca cp—1 Uy 0
B=| vs A v, | — 0 AAY — T 0 ,
C3 Vo 4 C3 V2 cy — 1

donde ¢; € R, v; € R® y A € M3(R). Note que F se define tal que
F710)=g.

La derivada de F' en B es la aplicacién lineal DFp : M5(R) — M;5(R)
dada por

ki hi Ky ky hy 0
H = hg h h4 — 0 Aht + hAt 0
kg hg k‘4 kg h2 k4
El kernel de DFg es
0 0 ko
NUI(DFB) = hg h h4 : Aht + hAt =0
0 0 O

De esta expresion se observa que si A € O(3) entonces dim(Nul(DFp)) =
10, por lo que la dimensién del rango es dim(Ran(DFp)) = 15 para to-
do B € F71(0) = G. Al usar el teorema [4.1], se sigue que G = F~(0)
es una variedad suave de dimensién 5% — 15 = 10.
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La demostracién de que P es una variedad suave de dimensién 10 es
andloga. Hay que usar la aplicacién F' : Gl5(R) — M;5(R) definida por

(A b ApA—n 0
B_<c d)'_)( c d—l)’

donde A € M(R), b € R* es una columna, ¢ € R* es una fila y d € R.
La derivada de F' en B estd dada por

[ h M A'nh + h'nA 0
H= ( hy K ) ~ ( hy k)
Un calculo similar muestra que dim(Ran(DFp)) = 15 para todo B €
F710) =P. O
Corolario 5.1. Los grupos G y L son grupos de Lie de dimension 6.

Demostracion. De forma andloga a la demostracion del teorema [5.1]
para demostrar que GG es una variedad suave de dimensién 6 usamos la
aplicacion

C1T U1 C9 C1 — 1 U1 Co
U3 A V4 — 0 AAY — T V4 ,
C3 Uy (4 C3 (%) Cqy — 1

y en el caso de £ usamos

A b A'nA —n b
(c d>H< c d—l)'

Estas funciones son diferenciables y su derivada es una aplicacion lineal
cuyo rango tiene dimension 19 para todo punto en G y L respectiva-
mente. O

5.1 Las componentes conexas a la identidad de G y P

En las secciones [2] y [3| demostramos que los subgrupos Gy £, de G y
P respectivamente, tienen 2 y 4 componentes disjuntas. En esta sub-
seccion se estudian las componentes conexas a la identidad de G y Ly
como consecuencia se obtienen las componentes conexas a la identidad
para G y P.

Estudiar las componentes conexas de los grupos de Lie es importan-
te en matematicas y en fisica. Por ejemplo, conocer las componentes
conexas de un grupo de Lie ayuda a entender propiedades topoldgicas
mas sofisticadas, e.g., grupos de homotopia, homologia y cohomologia.
Temas que resultan de relevancia en topologia, asi como en geometria
diferencial y fisica tedrica. En particular, la componente conexa a la
identidad del grupo £ parece jugar un papel especial en la naturaleza,
al final de la seccién [0] ampliaremos brevemente este comentario.
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Lema 5.1. El conjunto H{ = {(t,z1,79,3) € R* : t > 1y —* +
S a2 = —1} es conero.

Demostracion. Es suficiente demostrar que se puede conectar cualquier
punto w € H; con el punto (1,0,0,0) € H;" mediante una curva con-
tinua contenida en H; .

Siw = (t, 21,79, 23) € H; entonces la curva
V(s) = (V1 + (12 = 1), s21, 812, 573), s €[0,1],  (26)
satisface lo requerido. O

A este punto, en forma andloga a como se demostré el lema [,
vamos a mostrar que Ei es la componente conexa a la identidad de £
probando que 51 es conexo. La idea serd demostrar que cada A € Ei
es producto de dos matrices y que cada una de estas se puede conectar
a la identidad mediante una curva continua contenida en £1.

Lema 5.2. Toda A € El admite una factorizacion

S (1E)

donde Q € SO(3), u € R® es un vector columna y P € GI3(R) es una
matriz simétrica positiva definida.

Demostracion. Sea A € El. Explicitamente

A9 A AY AY
AL AL AL AL
A2 A2 AL AR
A3 A3 A3 AS

Reescribimos esta matriz como

A:(AU% ﬁ) (29)

con ut = (A9, A%, A) un vector fila y v = (A}, A%, A%) un vector
columna.

Al sustituir en la ecuacién A'nA = n y realizar las operacio-
nes con matrices, se tiene que esta ecuacién se cumple si y solo si se
satisfacen las siguientes ecuaciones

|| = (AD)* -1, v'A = AQu', A'A =T+ uu'. (30)

De las ecuaciones se sigue que si u = 0 entonces A'A = I, lo

que implica que v = 0 y (A)? = 1. Puesto que A € L, se sigue que

A =1y A€ SO(3). Por lo que la factorizacién de la proposicién se
tiene con Q = Ay P = I. En adelante supondremos que u # 0.

A:
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Ahora, recuerde que toda matriz cuadrada admite una «descomposi-
cién polar». Es decir, toda matriz cuadrada B € M, (R) se puede es-
cribir como un producto B = QP, con ) una matriz ortogonal y P
una matriz simétrica positiva definida (véase [3] p. 153). Al usar la
descomposicion polar de A y la tercera ecuacién de se obtiene

I+uu' = A'A = P'Q'QP = P> (31)
En seguida mostramos que la matriz P es diagonalizable. De la demos-
tracién de la Proposicién se sigue que ||u|| = ||v|| y asi la primera

ecuaciéon de implica

(AD)? = flul* = 1. (32)
Por lo que implica
P?u = (I +uu')u = u+ |Jul|*u = (A})*u
y si z es ortogonal a u implica P?z = x. Por lo tanto P? es similar a la
matriz diagonal
(A%)?
1 : (33)
1
Luego P es similar a la matriz diag(A9,1,1). Note que podria haber
ambigiiedad en la eleccion de esta ultima matriz, ya que la matriz (33))
admite dos raices cuadradas. La positividad de P y el hecho de que

AY > 1 garantiza que no existe dicha ambigiiedad.
De la descripcion anterior se sigue que

Pu = Au y Pr=2x2 VYrcRtalque (r,u)=0. (34)

Puesto que El es normal tenemos que A* = nA~1p € El. Luego, las
ecuaciones siguen siendo validas si intercambiamos v con v y A
con A. En particular, al realizar estos cambios, la segunda ecuacién de
(30) implica que Au = AQv. La cual, junto con la primera ecuacién de
(34) v la descomposicién polar de A implican Qu = v. Asi

A:A%ut:/\%utzlo AY b
v A Qu QP 0 @ u P )
Falta demostrar que Q € SO(3). Puesto que det(A) = 1, es suficiente
probar que
AY
det ( uw P ) =1.

Sea {y1,y2} una base del espacio ortogonal a u y considere la base de
R* dada por

e = (1), (). (2).(2)}
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De las ecuaciones se sigue que la matriz
AYut
= ( u P
satisface

Ruwy = (AY + [lul)wr,  Rws = (AG — [Jul))ws,
Rws = w3, Rws=wy.

As{ R es similar a la matriz diagonal diag( A} + ||ul|, A —|jul, 1, 1).
Finalmente, implica

det(R) = (A + [|ull)(AG — llull) = (AG)* — [lul|* =1. O
Teorema 5.2. Fl grupo de Lorentz propio ortocrono LL es conexo.

Demostracion. Usaremos aqui la notacién de la demostracién del lema
0.2l

Si A e L’l entonces A admite la factorizacién . Es suficiente
demostrar que existen curvas continuas que conectan a cada uno de los
factores en con la identidad y que cada una de estas curvas esta
contenida en EL

Del lema[d.1]existe una curva a que conecta a @ € SO(3) con la iden-
tidad. Asi la curva (s) = diag(1, a(s)), s € [0, 1], conecta a la matriz
diag(1,Q) con la identidad y claramente 3(s) € £1. Falta demostrar
que existe una curva que conecta a la matriz

AY b
(%)
del lema con la identidad y que dicha curva esta contenida en [,1.
Note que si u = 0, del lema se sigue que A =1y P=1yno
hay nada que demostrar. En adelante supondremos que u # 0. En tal
caso debido a (32)), el punto w = (A, u) € R? estd en el conjunto H;"

definido en el lema y el mismo lema implica que existe una curva =y
en H{" que conecta a w con el punto (1,0,0,0). Dicha curva es:

1(8) = (A(s)su), con AG(s) = \/1+s2(A8)? = 1), (39)
Vamos a demostrar que para cada 7(s) se puede construir una matriz

Ry tal que Ry =1, Ryq) = Ry Ry € El para todo s € [0, 1].
En forma andloga a como se hizo en la demostracién del lema [5.2

definimos 0 (s) .
[ ANi(s)  su
Ry = ( su Py >
con A%(s) dado por y Py(s) la matriz definida por
Pu=A)s)u y Pyyr=uz, VreRtalque(z,u)=0. (36)
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Ahora, de la desigualdad A} > 1, se sigue que

A9 (s) = /1 +2((A9)? — 1) > 1. (37)

En particular A%(0) =1y A%(1) = AY y de se sigue que P,y = 1
y Py = P. Por consiguiente Ry =1y R,1) = R.

Ya que el primer factor en (27) es siempre un elemento de L, la
desigualdad implica que R € LT, Asi, para terminar basta ve-
rificar que det(R)) = 1 para todo s € [0,1]. Al final de la demostra-
cién del lema [5.2] vimos que los autovalores de R son A\; = A% + ||ul],
Ao =AY — |Jul| y A3 = Ay = 1. Por lo que para R, ) se tiene

M(s) = Ao(s) +sllull,  Aa(s) = Ag(s) — s]lull,

y A3(s) = A3(s) = 1. Como el determinante es el producto de los
autovalores, implica

det(Ry(5) = M(s)ha(s) = 1+ s*((AD)* — 1) — s*|Jul* = 1. ]

Corolario 5.2. Las componentes conexas a la identidad de los subgru-
pos G y L son los subgrupos G, y El respectivamente.

Demostracion. El teorema implica que El es la componente conexa
a la identidad en L. La conexidad de G, se sigue de , y del lema
Zik O

De la continuidad de la multiplicacién de matrices se sigue que G es
la unién de las dos componentes conexas definidas en (§) y £ es la unién
de las cuatro componentes conexas definidas en (22)). Este resultado se
extiende a los grupos G y P usando el siguiente corolario, la proposicién

y el teorema [3.2]

Corolario 5.3. Las componentes conexas que contienen a la identidad
en G y P son los subgrupos G, vy 771 ={Tro€P :Ae El, a € R},
respectivamente.

Demostracion. Sea A € El, por el teorema se sigue que existe una
curva 7y que conecta a A con la identidad. Luego, al usar la identificacién

, la curva
o [ (@) ta
v(t)—( 0 1 )

conecta a T} , con la identidad en P. La conexidad de G se demuestra
analogamente. O

5.2 Las algebras de Lie de G y P

Para terminar esta seccion vamos a estudiar la relacién entre los grupos
de Lie de nuestro interés y su espacio tangente a la identidad.
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Proposicion 5.1. Las dlgebras de Lie de G y P son los espacios vec-
toriales

G

I
o o
o o

s
a | :X€co3),v,acRyscR (38)
0

m:{(%( 8):X€[yaeR4} (39)

con 0(3) y I las dlgebras de Lie de O(3) y L, respectivamente.

Demostracion. Sea R, una curva diferenciable en O(3) tal que Ry = I
y Ry = X € 0(3). Al derivar la ecuacién R, R! = I se tiene la ecuacién

R.R' + R, (RY) =0. (40)

Al evaluar en 7 = 0 se obtiene X + X = 0. Puesto que el espacio
de matrices en M;3(R) que satisfacen dicha ecuacién es de dimensién 3
tenemos

0(3) ={X € M3(R): X + X" =0}.
Este es el espacio de matrices antisiméticas en M;3(R). Por la descripcion
de G hecha en la proposicién se tiene que si R, es una curva en O(3)
tal que Ry =1y R'(0) = X € 0(3), entonces

1 0 7s
v(r)=1 v R, Ta
0 0 1
es una curva en G tal que v(0) = I y si 7/(0) =Y € & entonces
0 0 s
Y=+y0)=| v X a
0 0 O

Luego, el algebra de Lie de G es el espacio vectorial & definido en
(38).

Ahora, si A, es una curva en £ tal que Ag = I y A = X € [. Al
derivar la ecuacién AlnA, = n se obtiene la ecuacién

(AD)'nA + AinAl = 0. (41)

Al evaluar en 7 = 0 se obtiene X' + nX = 0. El espacio de
matrices X € My(R) que satisface dicha ecuacién es de dimensién 6,
por lo que tenemos

[={X € My(R): X'n+nX = 0}.

Analogamente al calculo anterior, usando la inclusién se muestra
que el dlgebra de Lie de P es el espacio vectorial 3 definido en (39)). [
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Finalmente, quisiéramos enfatizar que con lo visto hasta ahora se
puede encontrar un conjunto de generadores de El, lo cual se resume
en el siguiente resultado.

Proposicién 5.2. Todo A € El es producto finito de elementos de la
forma

cosh oy senh o cosh ap senh ag cosh ag senh a3
senh ay cosh o 1 1
1 ? senh ag cosh ag ’ 1 ?
1 1 senh ag cosh ag

(42)

1 1 1
cos 61 —sen 01 cos 09 — sen 02 1
sen 61 cos 01 ’ 1 > cos 63 — sen 03 .
1 sen 02 cos Oy sen 03 cos 63

(43)

Yy

Demostracion. Denotemos a los generadores en por B; y a los
generadores en por Cj.

Primero observe que el algebra de Lie de la componente conexa de
cualquier grupo de Lie G es la misma que el dlgebra de Lie de G. Luego,
de la proposicién [5.1] se sigue que una base para el algebra de Lie de
L' estd dada por

1 1 1
1
Xl - ) X2 - 1 ) X3 -
1
y
—1 —1
1/71 - I }/2 — _1 Y }/3 - 1
1 1
Al hacer uso de se verifica que exp(o; X;) = B; y exp(6;Y;) = C;.
El resultado se sigue del teorema [5.2] y los lemas [4.2] y [4.3] O

6. Comentarios finales

En las secciones [2] y [3| se estudiaron a los grupos de G y P como trans-
formaciones afines de R*. Posteriormente, en la seccién |4 se revisaron
algunos conceptos de Geometria Diferencial y Topologia, los cuales fue-
ron esenciales para desarrollar la seccién [f] en la cual se abordé a dichos
grupos como grupos de Lie. Como se mencioné antes, los grupos G y P
son las estructuras matematicas subyacentes a las nociones de espacio y
tiempo Newtonianoy de espacio-tiempo de Einstein, y por consiguiente,
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son importantes en Fisica y Matematicas y juegan un papel crucial en
nuestra comprension de la naturaleza. En esta seccién se mencionaran
brevemente algunos aspectos relacionados con dichos grupos.

Un hecho importante de resaltar es que los grupos G y P, como fueron
introducidos en las secciones 2]y [3] provienen de condiciones algebraicas
distintas. En particular, para ¢ se imponian y en R y R3 con
la métrica euclidiana g, respectivamente; y para P se imponia ({10))
en R* con la pseudo-métrica 7. Atin cuando provienen de condiciones
algebraicas distintas, los grupos G y P tienen similitudes, e.g., ambos
contienen como subgrupos al grupo de traslaciones en el espacio y en el
tiempo y al grupo ortogonal O(3) de las partes (ii) y (iii) del ejemplo
2.1] Ahora, si bien P no contiene a las transformaciones (i) del ejemplo
[2.1] existe una relacién entre ciertas transformaciones en P llamadas
boosts y las transformaciones (i). En efecto, si ¢ es la velocidad de la
luz, v es tal que 0 < v < ¢y se define v = 1/4/1 — v?/c?, un ejemplo
de un boost en P viene dado por la matriz

T e
a_ | e A

1

Si se definen

formacién en R*

= cty 2" = ct/, la matriz anterior A define la trans-

t'=~t+z'v/?), 2" =q@@' +ot), 2?=2", 2P =2". (44)
La segunda expresion en puede escribirse
' = (10?2 (@t +ut) = 2t + ot + O(W?/?). (45)
Por otro lado, la primera expresién en (44)) puede escribirse
=1 =)Vt +atv/P) =t +2tv/P + 00/, (46)
Note que si v << ¢ los términos O(v?/c?) y v/c* en y se

pueden despreciar. En tal caso la transformacion es —en una muy
buena «aproximaciéon»— un caso especial de una transformacién (i) del
ejemplo E|

A lo largo del articulo se enfatizo la relevancia que han tenido los gru-
pos de Galileo G y de Poincaré P, tanto en fisica como en matematicas.
En particular, en lo que compete a la Fisica Tedrica del Siglo XX el
grupo P es el grupo de mayor interés, y el grupo G es considerado como

SExiste una interpretacién fisica simple de este hecho: la condicién v << ¢ representa un
cambio de marcos inerciales «no relativista», i.e., uno con velocidad despreciable con relacién a la
velocidad de la luz. Asi, salvo correcciones de orden O(v?/c?) y v/c?, los boosts no relativistas en
P coinciden con movimientos uniformes rectilineos en G.
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una muy buena «aproximacién» a P cuando se tienen «fenémenos no-
relativistas», i.e., donde las velocidades involucradas son despreciables
en comparaciéon con la velocidad de la luz c. Desde esta perspectiva, re-
sulto del mayor interés en Fisica Tedrica determinar si todos los fendme-
nos fisicos en la naturaleza resultaban «invariantes» bajo el grupo P.
En particular, era importante determinar si los mismos eran invariantes
bajo inversiones espaciales P y temporales T', tal como fueron descritas
en la demostracion del teorema [3.2] Este tipo de problemas resultaron
estrechamente relacionados a una teoria fisica que surgié en la segunda
mitad del Siglo XX y que hoy en dia es comtinmente llamada Teoria
Cudntica de Campos (QFT)H Derivado de la QFT y de algunos expe-
rimentos resulté que existian fenémenos fisicos que no eran invariantes
bajo P y T. Hasta la fecha, un «modelo» especial de QFT conocido en
fisica como el Modelo Estindar, propone como grupo de «simetrias de
la naturaleza» al grupo de Lorentz propio ortocrono El.
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