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La conjetura de Saari

Una nota histórica y algo más
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1. Planteamiento de la conjetura

El marco de referencia para el estudio de la conjetura de Saari es
la mecánica celeste, importante rama de las matemáticas que tiene
como principal objetivo el estudio del problema de los n–cuerpos, es
decir de analizar y predecir los movimientos de n–masas en el cielo
moviéndose bajo la influencia de las fuerzas gravitacionales. Este es un
problema realmente viejo si pensamos en la evolución del hombre, pode-
mos atrevernos a decir que una de las primeras visiones del ser humano
al adoptar una posición erguida fue el cielo y sus estrellas; aprendiendo
muy rápidamente que la posición de las estrellas le permit́ıa orientarse,
pudiendo de esta forma ir de un lugar a otro y regresar a aquellos
sitios que le parećıan más seguros y que le provéıan de recursos; tiem-
po después estos conocimientos le permitieron conducir sus rebaños de
manera eficaz. Lo anterior sugiere que la mecánica celeste es la profe-
sión más antigua del mundo, afirmación que da pauta a polemizar sobre
el punto.

Históricamente, el papel jugado por los antiguos astrónomos y as-
trólogos de la humanidad fue esencial en el desarrollo del problema de
los n–cuerpos; sin embargo, es hasta Newton y el descubrimiento del
cálculo, cuando se hace el planteamiento del problema en la forma que
lo conocemos actualmente. Conside-remos a los cuerpos celestes como
masas puntuales en el espacio, aśı el i–ésimo cuerpo celeste de masa mi

está colocado al tiempo t en la posición ri(t). Partiendo del hecho de
que los cuerpos se atraen con una fuerza directamente proporcional al
producto de sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de sus
distancias y aplicando la segunda ley de Newton (F = ma), vemos que
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las ecuaciones de movimiento para el problema de los n–cuerpos están
dadas por:

mir̈i =
∑

j 6=i

mimj

r3

ij

(rj − ri) =
∂U

∂ri

, (1.1)

donde rij = |rj − ri| y U es la función potencial dada por U =
∑

j<i

mimj

rij
.

El término cúbico en el denominador de la ecuación (1.1) viene
de multiplicar la magnitud de la fuerza por el vector unitario (rj −
ri)/|rj − ri| para obtener la dirección de la fuerza correspondiente. El
origen del sistema lo fijamos en el centro de masa, por lo que a lo largo
de este trabajo supondremos que

∑n

i=1
miri = 0.

Si definimos el vector de posición como r = (r1, r2, · · · , rn), en-
tonces el vector momento es p = Mr donde M es la matriz diagonal
M = diag(m1,m1,m1, · · · , mn,mn, mn); de esta manera el sistema (1.1)
puede ser escrito en forma Hamiltoniana, donde el Hamiltoniano es
una primera integral de movimiento conocida como la enerǵıa total del
sistema dada por

H(r, p) =
1

2
ptM−1p − U(r), (1.2)

T = 1

2
ptM−1p es la enerǵıa cinética del sistema (ver [14] para mayor

detalle).

Es claro que el sistema (1.1) no está definido cuando dos o más
part́ıculas están en una misma posición, es decir, cuando hay colisión
de dos o más cuerpos, para aclarar esto definamos

∆ij = {(r1, · · · , rn) ∈ R
3n | ri = rj} y ∆ =

⋃

i<j

∆ij.

Dado r en R
3n \∆ identificamos su espacio tangente con R

3n. Entonces
el espacio fase del sistema (1.1) es

Ω = (R3n \ ∆) × TR
3n, (1.3)

donde TR
3n es el haz tangente de R

3n. Para cada punto (r, p) ∈ Ω, la
teoŕıa de ecuaciones diferenciales nos dice que por este punto pasa una
única solución definida en un intervalo maximal, la cual es anaĺıtica.

El problema es que, en general para n ≥ 3, no sabemos la forma
de las soluciones ni si el intervalo maximal donde están definidas es
finito o infinito. El primer caso corresponde a las singularidades del
sistema (1.1), un tema apasionante y complejo que espero contarles en
otra ocasión; en este pequeño escrito me restringiré a las soluciones
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enteras, es decir, a aquellas definidas para todo tiempo t. Resumiendo
brevemente todo lo anterior tenemos que, en el problema de los n–
cuerpos para n = 2 (conocido como el problema de Kepler), se conocen
de forma expĺıcita todas las soluciones. Pero para n ≥ 3 se conoce muy
poco, siendo una gran dificultad las singularidades del sistema.

Ya que aqúı estamos interesados en estudiar las soluciones acotadas
del sistema (1.1), necesitamos definir algunos nuevos conceptos.

Definición 1.1. Decimos que una configuración r = (r1, r2, · · · , rn)
es central (CC), si para cada i el vector de posición y el vector de
aceleración son proporcionales y la constante de proporcionalidad es la
misma para todos los cuerpos.

En forma algebraica, r = (r1, r2, · · · , rn) es una configuración cen-
tral si

r̈i = λri i = 1, 2, · · · , n. (1.4)

Usando las ecuaciones de movimiento (1.1), tenemos que una configu-
ración central debe satisfacer

∇iU = λmiri i = 1, 2, · · · , n. (1.5)

Ya que la conjetura de Saari se refiere a movimientos planos, a partir
de aqúı restringiremos nuestro análisis al estudio de las ecuaciones (1.1)
y (1.5) definidas en R

2. Es fácil verificar que dada una configuración
central, ésta es invariante bajo homotecias y rotaciones, aśı que cuan-
do contemos CC lo haremos módulo estos movimientos euclidianos. En
este contexto, en el problema de los 3–cuerpos, existen exactamente 5
CC, dos en forma de triángulo equilátero (correspondientes a las dos
posibles orientaciones de un triángulo en el plano) y 3 colineales (corres-
pondientes a cada una de las posibles permutaciones de las part́ıculas).
Fue apenas en el 2004 que R. Moeckel y M. Hampton [4] demostraron
que el número de CC para n = 4, es finito, aunque la cota que dan
los autores dista mucho de ser óptima. Para n ≥ 5 no se sabe siquiera
si el número de CC es finito o no. El problema sobre la finitud de las
CC fue planteado por S. Smale [13] como uno de los principales proble-
mas a resolver en el siglo XXI. Desafortunadamente para los mecánicos
celestes no fue incluido entre los problemas del millón de dólares.

La importancia y aplicaciones de las CC son muchas y variadas; por
ejemplo, se conoce que la colisión total en el problema de los n–cuerpos
es asintótica a una CC y que muchos escapes de part́ıculas también son
asintóticos a CC, descubrimiento que ha sido de gran utilidad para los
astrof́ısicos. Pero sin duda, la principal aportación de las CC, es que
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ellas generan las únicas soluciones expĺıcitas del problema de los n–
cuerpos, conocidas como soluciones homográficas, donde las part́ıculas
se mueven de tal forma que la configuración que forman al variar el
tiempo t siempre es similar a la CC original, es decir:

Definición 1.2. Decimos que una solución r(t) = (r1(t), · · · , rn(t)) es
homográfica, si existe una función escalar ν(t) y una matriz de rotación
R(t) tal que, para toda i = 1, 2, · · · , n y para todo tiempo t, se tiene

ri(t) = ν(t)R(t)ro
i ,

donde q = (ro
1
, ro

2
, · · · , ro

n) es una CC.

Existen dos casos ĺımite de soluciones homográficas, el primero co-
rresponde a soluciones que están contrayéndose o dilatándose sin rota-
ción, es decir, donde R(t) es la matriz identidad; este tipo de soluciones
son llamadas homotéticas. El otro caso ĺımite corresponde a soluciones
donde la configuracion está sólo rotando, es decir donde ν(t) = 1, carac-
terizadas por

ri(t) = R(t)ro
i 1 = 1, 2, · · ·n,

y son llamadas equilibrios relativos.

En estas últimas soluciones el sistema rota alrededor del centro de
masa como si se tratara de un cuerpo ŕıgido, la velocidad angular ω
es constante y las distancias mutuas no cambian cuando t vaŕıa. El
nombre de equilibrio relativo viene del hecho de que si a nuestro sistema
de referencia lo hacemos rotar alrededor del centro de masa con la
misma velocidad angular ω, entonces en el nuevo sistema, las part́ıculas
permanecen en reposo.

Ya que estamos interesados en el estudio de soluciones acotadas, la
forma natural de medir los movimientos acotados es un viejo concepto
de la f́ısica conocido como momento de inercia (una forma cuadrática
positiva definida para los matemáticos más puristas) y definido por

I =
n

∑

i=1

mi|ri|
2 =

1

2µ

∑

i6=j

mimjr
2

ij.

Donde µ = m1+m2+· · ·+mn es la masa total del sistema. Tenemos
ahora todos los elementos para establecer la conjetura postulada por
D. Saari en 1970, a partir de un amplio estudio de los movimientos
acotados en el problema de los n–cuerpos, la cual dice:

“Toda solución plana del problema de los n–cuerpos que tiene mo-

mento de inercia constante es un equilibrio relativo”
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2. Sobre la conjetura

La historia de las CC y los equilibrios relativos es muy vieja: en
1764, L. Euler publicó un bello tratado sobre el problema de los tres
cuerpos donde demuestra que, si tres part́ıculas de masas arbitrarias
son colocadas sobre una ĺınea, de tal forma que la razón entre sus
distancias satisfacen una complicada fórmula que depende sólo de las
masas (para los fines de este art́ıculo resulta irrelevante escribirla) y si
además se dan ciertas velocidades iniciales, entonces las part́ıculas se
mueven periódicamente en elipses, manteniendo en todo momento la
configuración colineal, con la razón de distancias invariantes.

En 1772, J.L. Lagrange redescubrió las soluciones de Euler y en-
contró una segunda familia de órbitas periódicas, mostrando que si
tres masas arbitrarias son colocadas en los vértices de un triángulo
equilátero y si las velocidades iniciales son escogidas adecuadamente,
entonces las part́ıculas se mueven periódicamente en elipses preservan-
do la configuración de triángulo equilátero, el triángulo podrá cambiar
de tamaño, pero siempre será equilátero.

Las familias de orbitas periódicas descubiertas por Euler y Lagrange
son soluciones homográficas. En ambas familias, si la velocidad inicial
asignada es igual a cero, entonces las part́ıculas se mueven en dirección
del centro de masa, dando lugar a una colisión triple en tiempo finito;
éstas son las soluciones homotéticas definidas en la sección anterior. Las
órbitas eĺıpticas donde se mueven las part́ıculas degeneran a segmentos
de ĺınea. Cuando las tres part́ıculas se mueven en ćırculos, tenemos
los equilibrios relativos; en este caso todas las part́ıculas se comportan
como una linda coreograf́ıa, donde todas las masas bailan la misma
danza.

Antes de regresar a la conjetura de Saari, recordemos la identidad
de Lagrange-Jacobi, fórmula que relaciona la segunda derivada del mo-
mento de inercia con la enerǵıa potencial o haciendo uso de (1.2), con
la enerǵıa cinética, dada por

Ï = U + 2h, (2.1)

haciendo uso de la ecuación para la enerǵıa total del sistema h = T −U
(1.2), la identidad de Lagrange-Jacobi puede también escribirse como

Ï = T + h. (2.2)

Por lo tanto, para los movimientos donde el momento de inercia es
constante, tenemos que Ï = 0, de donde

U = −2h, T = −h. (2.3)
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La ecuación (2.3) establece que si el momento de inercia es constante
entonces tanto la enerǵıa potencial como la enerǵıa cinética son cons-
tantes y la enerǵıa total h es negativa. Tenemos también el siguiente
resultado

Proposición 2.1. Si el momento de inercia es constante, entonces

todas las distancias mutuas rij son acotadas superior e inferiormente.

Demostración. Ya que el momento de inercia I y la enerǵıa potencial
U son constantes, tenemos que

I =
1

µ

∑

i<j

mimjr
2

ij ≥
mimj

µ
r2

ij (a)

y

U =
∑

i<j

mimj

rij

≥
mimj

rij

. (b)

Por tanto, por (a) y (b) tenemos que

0 <
mimj

U
≤ rij ≤

√

µI

mimj

.

La proposición anterior muestra que si el momento de inercia es
constante, entonces el movimiento es acotado y no existe colisión entre
las part́ıculas. Con todo lo anterior uno podŕıa pensar que la conje-
tura de Saari es fácil de resolver, sin embargo no es aśı . Desde que
fue planteada en 1970, ha sido atacada sin éxito alguno por muchos
matemáticos , de hecho, a lo largo de los años aparecieron dos art́ıculos
afirmando tener la prueba de la conjetura, un tiempo después los dos
sucumbieron a un escrutinio más estricto ([8], [9]).

En los últimos años el interés en la conjetura tomó nuevos bŕıos
debido al sorprendente resultado de Chenciner y Montgomery [2] sobre
la existencia de la solución en forma de ocho para el problema de los
tres cuerpos con masas iguales; hay evidencias numéricas de que esta
órbita tiene momento de inercia casi constante, pero hasta el momento
no hay ninguna demostración anaĺıtica de este hecho.

En 2002 C. McCord prueba la conjetura para el problema de los
tres cuerpos con masas iguales [5]. En 2003 R. Moeckel con ayuda de
una computadora, obtiene una demostración de la conjetura para el
problema general de los tres cuerpos [7]. En la última sección de este
escrito voy a mostrarles nuestra pequeña contribución en el camino de
entender más sobre la conjetura. En [3], nosotros probamos la conjetura
para el problema colineal de los n–cuerpos.
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3. El problema colineal de los n-cuerpos

El problema colineal de los n–cuerpos es un caso muy particular
del problema general de los n–cuerpos, donde las part́ıculas están sobre
una ĺınea que rota en el plano alrededor del centro de masa. Es bien
conocido (ver por ejemplo, [14]), y fácil de checar que toda solución
colineal es plana.

Sea K el momento angular total y Ki el momento angular del cuerpo
Pi alrededor del centro de masas. Denotemos por Mi el momento de
fuerza para el cuerpo Pi. Fij es la fuerza actuando sobre Pi por la acción
de Pj; en nuestro caso tenemos que Fij = ∇rij

U . Contamos ahora con
todos los elementos para probar el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Toda solución colineal del problema de los n–cuerpos

con momento angular distinto de cero es una solución homográfica.

Demostración : Ya que ri y Fij son colineales, la torca (tasa de cambio
del momento angular) se anula

K̇i = Mi =

n
∑

j=1

j 6=i

miri × Fij = 0. (3.1)

Esto implica que Ki es un vector constante. Sea Ki la componente
de Ki ortogonal al plano de movimiento, entonces Ki = ci, donde ci

es una constante. Por otro lado, la componente del momento angular
ortogonal al plano de movimiento también se puede escribir como

Ki = ci = mir
2

i (t)ω(t), (3.2)

donde la velocidad angular ω es la misma para todas las part́ıculas, ya
que ellas están sobre una ĺınea. A priori ri y la velocidad angular ω
pueden depender del tiempo.

Consideremos ahora la razón entre las componentes del momento
angular de cualesquier dos cuerpos Pi y Pj. Usando la ecuación (3.2),
tenemos que

ci

cj

=
mi

mj

r2

i

r2

j

, (3.3)

lo cual implica que la razón entre distancias es

ri(t)

rj(t)
=

√

mjci

micj

. (3.4)
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Por lo tanto, la configuración geométrica de los n–cuerpos per-
manece similar a ella misma cuando t vaŕıa, es decir, la solución es
homográfica.

El caso particular del problema colineal de los 3–cuerpos fue de-
mostrado por primera vez por Pizzetti, en 1904 [10, 14]. Aún en este
caso nuestra demostración es más corta, más simple y más general. La
conjetura de Saari resulta ser un corolario del Teorema (3.1).

Corolario 3.2. Si el momento de inercia I es constante a lo largo de

una solución, entonces ésta es un equilibrio relativo.

Demostración: La componente del momento angular ortogonal al plano
de movimiento se puede escribir como

K =
N

∑

i=1

Ki = ω
N

∑

i=1

mir
2

i = ωI = C, (3.5)

ya que I y K son constantes, también lo es ω. Usando la ecuación
(3.2), conclúımos que todas las distancias mutuas son constantes. Esto
completa la demostración del corolario, y por ende, de la conjetura de
Saari para el caso colineal.

En [3], nosotros demostramos la conjetura de Saari en el caso coli-
neal, para una familia muy amplia de potenciales que dependen sólo de
las distancias mutuas entre las part́ıculas.
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