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Pensaba dedicarle este articulo a Robert Bartle porque lo
considero un gran divulgador y murio recientemente. Ahora
que Juan José Rivaud ya no estd, me doy cuenta de que
en Juanjo tuvimos un extraordinario difusor de la ciencia.
El me hizo involucrarme con la divulgacion, no sélo con
su ejemplo y entusiasmo, con sus invitaciones y las tareas
que me dejé. Una mas de las ausencias que tendremos es
el articulo que ya no escribié para este ntimero de la Mis-
celanea, el numero de los editores, que €l se invento.

1. Introduccién

Supongamos que queremos interpolar el valor de una funcién continua.
Por ejemplo, si f : [0,1] — R, y conocemos f (%) para alguna n € N,
y toda k£ = 0,1,2,...,n. Digamos que f no es analitica o que no es
derivable en ningin punto,! asi que olvidémonos de los polinomios de
Taylor. ;Qué hacer?

9Con el apoyo econémico del Proyecto CONACYT-37922E.
! Aunque pudiera parecer que tardamos mucho (histéricamente) en conocer el
primer ejemplo de una funcién asi, y se conoce bastante la construccién de Weier-
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Muy fécil: Si queremos aproximar f(x), con z € [0, 1], lanzamos n veces
una moneda cargada con Probabilidad de aguila igual a x, y contamos
cuantas veces salié aguila. Si cayé dguila k veces, entonces elegimos el
valor f(z) ~ f (%).

El teorema de Bernstein nos garantiza que, en promedio, esta estrategia
es maravillosa.

El promedio al que nos referimos es la esperanza de esta estrategia
aleatoria, y resulta ser un polinomio en x conocido como polinomio
de Bernstein. Lo maravilloso de la estrategia es que los polinomios de
Bernstein de f convergen uniformemente a f, lo cual de paso es una
prueba constructiva del teorema de Weierstrass?.

Dos moralejas: Una, que a veces usar el azar es igual de efectivo que
realizar una aproximacion harto juiciosa. La otra, como suele suceder en
matematicas, muchos objetos o modelos deterministas son la esperanza
de su contraparte aleatoria.

Los resultados de S. Bernstein que discutiremos en este articulo pare-
cen haber sido publicados en [Bernstein(1912)] y en [Bernstein(1943)]
y aparecen en varios libros de matematicas, tanto de Probabilidad co-
mo de Anélisis (ver, por ejemplo [Feller(1971)], [Pélya y Szegt(1998)]).
En particular fueron rescatados por [Bartle(1982)], quien, aunque
los disfrazo de Anaélisis, quitando toda referencia a la Probabilidad,
debe ser el responsable de que aun estén en los programas de
algunas materias de Andlisis®>. Segtin una biografia de Bernstein,
([O’Connor and Robertson()]) éste hablé de estos polinomios en el Con-
greso Mundial de Matematicas celebrado en Cambridge en 1912. En
1937 Marc Kac trabajé con estos polinomios ([Kac(1937)]), y si hoy bus-
camos en la pagina de la Sociedad Matematica Estadounidense (AMS,

strass (para lo cual recomiendamos ver el articulo de Guillermo Grabinsky en la
Misceldnea Matematica dedicada a Weierstrass ([Grabinsky(1997)]), y de paso todo
ese volumen), resulta que hay muchas funciones continuas no derivables en ningtin
punto. De hecho es el caso mds probable: De acuerdo a la medida de Wiener (o
Movimiento Browniano), las funciones con derivada lateral en algin punto es un
subconjunto bastante insignificante desde el punto de vista de la medida. Por ejem-
plo, con Probabilidad 1, las trayectorias del movimiento Browniano no son Lipschitz
continuas (y por tanto no son diferenciables) en ningiin punto. Este tltimo resulta-
do es un hecho elemental sobre el Movimiento Browniano cuya prueba se atribuye
a Paley, Wiener y Zygmund en 1933. Erdos también tiene una prueba de ello, de
1961, que se puede ver en [Durrett(1996)], p.338.

2Ver por ejemplo la p. 199 en el libro de Robert G. Bartle, (1927-2003),
([Bartle(1982)]).

3[Rudin(1980)] no los menciona, pero su prueba del Teorema de Stone-
Weierstrass es constructiva.
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en su [AMS]) encontraremos 20 paginas de articulos registrados en cuyo
titulo aparecen los polinomios de Bernstein.

Por cierto, si queremos averiguar algo sobre Bernstein,* es casi increible
que, a pesar de haber resuelto los problemas 19 y 20 de Hilbert, no
aparece en muchos libros de Historia de las Matematicas. No resulta
el caso mas patético porque incluso Kolmogorov suele ser extirpado
de los mismos textos. No sé si es por ser en parte Probabilistas, por
ser rusos (Bernstein era ucraniano) o por lo que sea, el caso es que no
es facil encontrar referencias a estos grandes matemédticos en muchos
libros de Historia de las Matematicas. Es mas recomendable incluso
buscar en internet. La pagina web de la American Mathematical Society
tiene biografias y genealogias matematicas muy interesantes ([AMS]),
y parecen querer cambiar esta tendencia.

2. Rollo

Una parte del Analisis Mateméatico son los procesos de aproximacion.
En algunos casos se trata de acercarse a un objeto por medio de otros
mas simples, mas manejables o mejor portados, con la esperanza de
poder manipular el primer objeto o que algunas propiedades de los
objetos bien portados se hereden.

En cursos bésicos de Analisis se ensena que los polinomios son densos en
las funciones continuas, esto es, que los polinomios aproximan cualquier
funcién continua. Aun antes, parte de los cursos de Célculo se ocu-
pan en probar que ciertas funciones son aproximables por polinomios:
con el Teorema de Taylor estos polinomios aproximantes se construyen
explicitamente. En textos bésicos de Andlisis como en [Bartle(1982)],
[Kolmogorov and Fomin(1975)], o [Rudin(1980)], se presentan distintos
teoremas de aproximacion como los de Bernstein, Weierstrass, Stone,
Stone—Weierstrass; que en distintos grados de generalidad dicen lo mis-
mo. (En el Teorema de Stone Weierstrass la familia densa es un Algebra
que separa puntos).

Estas notas tratan de los polinomios y del Teorema de Bernstein (Fér-
mula (1) y Teorema (3.1)). Hay varias razones para hacerlo:

1. Se trata de un resultado importante y 1til, que tememos esta en
riesgo de desaparecer de programas de Analisis para dar paso a
teoremas menos constructivos y més abstractos y generales. Es-
peramos apoyar, con este ejemplo, la opinién de que las pruebas

4[0’Connor and Robertson()], [AMS] y ligas alli disponibles.
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constructivas son preferibles a las de pura existencia. Con los
polinomios de Bernstein, dada una funcién continua f, se cons-
truye una sucesion explicita de polinomios que convergen uni-
formemente a f.

2. Es frecuente que los estudiantes de matematicas le tengan miedo
a las férmulas. Una manera de revertir esta situacion es haciendo
que las formulas sean naturales. Creo que con la interpretacion
Probabilistica los polinomios de Bernstein son naturales y hasta
intuitivos.

3. Los Polinomios de Bernstein tienen una estrecha relaciéon con
Probabilidad, algo que es elemental pero me temo que sélo para
los probabilistas (ver, por ejemplo, [Feller(1971)]). Una forma de
entenderlos es lanzando volados (variables Bernoulli) y calculan-
do la esperanza de una variable aleatoria muy parecida a la Bi-
nomial®.

4. Otra bondad del Teorema que queremos discutir es que a diferen-
cia del Teorema de Taylor, que requiere que la funciéon que se va a
aproximar f sea entre otras cosas diferenciable, ¢ para el Teorema
de Bernstein sélo necesitamos que la funcion sea continua, lo cual
es mas a nuestro favor (o de los Polinomios de Bernstein).

Resumiendo: los Polinomios de Bernstein nos dan una construccion
particular y explicita de polinomios densos en el espacio de funciones
continuas con dominio en un intervalo compacto de R. No se necesita
que la funcién que se va a aproximar f sea ni siquiera derivable en algin
punto. Sélo se necesita poder evaluarla en una reticula de puntos del
dominio, (en una sucesiéon de particiones del intervalo con normas que
tiendan a cero), y para cada x € [0, 1] lanzar volados con Probabilidad
de aguila igual a z.

En la siguiente Seccién daremos algunas definiciones necesarias y enun-
ciaremos el Teorema de Bernstein.

5La Binomial consiste en sumar el nimero de éxitos después de realizar n expe-
rimentos independientes que pueden resultar en éxito o fracaso, y la probabilidad
de éxito es la misma para cada uno de los experimentos.

6Debemos afiadir a esto que la diferenciabilidad no basta para tener poli-
nomios aproximantes explicitos con Taylor. Tenemos el clasico ejemplo de la funcién
exp(—x~2), que es de clase C, pero su serie de Taylor en cero es la constante cero,
i.e. los polinomios de Taylor no aproximan esta funcién en ninguna vecindad del
origen.
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A continuacién desmenuzaremos los polinomios de Bernstein. Para ello
usaremos Probabilidad y Calculo. No incluimos la prueba del Teorema
de Bernstein porque se puede consultar en muchos sitios. En particu-
lar recomiendo la prueba que da [Bartle(1982)], que me parece clara,
sencilla y bella.

3. Definiciones y Resultados

Que los polinomios aproximan a las funciones continuas quiere decir
que dados un nimero real € > 0 y una funcién continua f : [0,1] — R,
existe un polinomio p, : [0,1] — R tal que

1f = Pelloc = sup{|f(z) — pe(z)] : = €[0,1]} <.

A || - |l se le conoce como la norma infinito en el espacio vectorial
de funciones continuas f con dominio [0,1] y con valores en R. Dada
f :[0,1] — R continua, el n—ésimo polinomio de Bernstein de f de
"grado” n es (usando la misma notacién que [Bartle(1982)], p. 196)

s =31 (£) @t —ar W

Observemos que:

1. Escribimos grado entre comillas porque dependiendo de la funcién
f, Bn(f,z) puede ser incluso una constante. Lo correcto es decir
que B, (f,x) es un polinomio de grado a lo mds n.

2. Habiamos anunciado que se calculaba f en una reticula y que su
dominio era un intervalo compacto. Por comodidad, (y porque
asi se suele definir), dicha reticula serdn los puntos de la forma
%, conn € Ny k=20,1,2,....,n y el dominio de f sera el in-
tervalo [0, 1]. Dejaremos al lector justificar la primera afirmacién
generalizando estos resultados.

3. Tal vez no lleguemos al punto en el que al lector le parezca, como
a mi, que estos polinomios son una monada, pero si espero que se
vean naturales, por lo menos un poco.

En fin, el Teorema que queremos discutir es el siguiente:

Teorema 3.1 (Teorema de Bernstein). Si f : [0,1] — R es conti-
nua, entonces



6 ANA MEDA

4. Calculos y Férmulas

Primero recordemos la férmula del binomio de Newton:
n

(a+b)" =) (7)a"v"

k=0

donde (}), o las combinaciones de n (elementos) tomados de k en k es
() = Wlk)' y se puede entender como el (k + 1)—ésimo ntmero del
(n+1)—ésimo renglén del Tridngulo de Pascal”, pero esa es otra historia.
Por lo pronto, veamos que si a =z € [0,1] y b = 1 — x, obtenemos que

n

1=1"=(z+(1-2)" =) (@1 —a)" (2)

k=0

Esta identidad nos dice muchas cosas. Para empezar, ya sabemos calcu-
lar el polinomio de Bernstein de las funciones constantes: Si g(z) = a €
R, B,(g,z) = . Para ver eso basta observar que g (%) = «, factorizar

aen (1) y usar (2). Veremos otros usos de esta identidad mas adelante.

9. Los polinomios de Bernstein

Al polinomio de grado n que no depende de f en el k-ésimo término del
polinomio de Bernstein (1) le llamamos p; aunque también depende de

n(pr=prn; yk=0,1,2,...,n):

(V) " [O, 1] — R,
pr(z) = (i) 2" (1 —2)" " (3)

Primero, es claro que para toda x € [0, 1], pr(x) > 0. Ademas, (2) nos
indica que Y ,_,¢x(z) = 1, y por estas dos razones ¢j(z) < 1. Esto
ultimo no es tan obvio, pues aunque x y 1 —z son ntmeros reales entre
0y 1, (}) es un nimero natural® que puede ser muy grande.

7

1

11

121
1331
14641
1510105 1

8; Por qué es entero?
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Mas sobre ¢y, :
pe(r) = ()" (1 —2)" k(1 - 2) = (n — k)a]

= ("1 —2)" "k — nal,

y esta derivada es cero en cero, en uno y en x = % (los casos especiales
n=0,n=1o0bien k =0,y k = n, se dejan al lector). También le
dejamos al lector decidir que en x = % el polinomio alcanza un maximo,
y encontrar el valor ¢y (£).

El punto importante es que si fijamos x € [0, 1], los términos que més
van a contribuir a B,(f, ) son aquéllos f (£) ¢y (z) para los cuales £
estd cerca de x. A esto le sacaremos jugo mas adelante.

¢y también se puede entender desde la Probabilidad: Si lanzamos n
veces una moneda (de ser necesario cargada) con Probabilidad de dguila
igual a z, y los lanzamientos son independientes entre si, entonces @y (z)
es la probabilidad de que exactamente k de esos lanzamientos sean
dguila®.

6. Un poco mas de Probabilidad

Al experimento que consiste en: lanzar n veces una moneda con proba-
bilidad de obtener dguila x y sumar las veces que aparece daquila, se le
conoce como variable aleatoria Binomial (n,x).

Las wvariables aleatorias Bernoulli toman valores cero o uno, y la Bino-
mial (n, ) es la suma de n variables Bernoulli(z) (independientes) 1°.

Esto nos da otra forma de entender (2): sumamos las probabilidades de
todos los resultados posibles que tiene la distribucién Binomial (casos
disjuntos, claro), y esa suma es uno, i.e., es la probabilidad de un evento
seguro.

Ahora ya tenemos una manera probabilistica de entender a los poli-
nomios de Bernstein como la esperanza de una variable aleatoria. Si
queremos aproximar f(z), hacemos el siguiente experimento:

1. Lanzamos n veces una moneda cargada con Probabilidad de agui-
la igual a z,

9La probabilidad de una secuencia de n lanzamientos con exactamente k dguilas
es, por independencia, zF(1 — 2)"~*. Ahora sélo falta contar cudntas de esas se-
cuencias de n volados tienen k aguilas. Numerando los lanzamientos y eligiendo los
exitosos, el problema es el mismo que encontrar subconjuntos de k elementos del
conjunto {1,2,...,n}.

10T as variables aleatorias Bernoulli son las que modelan un volado. Esta variable
vale uno si cayé aguila y cero si fue sol.
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2. Contamos cudntas veces salié aguila.
3. Si cayo aguila k veces, entonces elegimos el valor f (H) .

B, (f,x) es la esperanza de la variable aleatoria que acabamos de des-
cribir, i.e., la suma de los valores que toma esta variable aleatoria pon-
derada por la probabilidad de que los tome:

B.(f2) = ;f(g) ou(a)

- Zf (&) maa—ars ()

En realidad esta nueva variable es la composicién de la variable Bino-
mial que describimos arriba con una funcién determinista F,: {0, 1,2,
...,n} — Rquehace F,,(k) = f (%) . Por supuesto la esperanza de esta
variable es la misma, si la vemos como variable o como composicién de
una variable Binomial con F,,. Basta recordar las féormulas elementales
de esperanza matematica, que en este caso (si Y es la Binomial(n, z))
nos dan:

E[F(Y)] = Y Fuk)PF(Y) = Fo(k)]

_ Xn: FL(R)P[Y = k]
- Zf(%) o1(2) = Balf, 2).

La posibilidad de lanzar volados y de paso obtener una aproximacién
a la funcién no deja de ser algo atractivo; es tal vez mas divertido que
calcular derivadas y desde luego este método si sirve para todas las
funciones continuas y no sélo para las analiticas.

Ahora bien, por ahora la idea de lanzar un volado con Probabilidad de
dguila igual a x, para cualquier z € [0, 1] pudiera parecer experimento
pensado de ésos que no se pueden hacer, y que sélo podemos realizar
six = % Este no es el caso. Si tenemos un buen generador de nimeros
aleatorios entre cero y uno, la probabilidad de que un niimero generado
esté en el intervalo [0, z] es x (una vez més, 0 < z < 1) y de que caiga
en [z,1] es 1 — x. Ahora basta con generar dicho niimero, observar en
qué intervalo cayd y decir que fue aguila en el primer caso y sol en el

segundo.
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Los generadores de ntimeros aleatorios tratan de simular la distribucién
uniforme en el [0,1], la cual se entiende como cae en intervalos de
longitudes iguales con probabilidades iguales, y es la medida de Lebesgue
en el intervalo [0, 1].

Regresemos a la interpretacion de los polinomios de Bernstein, ahora
jugando con distintas funciones f (por ahora sélo hemos calculado los
polinomios de Bernstein de las funciones constantes). Si f(x) = z, sus
polinomios de Bernstein son:

> (%) wata o = (1) Skweta o,

que es 1/n veces la esperanza de la variable aleatoria Binomial(n, z),
que se calcula en los cursos basicos de Probabilidad. Cancelando, reenu-
merando y reescribiendo:

—Zk‘ H(1—)m Zkk'n— (1 — z)"F

_ Ly (n—1)! k=11 _ ) (=1)=(k=D)
D (T R e R

_ xi (1) 2 (1 — )n 1
= zlr+(1-2)" =2z, (5)

con lo que acabamos de probar que el polinomio de Bernstein (de
cualquier grado) de la funcién identidad es otra vez la identidad.

Ahora calculemos los polinomios de Bernstein para la funcién f(x) =
22. Después tendremos una férmula recursiva, pero este célculo es bas-
tante ilustrativo. Imitando lo que hicimos para f(z) = z, cancelando k
con los factoriales, reenumerando y factorizando n :

Z (S) ()2 (1—ay =5 ;ml)%xk(l_w)n_l_k

Hay un k que pasa a ser k+ 1 por la reenumeracién (cambio de variable,
pues). Aqui separamos k + 1 en dos términos, para repetir el mismo
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truco:
T = n—1)! A el T
g;kmg"(l—m) +E~1
_ 2’(n—1) — (n—2)! k—1 n-1-k ; T
— g;@—nmm—2y4k_nnx A
_ xQ(nn— 1) +%:x2+x(1n—x)7 (6)

de donde vemos que la distancia uniforme entre z? y su polinomio de
Bernstein estd acotada por 1/4n, que es 1/n veces el méximo de la
funcién z(1 — z) en [0,1].

La esperanza se conoce también como el primer momento. Natural-
mente, los j—ésimos momentos de la Binomial(n, ) estén relacionados
con los polinomios de Bernstein de las funciones 27 de la siguiente ma-
nera: Si f(z) =27 y Y ~Binomial(n, z),

B(f) = % (S) (1) (1 — z)"*

k=0

= () S mata-ar

k=0

- (%)jE[w‘],

que es 1/n? por el j—ésimo momento de Y.

Le queda al lector probar!! la férmula recursiva para Y como arriba y
X ~Binomial(n — 1, z) :

E[Y7] = nzE[(X + 1)1,

de modo que ya conocemos B para cualquier polinomio. Otro facil de
calcular es el polinomio para la funcién exponencial f(x) = e” :

n

Bu(fx) = > en (a1 —a) "

n
1

= > (@) (ena)F(1—2)"F = [a(en — 1) +1]".

1O ver en [Ross(1984)], p.149.
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Que conste que desde el punto de vista del teorema de Bernstein y del de
Weierstrass, todos los cédlculos que acabamos de hacer son
irrelevantes, pues para los polinomios y para la exponencial conocemos
perfectamente sucesiones de polinomios que los aproximan uniforme-
mente.

7. Extensiones y Agradecimientos

Como se puede ver en el articulo de [Kac(1937)], se puede ir mas alld con
estos polinomios, preguntdandonos por la velocidad de convergencia, lo
cual nos acerca a versiones del Teorema Central de Limite, que, espe-

culando, deben haber sido la razén por la cual Bernstein hizo todo esto
([Bernstein(1939)]).

Quiero agradecer a todos mi colegas y amigos, a quienes (desinteresada
y frecuentemente) plagio comentarios que me parecen brillantes y que
mas adelante creo son mios. También a mis alumnos, en particular a los
que han llevado conmigo cursos de Anélisis Matematico en la Facultad
de Ciencias de la UNAM. Es discutiendo con todos ellos que disfruto
de una manera especial algunos temas del Analisis Clasico y muchas
otras cosas.
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