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UNA CLASIFICACION DE LINEAS EN EL PLANO Y
PLANOS EN EL ESPACIO, MEDIANTE RANGO DE MATRICES

El presente es un trabajo sobre Geometrf{a Analitica ha--
ciendo uso de resultados de Algebra Lineal, especialmente =fe}
lucién de sistemas de ecuaciones y su relacidn con el rango
de las métrices que se pueden asociar a ellos. Fue pPresenta-
do en un curso de Algebra Lineal I por Aurea Coanejfo, Lilia
Lemus y Aéunciqn Preisser, impartido por el profesor Humbenr-

o Madnrnid.

Primeramente recordaremos algunos resultados de Algebra
Lineal que utilizaremos.

Sea A' la forma escalonada de A, el rango de A, r(A), es
él nfimero de renglones distintos de cero en A'.

Ahora, si tenemos un sistema de ecuaciones lineales de

la forma:

a Xx ta Xx + ...+ g3 X =b
11 1 12 2 in 'n 1

podemos escribirlo como Ak = b, siendo A la matriz formada

por los coeficientes del sistema, y llamaremos a D:
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, )
a a ... a, b,
11 12
- a a - | b
D= 21 22 2n 2
a ves & b
L mp am2 * mn m

1z matriz aumentada del sistema.

Si r(A) = n entonces r(D) vale n 6 ntl, y el sistema correspon-

diente tendra solucidn si y sdlo si r(A) = r(D); y la solu--
cidn seri Gnica si r(A) = n; habri una infinidad de solucio-
nes si r(A) es < n, No existird solucibn si y solo si r(A) eﬁ
< que r(D). Este (ltimo caso puede parecer carente de inte--
rés, pero paraddéjicamente, en general, los casos que no tienen

solucidn encierran una mayor riqueza en cuanto a la informa-

cidn que podemos obtener de ellos, como se verd mis adelante.

En Geometria Analftica tenemos las ecuaciones lineales:

ax + by = c y ax + by + cz = d

donde a, b, ¢, 4 son reales; que representan respectivamente
una lfnea en un planoc y un planc en el espacio. Asociado con

un par de lineas tenemos el sistema:

a

a

y similarmente para una terna
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21

x +ta

x+ a
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22

y=c

y

(1)

de planos:



Al sistema (1) le podemos asociar
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(2)

las matrices:

11 12 1

21 22 2

11 12

a a a d
21. 22

a
L 31 aaz aaa d3|

En cada caso A es la matriz del sistema y D la matyriz aumen-

tada.

Resolviendo los sistemas (1) y (2) en términos de los ~-

rangos de sus matrices asociadas y matrices aumentadas res—-

pectivamente, se encuentran las relaciones posibles que exis

ten entre dos lineas en un plano y tres planos en el espacio.

Se demostrarid que las posibles relaciones son:

I.- Entre dos lineas:

1.

Se intersectan en un solo punto.

i,
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2. 8Son paralelas.

3. Coinciden.

II.- Entre tres planos:
1. Se intersectan en un sclo punto.
2. Los tres ée intersectan en una linea.
3. Los tres son paralelos.
4, Los tres coinciden.

5. Forman un prisma.

Partiremos analizando los sistemas correspondientes en -
términos de todas las combinaciones posibles de los rangos -
de las matrices A y D, respectivamente, ya que asl agotamos
todas las posibilidades, en vez de argumentos geométricos --
bastante intuitives, que si bien son claros en R* y R*, no -
1o son en dimensiones mayores, y &ste andlisis es extensivo
a ellas con sus debidas modificaciones; también puede hacer-
se lo mismo para cdnicas y conicoides como sugiere H. Eves -
en las pdginas 104-107 de "ELEMENTARY MATRIX THEORY", ALLYN
and BACON, (19686),

I. CLASIFICACION DE RECTAS EN EL PLANO.
N&tese que en 8ste caso tenemos dos incdgnitas, a este -

nlimero lo denotaremos como n.

1. nf{A) = »(D) = 2 = n, existe solucidn y es finica, o --
sea que existe solamente un punto que satisface el --

sistema (1) lo que geométricamente significa que las
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rectas se intersectan en un solo punto. Reciprocameg
te, si las rectas tienen un sble punto de intersec--
cibn eso significa que (1) tiene solucidn Gnica, lo

cual implica qué r{(A) = 2 = r(D) = n, o sea que, -=--
r{(A) = 2 = (D) = n si y sblo si las rectas se inter

sectan en un solo punto.

Si n{A) =1, &(D) = 2 claramente el sistema no tiene
solucibn, esto implica que las rectas no pPoseen un -
punto en com@n, por lo que son paralelas. Reciproca-
mente, si las rectas son paralelas, obviamente no --
tienen puntos en-comﬁn,'lo cual implica que ningin -
punto satisface simulténeamente las ecuaciones de --
las dos rectas y esto equivale a que el sistema (1)

no tenga solucidn y por lo tanto que r(A) = 1 y r(D)
= 2. 0 sea, r(A) =1y r(D) = 2 si y sblo si las 13-

neas son paralelas.

n{A) = 1 = 2{D) < n. Ya que A y D tienen el mismo ran
g0, el sistema tendrd solucidn, sin embargo, observe
mos que el rango de ambas es menor que el niimero de

inecégnitas, lo cual implica que en las formas escalo
nadas de las matrices A y D respectivamente, logramos
obtener un rengldn de ceros a partir de efectuar bpg
raciones elementales con el otro rengldn, o sea gue

si:
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a a
11 12 ! !
11 12
A = entonces Al =
a a 0 0 y
21 22
a a c _ a' at c
1y 12 1 i1 12 1
D = entonces D' = :
a a c 0 0 0

21 22 2

vemos que una recta tiene sus coeficientes y término
independiente proporcionales a la otraj si recorda--
mos gque 1la expresiéﬁ de una recta no es Unica, con--
clufmos que las rectas coinciden. Ahora bien, desde
el punto de vista geométrico, si dos rectas coinci--
den, tienen infinidad de puntos en comln, lo cual im
plica que el sistema correspondiente tiene infinidad
de soluciones, lo que implica que r(A) = r(D) # n, -
si n = 2, tenemos entonces que r(A) = r(D) = 1. 0 --
sea que, r(A) = 1 = r(D) si y s6lo si las lineas --
coinciden.,

CLASIFICACION DE PLANOS EN EL ESPACIO.

En este caso tendremos tres ecuaciones con tres in=--

cdgnitas, el nlmero de incdgnitas lo denotaremos con la le-

tra m.

1. n{A) = a(D) = m = 3 el sistema (2) tiene solucidn -
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inica, o sea, los planocs poseen un sdlo punto en camin. Reciproca-
mente, si los planos se intersectan en un sélo punto, el sistema -
correspondiente tiene solucién fnica, lo cual implica que r(A) = -
r(D) = 3 =m. O sea, que »(A) = r(D) =m = 3 si y solo si los pla

nos se intersectan en un $dlo punto, camo se ve en la figura 1.

Fig. 1
2. 2[A) = &, a{D) ='3. No existe solucidn al sistema, pero -
si r(A) = 2 eso implica que un rengldn es combinacidn
lineal de los dos restantes, por ejemplo: r = q;1+ krz

(donde r. es el rengldén i-&simo), de lo que se despren-
den dos posibilidades:

a) q# 0y k # 0y entonces es posible formar las ma-

trices:
a a a a a a a a a
11 12 13 11 12 13 21 22 23
A=z A= A=
1 la a a 2 ta a a ¥ la a a

21 22 23 31 32 33 31 az 33
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donde r(Al) = r(Az) = r(AS) = 2. De aqui se ve que fg

mando por pares se van a intersectar en una infinidad
de puntos; estas intersecciones van a ser lineas rec-

tas, por lo que los planos forman un prisma. (fig.2)

g

WL

Fig. 2

LI,
TR AN MANRAY

X

b)Y, q = 0 & k = 0. Supongamos que k = 0, eso implica
que un plano es paralelo a otro del par restante, por
lo que un plano corta a los otros dos que son parale-

los. (fig. 3)

Fig. 3
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Reciprocamente, si los planos forman un prisma, eso -
implica que la interseccidn de los tres es vacia, por
lo que no existe solucidn al sistema, por lo tanto —-
r{A) < r(D). Ahora, si r(A) = 1, tendrfamos que los
Planos serian paralelos o coinecidirfan, contrario a -
nuestra hipltesis de la cual partimos; por lo tanto,
r(A) = 2 y r(D) = 3,

0 sea que tres planos forman un ﬁrisma si y sblo si -

r(A) = 2 y v(D) = 3,

"{A] = 1, n{D) = 3, Este caso no ﬁuede suceder ya que
como sabemos, si el rango de la matriz del sistema es
m, el rango de la matriz aumenfada solamente ppede -
ser, o bien m, &6 mtl., En este caso si r(A) = 1, el ==
rango de la matriz aumentada r(D) debe ser distinto -

de tres.

"{A) = 2[D) = 2, En este caso tendremos infinidad de
soluciones. Notemos que r(A)=2, y r(D)=2, esto signi-
fica que por medio de operaciones elementales en las
matrices A y D hemos logrado obtener un rengldn de ce
ros a partir de los otros dos, ésto es, hemos expresa
do un plano como combinacidn lineal de los otros dos,
lo cual indica que ni son paralelos 1oé_tres ni coin-
ciden, y entonces concluimos que se intersectan en una
linea. Reciprocamente, si se intersectan en una linea,

el sistema (2) tiene infinidad de soluciones por 1lo -



que r(A) = r(D) < m, ahora, si r(A) = 1 = r(D) quie

re decir que los tres planos coinciden. De lo cual -

deducimos que en &ste caso, r(A) = 2 = n(D) = 2., ---
(fig. W).

N

N

Fig. 4
5. (A} = 1, »(D) = 2. Como r(A) # r(D) el sistema no -

tiene soluciénj; como r(A) = 1 eso implica que:

8,179%,,7 kaSI

812.79%,,7 kasz

8132798,57 kasa
pero como r{(D) = 2, las di‘s no seon proporcionales -

entre si, o sea, son paralelos, pudiendo coincidir --
dos de ellos. Reciprocamente, si suponemos que los --
planos son paralelos, eso implica que no tienen pun--

tos en comfin, entonces el sistema (2) no tiene solu--

37
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cidén, lo que implica que r(A) # r(D), ahora, si son -

paralelos, tenemcs que si:

}

ra a’ a
11 12 13

31 32 33

podemos obtener la matriz escalonada A' de la forma:

a'l a' al

11 12 13 ,
0 0 0
G 0 0

ya que los planos tienen sus coeficientes y término -
independiente proporcionales, por lo que r(A) = 1, Si
sucediera que r(D) = 1 el sistema (2) tendria solucidn,
lo cual es una contradiccién, y tampoco puede suceder
qﬁe r(D) = 3 (caso 3), por lo que r(D) = 2. O sea que,
tres planos son paralelos si y s8lo si r(A) = 1y ——-

r(D) = 2, (fig. 5)

Fig. 5§



&. niA) = 1 =

(D)

observamos que si:

como también

11 12 3]

21 22 213

31 32 33

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Al
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< m, existen infinidad de soluciones,

significa que los coeficientes y término independien-

te de los tres planos .son proporcionales, concluimos

que se trata de un mismo plano expresado en tres for-

mas diferentes, por lo que los tres planos coinciden.

Reciprocamente, si los tres planos coinciden, el sis-

tema tiene infinidad de soluciones, lo que implica -

que r(A) = r(D) < m, ahora r(A)

r(D) # 2 y r(A)

—

r(D) # 3 {(tendrfamos caso 1 y caso 4}, por lo que - -

r(A) = r(D) =

y s6lo si r(A) =

r{(D)

1.

1. 0 sea que, tres planos coinciden si
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En resumen tenemos que:

I. 8i tenemos dos 1lineas rectas en el plano, solamente pue
de suceder que:

1. Se intersectan en un solo punto. ( v(A) = (D) = 2 )

2. Sean paralelas. ( r(A) = 1, r(D) 2 )

3. Coinecidan. ( r(A) = r(D) = 1 )

IT. Si tenemos una terna de Planos en el espacio, solo pue-

de suceder que:

1. Se intersectan en un solo punto. ( r(A) = r(D) 3
2, Formen un prisma. (r(A) = 2, r(D) = 3)

3. Se intersectan en una linea. ( r(A) = n(D) = 2 ).

4. Sean paralelos. ( r(a) = 1, (D) = 2 )

5. Coincidan. ( r(A) = p(D) = 1 ).

EJEMPLOS ;

1. Planos que se intersectan en un solo punto

a) x+y+ 2z =1 b) 3x + 2y + 2z = 2
X -y +t z =0 X - 2y + 3z = 0
xty-2z=1 . bx - y + 8z = 12
Sel. 1/2(1,1,0) 1/20(-29,44,39)
c) 2x + y - 3z =4. d) 3x+ y+ =z =75 é
Sk + 4wy t 7z = 2 X+ y+ 5z =7
X - y + 2z = -5 X - y + 3z = 3

Sol. (-11/18, 48/18, -5/6) (3/2, 0, 1/2)
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2. Se intersectan en una linea.

3x + y - Lz = 5§
2x +3y - z = 4
w ~2y + 3z =1

Los plancs son paralelos.

X - 2y + 2z =0
2x - Hy +2z = b
3x - 6y +3z = 8
Coinciden.

2x + Ly - 8z = 16

6x + 12y - 2uz Lug

Bu4

8x + 16y - 32z

Forman un prisma.

X+ y - z = =2
X + 2y + z = 4
-X - 3y - 3z = =5



