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1. Introduccién

El teorema de Baire estudiado en los cursos de analisis matematico,
es de tal profundidad que, podriamos decir que cualquier parte de las
matematicas que se relacione con él es digna de mirarse con deteni-
miento pues algo interesante nos va a mostrar. En este trabajo vamos
a estudiar con detenimiento qué sucede con el producto de espacios de
Baire, y asi poder concluir que el espacio R!, donde I es un conjunto
cualquiera, es de Baire. René Baire se intereso en este tipo de proble-
mas desde que hizo sus primeras investigaciones y en particular en su
tesis doctoral «Sur les fonctions de variables réelles» presentada en la
Escuela Normal Superior, donde combina la teoria de conjuntos y el
analisis para estudiar y entender mejor los espacios de funciones, define
el concepto de «denso en ninguna partes.

2. Densidad y Baire

Un conjunto A C B es denso en otro conjunto B si su cerradura es el
conjunto B, es decir si todo abierto de B intersecta al conjunto A. Es
claro que la union no vacia arbitraria de conjuntos densos es también
un conjunto denso. Sin embargo esto no es cierto ni siquiera para la
interseccion finita de conjuntos densos, ya que incluso esta puede ser
vacia. En efecto, tal vez el ejemplo mas simple de esta situacién es el
caso de Q y R\ Q, los cuales son densos en R y ajenos. El teorema de
Baire en analisis matematico aborda precisamente esta situacién. En
efecto, se tiene que la interseccion de dos conjuntos densos abiertos en
un espacio métrico completo es un conjunto denso. De hecho, también
es el caso para intersecciones numerables.
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Teorema 2.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo (no vacio) y
{Un} una familia numerable de conjuntos abiertos densos en X. En-
tonces la interseccion de los conjuntos U, es denso en X.

Este teorema, que lleva el nombre de Baire, fue inicialmente probado
por William Osgood en 1887 cuando X = R. Posteriormente en 1889
René Louis Baire lo probd para R™.

Unos veinte anos después en Topologia se empiezan a usar los llama-
dos métodos de categoria, que permitian discernir de forma provechosa
entre subconjuntos «grandes» y «pequenos» de un espacio topologico.
Estos métodos parecen haber tenido su origen precisamente en unos
trabajos de W. Osgood de 1897.

El interés principal de Baire en esa época era el estudio de las funcio-
nes que se obtienen como limites puntuales de sucesiones de funciones
continuas, actualmente llamadas funciones de la primera clase de Baire.
Es sobre estos temas que presenta el 24 de marzo de 1899 su tesis de
doctorado. De ahi, se obtiene una caracterizacion de las propiedades de
continuidad que tienen tales funciones, lo que se conoce como el Gran
Teorema de Baire, y los métodos de categoria juegan un papel clave en
su demostracion.

Junto con Emile Borel y Henri Lebesgue, René Louis Baire (Paris
21 de Enero de 1874 — Chambéry 5 Julio de 1932) es uno de los ma-
tematicos franceses del principio del siglo XX que con sus novedosas
ideas mas influyd en el desarrollo del analisis matematico. De familia
modesta logra llegar a estudiar en la Escuela Normal Superior donde
se distingue como un estudiante excepcional. Sin embargo después de
hacer un muy buen examen escrito su timidez hace que no obtenga los
resultados que él hubiera querido en el examen oral por lo cual lo desti-
nan como maestro a un liceo (bachillerato) en Troyes y posteriormente
en Bar-le-Duc al noreste de Francia en la provincia de Lorena. Lo bueno
es que asi obtiene ingresos fijos, lo malo es que se encuentra lejos de
la actividad cientifica del momento y los centros de importancia. Se
dedica entonces a escribir su tesis doctoral y eso le permite trasladarse
a la Universidad de Montpellier. En 1907 se convierte en profesor en
la Universidad de Dijon en donde ensena hasta 1914, cuando pide una
licencia por enfermedad la cual dura hasta su muerte.

3. El teorema y los ejemplos

El teorema que actualmente lleva el nombre de Baire es el siguiente.

Teorema 3.1. En un espacio métrico completo (no vacio) las tres afir-
maciones siquientes son equivalentes:
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i) La interseccion numerable de conjuntos abiertos densos es un con-
junto denso.
it) La unién numerable de conjuntos cerrados con interior vacio es
un conjunto con interior vacio.
iii) Si el espacio es una union numerable de conjuntos cerrados en-
tonces al menos uno de ellos contiene un abierto no vacio.

Répidamente vemos que i) es equivalente a ii) usando complementos,
ya que A es denso si y solo si su complemento es de interior vacio puesto
que, usando la definicién de densidad, pedir que cualquier abierto in-
tersecte a A es lo mismo que decir que ningtin abierto estd enteramente
contenido en el complemento de A. También es muy sencillo ver que
iii) es equivalente a ii).

En la practica para usar el teorema de Baire la eleccién de los abiertos
o los cerrados requiere de cierta imaginacion.

Ejemplo 3.1. Probemos que el conjunto de los niumeros reales, R, es no
numerable. La demostracion de este hecho se hace usando la propiedad
iii) del teorema 2. Supongamos que R es numerable. Sea R = U er{z}.
Observemos que cada {x} es cerrado. Como el interior de {x} es vacio
y estamos suponiendo que R es numerable, tenemos a R expresado co-
mo una union numerable de conjuntos cerrados con interior vacio y
como R es métrico completo podemos usar el inciso i) del teorema 2
para concluir que R tiene interior vacio lo cual es absurdo. Con esto
probamos entonces que R es un conjunto no numerable.

Algo andlogo se puede argumentar para ver que R? no es la unién
numerable de rectas o de circunferencias o de parabolas, etc.

También se puede demostrar este hecho usando el inciso iii) del teo-
rema 2 de la siguiente manera. Nuevamente supongamos que R es nu-
merable y que R = U,cr{x}. Tenemos ahora que como R es un espacio
métrico completo y cada {x} es un conjunto cerrado, al aplicar el teo-
rema 2 inciso iii) podemos concluir que algin {z} contiene un abierto
no vacio lo cual es absurdo y entonces podemos concluir que R es no
numerable.

Ejemplo 3.2. Probemos que un espacio de Banach es de dimension
finita o bien mo numerable. De este hecho se puede concluir que un
espacio vectorial normado con una base numerable (infinita) no puede
ser completo, este es el caso por ejemplo del espacio de polinomios.

Hagamos la prueba de esta propiedad para lo cual vamos a suponer
que el espacio de Banach (E, ||||) es de dimensién infinita. Considere-
mos los subespacios E,, generados por los primeros vectores de la base
e1,€s,...,e, es decir que E,, = (e1,ey,...,€,). Los espacios E,, son de
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dimension finita y por lo tanto son completos asi que cada FE, es ce-
rrado. Ademas F, es de interior vacio ya que si no fuese asi, habria un
abierto de E contenido en F,, y por lo tanto una bola del tipo x € E tal
que ||z — al| < r que al ser E, un espacio vectorial, cualquier miltiplo
de esa bola estaria en F, y por lo tanto E seria igual a E, lo cual no
es posible. En resumen tenemos que F, espacio de Banach, es la unién
numerable de los espacios FE,,, que son cerrados y de interior vacio asi
que por el teorema 2 inciso iii) concluimos que E es de interior vacio lo
cual es absurdo. Entonces tenemos que nuestra suposicion es falsa y por
tanto un espacio de Banach es de dimension finita o bien no numerable.
S. Banach (1882-1945) observé que el mencionado resultado de Os-
good y Baire, no solo es cierto en R" sino también, usando la mis-
ma demostracion de Baire, en cualquier espacio métrico completo y
en cualquier espacio topolégico localmente compacto, dando asi forma
definitiva a lo que hoy dia conocemos como Teorema de Baire.

4. La demostracién general

Vamos a demostrar un teorema un poco més general que el enunciado en
la seccion anterior por lo cual empezaremos con algunas observaciones.

Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto A es denso en nin-
guna parte si el interior de su cerradura es vacio. Por ejemplo, los
racionales como subconjunto de los nimeros reales no tienen esa pro-
piedad. El espacio X es un espacio de Baire si todo conjunto que
sea uniéon numerable de densos en ninguna parte resulta tener interior
vacio.

Estamos listos para enunciar el teorema de Baire.

Teorema 4.1. En un espacio topologico X son equivalentes:

i) X es de Baire.
it) La interseccion numerable de conjuntos abiertos densos es un con-
junto denso.
iii) La unidn numerable de conjuntos cerrados con interior vacio es
un conjunto con interior vacio.

Por completez haremos aqui esta prueba, a pesar de que se puede
encontrar en cualquier libro de analisis matematico.

Demostracion. Veamos primero que i) implica ii). Para esto, sea {4,, :
n € N} una familia de conjuntos densos y abiertos en X, y sea A =
NnenAy,. Para cualquier n en N sea F,, = X \ A,,. Como A, es abierto
y denso tenemos que

int(F,) = int(F,) = int(X — A,) = &,
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asi que F, es denso en ninguna parte. Ahora consideremos
X \ A=X \ (mneNAn) = UnEN(X \ An) = UneN(Fn)7

es decir que es la unién numerable de densos en ninguna parte y por
ser X de Baire entonces esa union es de interior vacio y por lo tanto A
resulta ser denso.

Para verificar que ii) implica iii) basta usar cuidadosamente com-
plementos. Finalmente veamos que iii) implica i). Para esto tomemos
{A, : n € N} una familia de conjuntos densos en ninguna parte y
A = UpenA,. Como para cualquier n € N se tiene que int(4,) = @y
A C Upen(A,), entonces por la propiedad iii) tenemos que

int(A) C int(Upen(A,)) = @
de donde int(A) = @ por lo tanto el espacio X es de Baire. O

La propiedad de ser de Baire se hereda a conjuntos abiertos pero no
nos vamos a ocupar de este hecho aqui. Nosotros nos vamos a orientar
hacia el producto de espacios de Baire.

5. El producto cartesiano de espacios de Baire

Tal vez una de las preguntas mas profundas sobre los espacios de Baire
es saber si el producto de espacios de Baire es un espacio de Baire.
Hay multiples articulos al respecto pero aqui solamente daremos una
vision general de la situacién para explicar en la siguiente seccién un
caso sencillo donde el producto de espacios de Baire resulta ser de
Baire. Fue Oxtoby, J. C. en [3] uno de los primeros que traté de dar
una respuesta general a la pregunta sobre el producto de espacios de
Baire. En su articulo define el concepto de pseudo-base: En un espacio
topoldgico X, una familia B de conjuntos abiertos no vacios es una
pseudo-base (a veces m—base) si todo abierto no vacio de X contiene
al menos un elemento de B. La pseudo-base es localmente numerable
(numerable sobre si misma) si cada subconjunto de B tiene a lo mas
un numero numerable de subconjuntos de B. Con estas definiciones
prueba que si X; y X5 son espacios de Baire y al menos uno de ellos
tiene una pseudo-base localmente numerable entonces el producto de
X1y X5 es de Baire. Ademas en la seccion 4 de su articulo prueba
que existe un espacio de Baire cuyo producto consigo mismo no es de
Baire, para lo cual usa la Hipotesis del Continuo. Pocos anos después
Paul Cohen en [2] prueba, sin usar la Hipétesis del Continuo, la misma
propiedad, el problema es que lo hace usando una técnica especial de
la teoria de conjuntos que es conocida como «forcing», incomprensible
para este autor.
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Otra de las investigaciones clave en este problema es el articulo de
Zsilinszky, L. [4] en donde se enfoca en ver cudndo se preserva que el
producto de espacios de Baire sea de Baire. Separa el caso en que la
topologia del producto sea la topologia caja, producto de abiertos de
cada espacio, o bien el caso en que la topologia del producto esté dada
por el producto de un nimero finito de subconjuntos propios abiertos
y el resto el espacio completo. El problema de saber en qué caso un
producto de espacios de Baire es un espacio de Baire es un problema
complicado que todavia no tiene una respuesta completa salvo en casos
especificos. Me siento orgulloso de ver que en un tema tan complicado
y con tanta historia como este hay varios colegas en México que han
trabajado en él o en temas muy relacionados. Aqui solamente citaré
a algunos de ellos como por ejemplo Garcia Maynez, Garcia Ferrei-
ra, Tkachuk, Dorantes-Aldama, Rojas-Hernandez, Tamariz, Pichardo-
Mendoza, Tkachenko, etc.

En el articulo de Zsilinszky citado arriba, se explica claramente la
situacion de los productos de espacios y cual es el estatus del producto
de espacios de Baire asi como en qué se esta trabajando en este tema.

Nosotros presentaremos el caso de los espacios tamizables que intro-
dujo Gustave Choquet en [I] en donde presenta una clase de espacios
de Baire, los tamizables que tienen la propiedad de ser estables bajo el
producto de espacios.

6. Espacios «tamizables»

Aqui definiremos una clase de espacios de Baire que resulta ser inva-
riante bajo productos y veremos las propiedades basicas de este tipo de
espacios. Como ya lo indicamos fue G. Choquet el que introdujo este
tipo de espacios. Las demostraciones son sencillas pero a pesar de eso
las vamos a escribir con detalle.

Definicion 6.1. Sea E un espacio topoldgico. Un tamiz en E es una
relacién binaria (denotada por T ) en el conjunto de los abiertos no
vacios de E, tal que cumple:

a) AC B= AC B.

b)) A BCC= AC C.

¢) Para todo conjunto abierto B # (), existe un abierto A tal que
AC B.

d) Si {4, : n € N} es una sucesion de abiertos tal que --- C A, C
A, C --- C A; entonces se tiene que Ny,enA, # 0.

Definicion 6.2. Un espacio topolégico E es tamizable si admite un ta-
miz.
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Teorema 6.1. S7 X es tamizable entonces X es de Baire.

Demostracion. Usaremos el teorema [4.1] sea {D,, : n € N} una familia
de conjuntos abiertos densos en X, demostraremos que la interseccién
es densa en X. Sea V un abierto de X. Como D; es un abierto denso
entonces D NV es un conjunto abierto no vacio. Por ser X tamizable
existe Vj abierto en X tal que Vi C DyNV ypora) Vy C Dy y Vi
C V. Como Ds es abierto denso Dy NV es un conjunto abierto no
vacio. Nuevamente por ser X tamizable existe V5 abierto en X tal que
VoL DonViypora) Vo CDyy Vol ViyaqueVoC DonNVy C VA
Podemos entonces construir inductivamente una familia {V;, : n € N}
de conjuntos abiertos tal que V,, C D, y V,, C V,,_; para toda n € N.
Ademéas V,, C V,,_y C --- C V para toda n en N. De donde tenemos que
MNpenVy C NpenDiny Npen'Vy, € V' y como tenemos un tamiz se obtiene
MpenVn # 0 por lo tanto podemos concluir que NyenD, NV # 0 asi
NpenD, resulta ser denso y entonces X es un espacio de Baire. O

Teorema 6.2. Sea X un espacio topolégico.

a) Si X es localmente compacto entonces X es tamizable.
b) Si X es métrico completo entonces X es tamizable.

En ambos casos se tiene entonces que X es de Baire.

Demostracion. Para probar que los espacios son tamizables basta dar
una relacion binaria y probar que esa relacién es un tamiz.

Empecemos por a). Para U,V abiertos, definimos U C V como
U C V y U compacto. Las primeras tres propiedades son evidentes
asi que para probar que C es un tamiz veamos que la propiedad de la
interseccién se cumple. Sea {U,, : n € N} una sucesién de abiertos tal
que -+ C Uy T U, C --- C Uy entonces ..Uy C Uppqy C U, C
U,--- C Uy C Uy. Es claro que NyenU, C NuenU, asi que vamos a
probar que {U, : n € N} tiene la propiedad de la interseccién finita.
Sea J un subconjunto de N finito, se tiene que ijJUi = U, donde
k=méx{j:j € J} asi que la familia {U,, : n € N} tiene la propiedad
de la interseccion finita, y como N,enU,, C U que es compacto pode-
mos afirmar que NypenU, # 0 v por lo tanto NpenU, # 0, y entonces T
es un tamiz.

Veamos ahora el caso b). Si U,V son abierto y definimos U C V

como U C V y diam(U) < min{1, %} Nuevamente las primeras
tres propiedades son evidentes asi que para probar que C es un tamiz
veamos que la propiedad de la interseccion se cumple. Sea {U,, : n € N}
una sucesion de abiertos tal que --- Z U,; C U, C --- C U; tenemos
que probar que N,enU, # 0. Para esto tomemos x,, € U, v denotemos
por d,, = diam U,,. Como dy < % y d; < min{l, di;} entonces d; < 2%1
y d;i — 0. Veamos que {z,} es una sucesiéon de Cauchy. Si tomamos
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p < ¢ se tiene que Fq - Fp y por lo tanto z,,x, € Fq de donde
d(zp, xy) < 21,%1 donde d denota la métrica del espacio X. Asi que {z,}
es de Cauchy y por ser completo el espacio obtenemos que x,, — = con
z € X. Ademés = € U, para toda n en N por lo que se puede concluir
que ¢ € NpenUn, C MNpenU, asi que NpenU, # 0. Entonces T es un

tamiz. ]

7. Finalmente el producto

Teorema 7.1. Sea (E;, 7;)ic; una familia de espacios topolégicos. Su-
pongamos que ; es un tamiz en E;, entonces el producto Il;c1E; es
tamizable.

Demostracion. Demos un tamiz para el producto. Sean §2; y {25 abiertos
en el producto, es decir que 0y = Ilie s, Vi [Ljep 5, ), y andlogamente
Qy = Ilic s, Vo, Wjep g, 5 donde Jy, J, C I, son conjuntos finitos y Vj ;
€ 71; para toda k € {1,2}, j € J; U Jy. Definimos en la topologia
producto la relacion:

Jo C Jq
2 C Q = ViiCi Vay,  Vie Jy
Vvl,i ., By VieJ \ Jo

Veamos ahora que en efecto la relacién que acabamos de definir es un
tamiz. Esta vez solamente probaremos la propiedad b). Sean €1, y
Q3 abiertos en el producto tales que ; C Q9 C €23, entonces J3 C
Jy C Ji. Sea it € J3 C Jy entonces se cumple Vi ; T; Vo, C V3, por
la propiedad b) del tamiz C; tenemos que V;; C; V3, . Tomemos ahora
i€ Ji\ Js. Sii € Jy, se tiene que Vi,; C; Vo, C E; y por lo tanto
Vii C; E;, ahora sii € J; \ Jy se tiene que Vy; C; F;, de manera que
en ambos casos se tiene que Vi ; C; £; por lo tanto €; T 3. O

Corolario 7.1. R donde I es cualquier conjunto resulta ser un espacio
tamazable y por lo tanto de Baire.

Observemos que los ejemplos de espacios que tienen la propiedad de
que su producto no sea de Baire son espacios que no son tamizables. Sin
embargo no se sabe si la clase de espacios tamizables es la clase mas
grande de espacios de Baire con la propiedad de que el producto de
dos espacios de esa clase sea un espacio de Baire, no obligatoriamente
de esa clase. Terminaremos diciendo que después de mas de un siglo
sigue habiendo problemas fascinantes de espacios de Baire asi como en
la mayoria de las matematicas.



UN TAMIZ MUY FINO 37

Bibliografia

[1] G. Choquet, «Une classe réguliere d’espaces de Baire. C. R.», Acad. Sci. Paris, vol.
246, 1958, 218-220.

[2] P. Cohen, «Products of Baire spaces», Proc. Amer. Math. Soc., vol. 55, nim. 1, 1976,
119-124.

[3] J. C. Oxtoby, «en Cartesian products of Baire spaces», Fund. Math., vol. 49, 1960/1961,
157-166.

[4] L. Zsilinszky, «Products of Baire spaces revisited», Fund Math., vol. 183, nim. 2, 2004,
115-121.



	1. Introducción
	2. Densidad y Baire
	3. El teorema y los ejemplos
	4. La demostración general
	5. El producto cartesiano de espacios de Baire
	6. Espacios «tamizables»
	7. Finalmente el producto
	Bibliografía

