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Cuando el antagonismo, esto es, el egóısmo, no reine más
en la ciencia, cuando se formen sociedades para estudiar,
en lugar de enviar a las Academias paquetes sellados, se
apresurarán a publicar sus mı́nimas observaciones por poco
que tengan de novedad, y se agregará “lo demás no lo sé”

Evariste Galois.

Este trabajo es un pequeño tributo a la memoria del genial matemático
Évariste Galois, en el segundo centenario de su nacimiento.

En mil ochocientos treinta, con sólo diez y nueve años de edad, Ga-
lois logró establecer criterios con base en los cuales, dada una ecuación
algebraica, se está en posibilidad de establecer si es, o no, soluble por
radicales. Concretamente, demostró que una ecuación algebraica con
coeficientes racionales es soluble por radicales si y sólo si su grupo tiene
una serie de composición con todos sus factores de orden primo. Lo
que es equivalente a que éste tenga una serie subnormal con todos sus
factores ćıclicos.

El objetivo principal de esta nota es presentar una caracterización
original de los grupos ćıclicos finitos.

Parece ocioso hacer notar que en cada grupo ćıclico finito, existe un
elemento g de orden máximo, necesariamente en su centro, tal que el
subgrupo generado por cada elemento diferente del idéntico tiene in-
tersección no trivial con el subgrupo generado por g. Demostraremos

que esta propiedad caracteriza a los grupos ćıclicos finitos y la usare-
mos para probar dos conocidos resultados, primero, que en un grupo
abeliano finito G, si g ∈ G es de orden máximo, G es producto directo
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del subgrupo generado por g con un subgrupo M , y segundo, que un
grupo finito es ćıclico si y sólo si es abeliano y por cada primo p que
divide a su orden, el grupo tiene sólo un subgrupo de orden p.

En primer lugar demostraremos un lema, de carácter en buena me-
dida técnico.

Lema 1 Sea G un grupo finito y g ∈ G de orden máximo. Si g está con-
tenido en el centro de G (Z(G)), entonces, para todo y ∈ G, el orden
de y (o(y)) divide al orden de g.

Demostración. Es suficiente probar que si y ∈ G y o(y) = pkl con p un
primo y (p, l) = 1, pk divide a o(g).

Se tiene que o(g) = pαβ con (p, β) = 1; c = yl es de orden pk,
d = gp

α
es de orden β; como d ∈ Z(G) y (pk, β) = 1, el orden de cd es

pkβ, de donde se sigue que pkβ ≤ pαβ, lo que implica que k ≤ α, por
consiguiente pk divide a pα y pk divide a pαβ, esto es, pk divide a o(g).

Presentaremos ahora la anunciada caracterización de los grupos ćıclicos
finitos.

Teorema 2 Sea G un grupo finito. G es ćıclico si y sólo si existe g ∈ G
de orden máximo, tal que g ∈ Z(G) y para todo b ∈ G, b 6= 1, la
intersección del subgrupo generado por b (〈b〉) con el subgrupo generado
por g no es trivial.

Demostración. Sólo es necesario probar la suficiencia.
Sea A = 〈g〉, demostraremos que G = A.
Supóngase que G− A 6= ∅.
Si x ∈ G−A, el orden de x no es primo, porque 1 6= 〈x〉 ∩A � 〈x〉,

lo que implica que o(〈x〉 ∩ A) es un divisor de o(x) diferente de 1 y de
o(x).

Sea b ∈ G − A de orden mı́nimo y p un primo que divide a o(b),
digamos que o(b) = pl. Como o(bp) < o(b), bp ∈ A, es decir bp = gr para
alguna 1 ≤ r < o(g).

Por el lema 1, o(b) divide a o(g), pongamos o(g) = pls; 1 = bo(g) =
bpls = (bp)ls = grls, de donde se tiene que pls divide a rls, y por ello
p divide a r; sea r = pt, aśı, bp = gr = gpt, bpg−pt = 1, (bg−t)p = 1,
lo que implica que bg−t ∈ A, y por consiguiente b ∈ A, lo que es una
contradicción.

Por lo tanto G− A = ∅ y G es ćıclico.

Utilizando esta caracterización de los grupos ćıclicos demostraremos la
siguiente afirmación.
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Lema 3 Sea G un grupo abeliano finito y g ∈ G de orden máximo. Si
A es el subgrupo generado por g, existe un subgrupo M de G tal que G
es el producto directo de A y M .

Demostración. Procederemos por inducción sobre el orden de G.
Podemos suponer que G no es ćıclico.
Por el Teorema 1 existe b ∈ G, b 6= 1, tal que 〈b〉 ∩ A = 1.
Sea Q = 〈b〉 y Ḡ = G/Q. Por el lema 1, o(b) divide a o(g) y como

1 < o(b) ≤ o(g) < o(G), Ḡ es un grupo abeliano no trivial de orden
menor que o(G).

Probaremos que ḡ = gQ ∈ Ḡ es un elemento de orden mximo.
Es conocido que s = o(ḡ) divide a o(g); ahora, Q = ḡs = (gQ)s =

gsQ, por lo que gs ∈ Q ∩ A y como Q ∩ A = 1, se tiene que gs = 1,
lo que muestra que o(g) divide a o(ḡ), y por consiguiente o(ḡ) = o(g),
lo que implica que ḡ = gQ es un elemento de orden mximo, ya que si
xQ ∈ Ḡ, o(xQ) ≤ o(x) ≤ o(g) = o(ḡ).

Por hipótesis de inducción, si Ā = 〈ḡ〉, existe un subgrupo M̄ de Ḡ
tal que Ḡ es el producto directo de Ā y M̄ .

Se tiene que M̄ = M/Q para algn un subgrupo M de G tal que
Q < M . Probaremos que G es el producto directo de A y M .

Si x ∈ G, xQ = (gQ)rmQ con m ∈M , por lo que x = grq1mq2 con
q1, q2 ∈ Q y se tiene que x ∈ AM , esto es G = AM .

Si x ∈ A ∩ M , xQ ∈ Ā ∩ M̄ , de donde se sigue que xQ = Q, y
x ∈ Q = 〈b〉, de donde se tiene que x ∈ 〈b〉 ∩ A, y entonces x = 1. Por
lo tanto G es el producto directo de A y M .

Usando el lema anterior y por consiguiente la caracterización de los
grupos ćıclicos finitos que se da en el teorema 1, demostraremos el
siguiente resultado.

Teorema 4 Todo grupo abeliano finito G es producto directo de sub-
grupos ćıclicos A1, A2, ..., As con s ≥ 1, tales que o(Ai+1) divide a
o(Ai) para toda i = 1, ..., s− 1.

Demostración. Se har por inducción sobre el orden de G.
Podemos suponer que G no es ćıclico.
Sea g ∈ G de orden mximo, si A1 = 〈g〉, por el lema anterior existe

un subgrupo M de G tal que G es el producto directo de A1 y M .
Como o(M) < o(G), por hipótesis de inducción existen A2, ..., As

subgrupos ćıclicos de M tales que M es el producto directo de A2, ..., As
y o(Aj+1) divide a o(Aj) para toda 2 ≤ j ≤ s− 1.
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G = A1M = A1(A2...As) = A1A2...As, adems:

As−1 ∩ As = 1

As−2 ∩ (As−1As) = 1
...

A2 ∩ (A3A4...As−1As) = 1

A1 ∩ (A2...As) = A1 ∩M = 1

Por lo tanto, G es el producto directo de A1, A2, ..., As.
Para terminar la demostración del teorema, sólo hace falta hacer

notar que o(A2) divide a o(A1), pero esto se sigue del lema 1.

Teorema 5 Si G es un grupo abeliano finito y m es un divisor de su
orden, G tiene un subgrupo de orden m

Demostración. Como diŕıa Galois, se hace sola.

Se puede probar que si el grupo finito G es producto directo de los
grupos ćıclicos A1, ..., As con o(Ai+1) divisor de o(Ai) para toda i =
1, ..., s − 1 y el grupo finito H es el producto directo de los subgrupos
ćıclicos B1, ..., Br con o(Bj+1) divisor de o(Bj) para toda j = 1, ..., r−1,
se tiene que G y H son isomorfos si y sólo si s = r y para toda 1 ≤ i ≤ s,
los grupos Ai y Bi son isomorfos.

Este hecho se conoce como el teorema fundamental de los grupos
abelianos finitos. Una demostración sencilla de éste se puede ver en [1].

Utilizando de nuevo el teorema 1, daremos esta otra conocida ca-
racterización de los grupos ćıclicos finitos.

Teorema 6 Sea G un grupo finito. G es ćıclico si y sólo si G es abe-
liano y para cada primo p que divide a o(G), G tiene sólo un subgrupo
de orden p.

Demostración. Sólo es necesario demostrar la suficiencia.
Sea g ∈ G de orden mximo y A = 〈g〉.
Si x ∈ G, x 6= 1 y el primo p divide a o(x), 〈x〉 tiene un subgrupo

H de orden p; en virtud del lema 1, se tiene que p divide a o(A) y por
lo tanto A tambin tiene un subgrupo K de orden p. Por hipótesis G
sólo tiene un subgrupo de orden p, por lo tanto H = K y se tiene que
H < 〈x〉 ∩ 〈g〉 de donde se sigue, por el Teorema 1, que G es ćıclico.

Colorario Sea P un p−grupo finito. Si P es abeliano y sólo tiene un
subgrupo de orden p, P es ćıclico.
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Observaciones.

1. Si en el enunciado del corolario anterior se suprime la hipótesis
de ser abeliano, el grupo P no necesariamente es ćıclico. El grupo
Q de los cuaternios es un grupo de orden 8 con sólo un subgrupo
de orden 2 y no es ćıclico.

2. Se prueba (por ejemplo en [3]) que si P es un p−grupo finito, P
tiene sólo un subgrupo de orden p si y sólo si P es ćıclico ó p = 2
y P es un grupo cuaternio generalizado.
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