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Resumen

Este es un breve relato de algunos de los hitos en la for-
macion de lo que hoy se llama el anélisis armoénico y de su
relacion con el andlisis funcional. Desde luego, hay muchas
maneras de contar esta historia. La versiéon que aqui se pre-
senta, esta influenciada por el campo de conocimiento de la
autora y omite por necesidad acontecimientos y personajes
importantes. Otras posibles orientaciones y conexiones son
mencionadas, con referencias bibliograficas.

1. Los comienzos del analisis armonico

El andlisis armonico tiene sus origenes en la escuela cientifica y
religiosa de los pitagdricos, que floreci6 en la ciudad de Crotona, en el
sur de Italia, hacia el siglo VI a. de C. Aunque la figura de Pitdgoras
es a menudo presentada como una leyenda y poco sabemos de firme
sobre su vida, su existencia es generalmente aceptada. En la figura 1 se
puede ver una moneda griega en la que aparece el nombre de Pitagoras
grabado alrededor del borde.

Figura 1
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Los pitagoricos creian que todo se podia explicar por medio de los
niumeros, que consideraban la gran herramienta para darle sentido al
cosmos. Sus creencias se afirmaron en las observaciones de fendémenos
naturales y en la evidencia que encontraron en ellas. Por ejemplo, los
pitagéricos manifestaron un gran interés en explicar la naturaleza de la
musica. Uno de los principios atribuidos a ellos explica, en términos de
nimeros, cuando un sonido es armonioso o agradable de oir: Una cuerda
pulsada produce sonidos armoniosos cuando el radio de las longitudes
[y L que se ven en la figura 2, es un niimero entero.

Figura 2

Asi, es con la musica como comienza la larga y fructifera historia
del andlisis armonico.

Hay otros rasgos sociales y religiosos que hacen de los pitagoricos
un grupo interesante. Las mujeres eran aceptadas como miembros de
la sociedad, con iguales derechos a los hombres. Eran vegetarianos y
no usaban vestimentas de lana. Parece que todos sus descubrimientos
cientificos los atribuian a Pitdgoras, lo cual naturalmente crea confusién
cuando se quiere trazar la historia de este grupo. No ayuda en este sen-
tido la admiracion idélatrica hacia Pitagoras de sus primeros bidgrafos
griegos.

La aficién de los pitagoricos a los nimeros, los llevo también a des-
cubrir interesantes relaciones. Por ejemplo, ellos observaron que la suma
de los n primeros nimeros impares es igual a n?:

1+3 = 22
1+3+5 = 3
1434547 = 42 etc.

Paradéjicamente, los pitagdéricos no usaron manipulaciones algebraicas
para probar sus formulas, sino que usaron a la geometria, valiéndose de
piedrecitas para formar las configuraciones apropiadas.

En Wikipedia, la Enciclopedia Libre, se puede leer un buen articulo
sobre los pitagdricos.
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2. La contribucion de Fourier

Dormida por muchos siglos, la inquietud pitagérica en cuantificar el
sonido reaparece en los prolegémenos de la historia moderna del anélisis
armoénico. El matemadtico inglés Brook Taylor (1685-1731) cita en su
obra de 1715, Método de los Incrementos, el problema de describir el
movimiento de una cuerda tensa y de establecer el tiempo de vibracion
sabiendo la longitud y el peso de la cuerda, y la fuerza que la tensa.

Brook Taylor

Los fundamentos matematicos en los que se basa la solucién de
este problema, serian dados casi cien anos mas tarde por el matematico
francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) en su obra fundamen-
tal Teoria Analitica del Calor, publicada en 1822. En esta obra, Fourier
parece volver a los postulados pitagoricos, cuando muestra que incluso
el fuego esta gobernado por los niimeros. Hay buenos motivos que expli-
can por qué Fourier habla principalmente de la propagacién del calor.
En efecto, ya hacia el final del siglo XVIII, estaba claro que el calor
podia considerarse como una forma de energia util en la produccion
industrial. Una prueba de ello es el uso de la maquina a vapor, espe-
cialmente en Inglaterra y en Francia. Por ese motivo, el problema de la
difusién del calor se vié como un problema fundamental, tanto desde el
punto de vista practico, considerado especialmente en Inglaterra, como
desde el punto de vista tedrico, que fue el aspecto predominante en-
tre los cientificos franceses. El libro de Umberto Bottazzini [3], analiza
estos aspectos en detalle.
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Joseph Fourier

En la obra de Fourier aparecen las férmulas, hoy bien conocidas,

Qg

flz) = 5 taicos T+ bisen x + ... (1)
1 2w
a, = - (x) cos nx dx
T Jo
1 2w
b, = —/ f () sen nx du.
T Jo

Fourier no parece preocuparse por justificar ni la convergencia ni el va-
lor del limite de la serie (1). Mds atn, en el capitulo III de su Teoria
Analitica del Calor, Fourier dice que estas féormulas se aplican a fun-
ciones completamente arbitrarias y que las series ordenadas segun los
cosenos y los senos de los arcos miultiples son siempre convergentes.

Otras formulas ain mas sospechosas aparecen luego. Por ejemplo,
para a < x < b, Fourier escribe

r@ =g [ r@ae [ cospte-ayap B

Seria facil para un matematico del siglo XXI el escandalizarse por
esta falta de rigor, que ya suscité dudas entre algunos contemporaneos
de Fourier. Pero hay que recordar que tanto la definicién de funcién
como la de la integral estaban en panales, como lo muestra el anélisis
de Bottazzini ([3], paginas 33, 48, etc.).

El extraordinario mérito de Fourier se puede medir por el hecho de
que una buena parte de los avances en el andlisis matematico en los
siglos XIX y XX, se debe al esfuerzo de muchos mateméticos intentan-
do justificar las férmulas y los comentarios de Fourier. Estos avances
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incluyen también la teoria de distribuciones del matematico francés
Laurent Schwartz (1915-2002), que permitié la justificacién de férmu-
las como la que aparece en (2). En el libro de Jean-Pierre Kahane y
Pierre-Gilles Lemarié-Rieusset [9] se hace un analisis muy interesante
de la Teoria Analitica del Calor y también se incluye una biografia de
Fourier, a quien se debe reconocer no sélo como un matemaéatico bri-
llante, sino también como un importante egiptélogo y un exitoso fun-
cionario publico. Sélo agregaremos que hacia el final del capitulo III,
Fourier menciona que las herramientas usadas en el caso de la propa-
gacion del calor también se aplican al problema de la cuerda vibrante,
reconociendo asi el trabajo pionero de Daniel Bernoulli (1700-1782)
([9], pagina 24). Aunque nacido en Holanda, Daniel Bernoulli fue un
miembro de la familia suiza de los Bernoulli.

Debemos decir que el salto que hemos dado desde los pitagéricos a
Fourier es un poco desmesurado y pasa por alto muchos aspectos in-
teresantes y varios protagonistas de lo que Kahane llama “la prehistoria
del andlisis armédnico” (][9], pdgina 23).

La investigacion de las series hoy llamadas de Fourier, también cata-
pulté otras dreas de investigacién. De ellas, mencionaremos ahora al-
gunos ejemplos.

El trabajo del matemético aleman de origen ruso Georg Cantor
(1845-1918) en el problema de la unicidad de las series de Fourier ([9],
pagina 68), lo llevé naturalmente a considerar conjuntos m&s y mas
extranos, que inspiraron no soélo su teoria de conjuntos, sino también
la teorfa de la medida y de la integral del matematico francés Henri
Lebesgue (1875-1941), desarrollada precisamente para estudiar proble-
mas de convergencia y divergencia de las series de Fourier. Més recien-
temente, podemos mencionar al matematico americano Paul Joseph
Cohen (1934-2007), quien escribié su tesis doctoral en la Universidad
de Chicago bajo la direccién del matematico polaco Anthony Zygmund
(1900-1992), uno de los forjadores del andlisis arménico moderno. El
tema de la tesis fue la unicidad de las series de Fourier. Aunque Cohen
continué trabajando en ese tema, obteniendo importantes resultados,
eventualmente se concentré en la teoria de conjuntos, probando un re-
sultado fundamental, llamado la independencia de la hipdtesis del con-
tinuo, que habia sido el primer problema en la lista de Hilbert. Por este
resultado, Cohen recibié la medalla Fields en 1966.
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3. Qué es el analisis armoénico?

Hasta ahora, s6lo hemos descripto al andlisis arménico por medio
de ejemplos, siendo el principal las series de Fourier. Esta falta de una
definicion mas o menos formal es bastante natural, pues mientras un
tema estd en formacion, es dificil de tener una visién panoramica.

Podemos decir ahora que el andlisis armoénico es el estudio basa-
do en la descomposicién en componentes sencillas, de ciertos objetos
matematicos complicados. Las series de Fourier son un ejemplo magnifi-
co de esta metodologia. Para evitar distracciones, vamos a ignorar en
nuestra discusion toda alusiéon a problemas de convergencia.

Si consideramos una funcion representada por su serie de Fourier,
que escribimos por simplicidad en la forma compleja,

[e.9]

f(x)= Z ¢, e
con coeficientes
1 27 )
Cp = — f(z)e ™ dx,
2 Jo
la aplicacion
f—Ae}

es el andlisis de la funcién f, que dice, por medio de los coeficientes
cn, cudnto de cada componente bdsica €™ estd presente en f. En el
lenguaje de la ingenieria eléctrica, la funcién f dependiente de una
variable real es una senal analdgica, a la cual le corresponde la senal
digitalizada {c,}

Senal analdgica f — Senal digitalizada {c,} .

La aplicacion inversa,
{en} — f,

es la sintesis de las componentes bésicas e, usadas en las proporciones
indicadas por los coeficientes ¢,,. Observemos que este analisis y sintesis

se refieren a la frecuencia. Cada componente e tiene una frecuencia
n
27"

Veamos estos principios ilustrados en un ejemplo. A tal fin, consi-
deramos la funcién f definida como

x O<z<m
f(x):{ (x—2m) w<ax<2m
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y extendida por periodicidad. Su serie de Fourier resulta ser
n#0 n

Entonces, la aplicacion de andlisis f — {¢,} se puede representar en
este caso por medio de los graficos

Senal analdgica Senal digitalizada

En el grifico de la derecha hemos representado el valor absoluto |c;,|
en funcion de n. Observemos que a medida que la frecuencia 5~ de eine

. "
crece, la contribucion ¢, = UL decrece en valor absoluto y en efecto
converge a zero. Es natural entonces preguntarse si las truncaciones

> #em“ podran aproximar en algin sentido a f.
0<|n|<N
Para comenzar, la llamada igualdad de Parseval

1 27 o0
| f@Pde= Y el

n=—oo

que podemos comprobar directamente en nuestro ejemplo, nos dice que
si la energia de una de las senales, la analdgica o la digitalizada, es
finita, la energia de la otra lo sera también,

[ (@) de < oo siysolosi 300 ea|* < o0

y ambas energias seran iguales.

Precisamente, la familia de funciones L?(0,27) estd caracteriza-
da por la condicién fozﬂ |f (z)]*dz < oo, mientras que la condicién
> ncZ len|? < 00 caracteriza a la familia de sucesiones 2.

El matemadtico alemén David Hilbert (1862-1943), habia introducido
el espacio [2, el espacio de Hilbert original, en sus estudios de ecuaciones
integrales que llevo a cabo entre 1904 y 1910.
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En 1907, el matemético austriaco Ernst Fischer (1875-1954), probé
que la serie de Fourier de una funcién f € L?(0,27) converge a f en
media cuadrética. Es decir

2
2

lim Z cne™ — f(z)| dx = 0.

N—o0 0
0<|n|<N

En cuanto a la convergencia puntual de la serie hacia la funcién re-
presentada por ella, los contraejemplos que fueron apareciendo hacia la
segunda mitad del siglo XVIII, mostraron que el optimismo de Fourier
debia de tomarse con unas pinzas muy largas.

Una de las primeras herramientas de gran utilidad creadas para
atacar el problema de la convergencia, fue el representar a la suma
parcial de la serie por medio de una integral,

N 27 1
Sy (z) = Z cnem”:/ AT (N +5) tf(x—t)dt.
n=—N 0

27rsen§

La funcién
sen (N + %) t

27Tsen§

es llamada el nucleo de Dirichlet, en reconocimiento al matematico
aleman Peter Gustav Leujen-Dirichlet (1805-1859). El gréfico que sigue,
correspondiente a N = 5, nos da una idea de la forma de la funcién
Dy.

Dy (t) =

N =5

A medida que N crece, la funcién se concentra mas y mas alrededor
del zero, produciendo un efecto que no esta lejos del sugerido por Fourier
en su féormula (2).

El trabajo de Dirichlet sobre el problema de la convergencia es de
una importancia capital tanto por su contenido como por el rigor con
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el que esté presentado. Por ejemplo, es en este trabajo donde Dirich-
let define a la funcién que toma un valor constante en los nimeros
racionales y otro valor constante distinto en los irracionales. Ya el he-
cho de presentar una funcién que es discontinua en todas partes es de
una originalidad extrema. A pesar de su mérito enorme, el trabajo de
Dirichlet adolece de algunos defectos que no pudieron ser remediados
en su momento.

El largo camino recorrido por el problema de la convergencia pun-
tual, tuvo una culminacion espectacular en el resultado del matematico
sueco Lenard Carleson (nacido en 1928), quien en 1966 probé que si la
funcién f pertenece a L* (0, 27), existe el

27 N 1
Km flz—1) M

N—=oo Jg 2msent dt =1 (@)
en casi todo punto, en el sentido de la medida de Lebesgue. La de-
mostracion de Carleson es considerada una de las mas complicadas
que se han producido en el andlisis y aunque otros matematicos han
obtenido extensiones y simplificaciones, no hay duda de la tremenda
profundidad del resultado.

El tema de la convergencia de una serie de Fourier sigue vivo y hay
aun problemas abiertos, sobre todo cuando se consideran funciones de
varias variables.

Mientras que en el trabajo de Dirichlet encontramos algunas de las
técnicas del andlisis armonico moderno, los resultados de Fischer y otros
matematicos nos llevan poco a poco al terreno del andlisis funcional.

4. ;Qué es el analisis funcional?

Podemos decir que el andlisis funcional es el estudio de los “es-
pacios funcionales”, que son conjuntos formados por funciones y que
estan dotados de estructuras que permiten, por ejemplo, tomar limite
y hablar de la continuidad de funciones, usualmente llamadas opera-
dores, definidas sobre ellos. El matematico francés Paul Pierre Lévy
(1886-1971) publica en 1922 sus Lecciones de Andlisis Funcional, donde
aparece por primera vez el nombre de andlisis funcional.

Otro tema cuyo inicio esta unido a la aparicién del analisis funcional
es el de la topologia general [4], de la cual no hablaremos.

Mucho se ha escrito sobre la evolucién del analisis funcional. Men-
cionaremos aqui los articulos y libros [1], [2] ¥ [8].
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En el lenguaje del andlisis funcional, el operador de andlisis

f — {en}
L*(0,2m) — I?

es continuo y tiene como inversa al operador de sintesis

{en} — /
> — L*(0,2m)

que también es continuo. La igualdad de Parseval nos dice que en efecto
estos operadores son isometrias suprayectivas.
La sucesién {c,} da las coordenadas del punto f en términos de la

inT
e

base ortonormal { \/ﬂ} del espacio de Hilbert L? (0, 27). El espacio [?

funciona como un “espacio euclideano de dimension infinita” cuya base
candnica consiste de los vectores (1,0, ...),(0,1,0,...), etc. Desde este
punto de vista, se puede decir que el andlisis funcional es, a grandes
rasgos, el algebra lineal de dimensién infinita. El articulo de Jean-Luc
Dorier [6], especialmente la seccién que comienza en la pdgina 252, es
una buena referencia para ver esta relacion en detalle.

Observemos que la igualdad de Parseval caracteriza a las funciones
en el espacio L? (0,27) en términos de sus coeficientes de Fourier. Es-
ta es una situacion muy especial, que no es cierta cuando la condi-
cién f027r |f (x)|2 dx < oo es reemplazada, por ejemplo, por la condicién

fo% |f (2)|" dx < oo para algtn valor p > 1y p # 2. De la misma mane-

ra, no es posible predecir otras propiedades de una funcién, tales como
la regularidad, basandose solamente en el tamano de sus coeficientes de

eznx

Fourier. Este es uno de los inconvenientes de la base { \/ﬁ} y una de

las razones de buscar otras bases.

5. Las bases de ondiculas (wavelets)

En la década del ochenta, en campos tan diversos como el estudio de
senales acusticas, la prospeccion petrolifera y la fisica tedrica, surgieron
independientemente técnicas que permitian analizar senales de muy
diferentes tipos con gran eficiencia. Lo curioso de estas técnicas, es que
muchas de ellas usaban, sin saberlo, formulas y resultados desarrollados
en el analisis armonico “puro” desde los anos treinta.

Maés aun, la idea de construir bases ortonormales mas eficientes que
las proporcionadas por las técnicas de Fourier, preceden ain a estos
resultados. Por ejemplo, la base de Haar ([9], pagina 288), data del afio
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1909. Con ella, el analisis de frecuencia que hemos mencionado antes,
se convierte en el andlisis a diferentes escalas. En efecto, la base de
Haar consiste de translaciones y dilataciones de una funcion especial.
Pero esta funcién especial no es continua, por lo cual carece de sentido
el analizar propiedades de regularidad con esta base. Sin embargo, las
sumas parciales de una funcién continua convergen uniformemente ha-
cia la funcién, cosa que no ocurre con su serie de Fourier. Sea como sea,
el trabajo del matemadtico hingaro Alfréd Haar (1885-1933), abrié el
camino a lo que hoy se llaman ondiculas o wavelets.

En términos muy simplificados, una base de ondiculas consiste de
traslaciones y dilataciones de una funcién particular que cumple pro-
piedades de regularidad, cancelacién y decrecimiento al infinito. Por
ejemplo, la funcién

Funcién ¥
da origen a la base ortonormal en L? (R)
U (x) = 27720 (2792 — k)

para j,k =0,£1,£2, ...

Lo estupendo de estas ondiculas es que {W;;} es también una base,
en un sentido mas general, de muchos otros espacios funcionales. Por
ejemplo, el espacio L? (R), los espacios de funciones con derivadas en
L? (R), etc. La versatilidad de esta base se debe en parte a las excelentes
propiedades de la funcién V.

Reescribiendo en esta nueva notacién lo que hemos hecho con las
series de Fourier, si

Fla)=> el (x),
jk
el andlisis es la aplicacion

f—= e}
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De la sefial analégica f obtenemos la senal digitalizada {c;y}.
Reciprocamente, la sintesis es la aplicacion

{ep} — f.

Lo que es nuevo aqui, es que la senal analdgica f se puede caracterizar
en muchos casos por medio de condiciones en la sefial digitalizada {c;y}.

Por ejemplo, sin entrar en los detalles, la funcién f tiene derivadas
de orden < s en L? (R) si y sélo si

Z lcinl? (1+27%°) < o0.
4k

Ademss, f € LP (R), 1 < p < o0, si y sdlo si

1/2
> el [P (SU)|2] € L”(R).
i,k

El excelente libro [5] de la matemadtica y fisica belga Ingrid Daubechies
(nacida en 1954) tiene una explicacion detallada de éstas y muchas otras
propiedades de caracterizacién de espacios funcionales, como parte de
un tratamiento riguroso y extremadamente claro de las ondiculas.

Ingrid Daubechies, entre los muchos honores que ha recibido, es la
primera mujer que ocupa un cargo de profesora en el departamento de
matemdaticas de la Universidad de Princeton. Daubechies es una de las
investigadoras mas prominentes en el campo de las ondiculas.

Ingrid Daubechies

El libro de Kahane y Lemarié-Rieusset [9], contiene un capitulo muy
interesante dedicado a la evolucién histérica de las ondiculas.
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Es dificil de encontrar hoy un campo aplicado donde no se vea
la influencia de estas ideas. Ellas aparecen en el reconocimiento y al-
macenamiento de imagenes, en el analisis estadistico, en medicina, en
estudios del clima y de los mercados financieros, etc. El economista
americano James Ramsey dice que “usando las ondiculas como ‘lentes’,
se pueden explorar relaciones y fenémenos que no se habian notado
anteriomente.” [10].

Precisamente, una de las razones del éxito espectacular de las ondicu-
las y otras formas de representacién de funciones, es que se puede
calibrar la escala usada, mas o menos fina, para poner de manifiesto
caracteristicas especiales de la funcién a representar.

Recomendamos a los lectores interesados en seguir estos desarrollos,
el sitio de Internet Wawvelet Digest, que se encuentra en la direccién

http://www.wavelet.org/.

La teoria de las ondiculas, un tema que podriamos colocar ini-
cialmente dentro del analisis funcional, ha revolucionado al anélisis
armonico, no sélo inspirando nuevas demostraciones de resultados cono-
cidos, sino abriendo nuevos campos de investigacion.

Esta es una de las maneras en que se cierra el ciclo de ida y vuelta
entre el analisis armoénico y el funcional. Ambos son campos de inves-
tigacién muy activos sobre los que queda mucho por decir.

6. Epilogo

No podemos terminar nuestra presentaciéon sin referirnos a uno de
los triunfos mayores del analisis funcional, que es el desarrollo de la
maquinaria matematica que sirvié como base de la formulacion rigurosa
de la mecénica cudntica en los afios 1920 a 1930.

Esta maquinaria es la teoria abstracta de los espacios de Hilbert,
formulada por el matemético americano de origen hingaro John von
Neumann (1903-1957).

“Eéi\

John von Neumann

L



116

JOSEFINA ALVAREZ

La teorfa de von Neumann usa como modelo a los espacios [? y L?.
En este caso, una necesidad de la fisica ha inspirado un desarrollo

de las matematicas “puras”.

En otros casos, temas aparentemente abstractos, pueden encontrar

inesperadas aplicaciones muchos anos después de su creacién, como es
el caso de algunas de las formulaciones del analisis arménico de los anos
treinta, reencarnados en la teoria de las ondiculas.
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