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Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo, con mas de un
punto. Se dice que un continuo X tiene la propiedad del punto fijo
(p.p.f.) si para cualquier funcién continua f : X — X, existe un punto
p € X tal que f(p) = p. Al punto p se le llama punto fijo de f.

La p.p.f. se puede definir en cualquier espacio topolégico. De hacerlo
asi, se puede probar facilmente que un espacio con la p.p.f. tiene que ser
conexo. La compacidad ayuda de manera muy importante para tratar
este tema. Asi que, aunque se puede hacer teoria del punto fijo en
forma mas general, los continuos son un ambiente muy apropiado para
desarrollarla. Como es bien conocido, la teoria del punto fijo permea
muchas ramas de las matemadticas. Los resultados més conocidos por
los matematicos, en general, se ubican en las Ecuaciones Diferenciales
y en el Analisis Matematico.

La pregunta que tiende el puente principal entre la teoria de conti-
nuos y la del punto fijo es: jcudles continuos tienen la p.p.f.7

La p.p.f. suele ser caprichosa. Es muy comin encontrar en ella re-
sultados inesperados y estd llena de contraejemplos. En 1969, R. H.
Bing expuso en limpio lo que se sabia y lo que no se sabia acerca de la
p.p.f. en continuos. Su articulo “The elusive fixed point property” [4]
brindé un panorama muy preciso de los principales resultados que se
conocian sobre el tema, sus ejemplos mas sobresalientes y sus problemas
abiertos. Este articulo fue una guia indispensable para todo aquél que
queria trabajar en esta drea. Afortunadamente, en 2007 [20], Charles
L. Hagopian, uno de los expertos mas reconocidos en este asunto, es-
cribié un articulo excelente y muy bien documentado de lo que se ha
hecho desde 1969 con los problemas que plante6 Bing.

A cuarenta anos de distancia, la teoria del punto fijo en continuos
sigue dando sorpresas y confirmando su cardcter veleidoso. En general
es dificil predecir si la p.p.f. se conserva bajo ciertas operaciones entre
continuos.
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En este articulo presento las ideas de la teoria de la p.p.f. que me
son mas cercanas. En él expongo algunos resultados cldsicos y también
menciono algunos teoremas y ejemplos que he tenido la fortuna de
descubrir o de ver nacer.

1. Perros y conejos

El continuo mas simple que se puede construir es un intervalo de la
recta real R. Una aplicacién directa del Teorema del Valor Intermedio
(T.V.I1.) nos dice que el intervalo [0, 1] tiene la p.p.f. Para ver esto, con-
sideramos una funcién continua cualquiera f : [0, 1] — [0, 1], definimos
la funcién ¢ : [0,1] — R por la férmula ¢(t) = f(t) — ¢. Claramente, g
es una funcién continua tal que ¢g(0) = f(0) >0y g(1) = f(1)—1 <0.
De manera que el T.V.I. implica que existe p € [0, 1] tal que g(p) = 0.
Esto implica que f(p) = p.

Otra forma muy popular, entre los expertos, de argumentar que
[0,1] tiene la p.p.f., es la de usar la técnica del perro y el conejo.
Para describirla, tomemos de nuevo una funcién continua cualquiera
f:10,1] — [0,1] y supongamos que, dado un punto ¢t € [0,1], ¢ marca
la posicion de un perro que quiere atrapar a un conejo que se encuentra
en la posicién f(t). Lo que queremos mostrar es que, en algin momen-
to p, f(p) = p, lo que equivale a decir que, en la posicién p, el perro
coincide con el conejo. Notemos que, para t = 0, el perro se ubica a la
izquierda del conejo, mientras que, para t = 1 el perro ya se encuen-
tra a la derecha del conejo. Como en el intervalo no hay espacio para
hacerse a un lado, cuando el perro corre del 0 al 1, en algiin momento
ambos coinciden (para la mala fortuna del conejo). Es decir, f tiene

algin punto fijo.

Figura 1

El argumento del parrafo anterior podria parecer un poco informal,
pero se puede justificar plenamente con el T.V.I. y, por supuesto, se
usa para continuos méas complicados que el intervalo.

Por ejemplo, uno podria pensar que el segundo continuo en sencillez
es el triodo simple representado en la Figura 2. Imagine usted cémo
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podria usar el argumento del perro y el conejo para mostrar que este
continuo tiene la p.p.f. De hecho, el mismo argumento que se puede
usar en el triodo sirve para mostrar que cualquier arbol finito (es decir,
cualquier grafica finita y conexa sin ciclos, vista como un continuo)
tiene la p.p.f.

Figura 2

Otro ejemplo de continuo muy simple es la circunferencia. Notemos
que las rotaciones (que no sean de 0 o 360 grados, por supuesto) son
funciones continuas, de la circunferencia en ella misma, que no tienen
puntos fijos. Aqui es un buen momento para que usted ejercite la mente
pensando por qué la esfera hueca en el espacio R? no tiene la propiedad
del punto fijo. Después de esto, seguramente usted podra decir por
qué ninguna esfera hueca (de la dimensién que se quiera) tiene la p.p.f.

Tengamos en mente la pregunta clave: jcuales son los continuos
que tienen la p.p.f.? Como seguramente usted sospecha, esta pregunta
es demasiado ambiciosa, de manera que, para hacerla més terrenal,
podemos preguntar: ; Cuéles son los continuos en el plano R? que tienen
la p.p.f.?

Armados de la experiencia que hemos adquirido, con los pocos ejem-
plos que hemos descrito aqui, tal vez podriamos aventurar la respuesta
siguiente: un continuo X en R? tiene la p.p.f. si y sélo si X no tiene
agujeros, donde podemos decir que X no tiene agujeros si R? — X es
conexo.

A continuacion veremos que esta respuesta fue precipitada. Consi-
deremos el siguiente continuo X, llamado Circulo de Varsovia.

En este continuo, la parte oscilante es como la grafica de la fun-
cién seno(+) definida en el intervalo (0,1]. De manera que X tiene una
infinidad de oscilaciones. Notemos que X tiene agujeros pues R? — X
es disconexo. Mostraremos que X tiene la p.p.f. Sea f : X — X una
funcién continua. Supongamos que f no tiene puntos fijos. Ponemos
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Figura 3

al perro en la posicién e y al conejo en la posicién f(e). Pongamos al
perro a recorrer todo el continuo a partir de e y, como antes, denote-
mos por p a la posicién del perro y por f(p) a la posicién del conejo.
A medida que p corre por X, f(p) debe estar siempre “adelante” de
p, pues de lo contrario se encontrarian, produciendo un punto fijo. En
particular, cuando el perro estd en un punto ¢,, el conejo debe estar a
la izquierda y mas hacia arriba que ¢,. Como la oscilacién es infinita,
pareceria que el conejo se puede escapar. Pero, por la continuidad de
f v como lim g, = ¢, tenemos que f(q) debe estar hacia la izquierda y
arriba de ¢q. Asi que f(q) tiene que estar en el segmento que une a e con
q. Esto quiere decir que f(q) esta antes que ¢, en el recorrido natural
del perro. De manera que el perro tendria que haber atrapado al conejo
en el segmento eq, lo cual es absurdo pues habiamos supuesto que f no
tenia puntos fijos. Todo esto no hace sino mostrar que, forzosamente f
tiene puntos fijos.

2. El problema

Ya vimos que no basta que un continuo en R? esté agujerado para que
no tenga la p.p.f. Tal vez es rescatable la otra parte de la pregunta.
PROBLEMA. ;Si X es un continuo sin agujeros en R?, entonces X
tiene la p.p.f.7
Pues esta parte de la pregunta es tan rescatable que muchas per-
sonas piensan que es el problema mas interesante e importante de la
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topologia del plano. Hasta el momento nadie ha podido resolverlo. La
primera vez que este problema apareci6 en la literatura fue en 1930,
en un articulo escrito por William Leake Ayres [2] (quien por cierto
ya decia que era un problema bien conocido). Desde entonces se ha
obtenido una gran cantidad de respuestas parciales. Entre los investi-
gadores que han dado respuestas parciales méas generales se encuentra
Hagopian, quien en 1991 [18] hizo un recuento de los avances mas im-
portantes sobre esta pregunta. Como todos los problemas famosos, de
vez en cuando aparece alguien que cree haberlo resuelto. En la version
de 1998 del congreso bianual de teoria de continuos que se celebra en
Chico, California, EE.UU., Vladimir N. Akis anuncié que practicamente
habia resuelto este famoso problema. A la hora de presentar sus ideas
en la version de 1999 del congreso de primavera de topologia, en Salt
Lake, Utah, EE.UU., los tiburones de la teoria de continuos lo hicieron
pedazos pues ya habian transitado el camino que €l creia estar pisando
por primera vez. Como sea, Akis [1] pudo contribuir con una més de
las muchas respuestas parciales al problema.

Se sabe que el cuadrado [0,1]? tiene la p.p.f. Esto es algo que se
deduce facilmente de la teoria basica del grupo fundamental. El teo-
rema que dice que la n-celda [0,1]" tiene la p.p.f. es conocido como
el teorema de Brouwer pues Luitzen Egbertus Jan Brouwer lo probo,
en 1909 [9], para n = 3, aunque un resultado equivalente habia si-
do demostrado 5 anos antes por Piers Bohl [5]. En 1910 [17], Sa-
lomon Hadamard probd este resultado para toda n. En 1929, Bronistaw
Knaster, Kasimierz Kuratowski y Stefan Mazurkiewicz [31] dieron una
prueba corta del teorema de Brouwer, elegante y elemental (con una
alta componente combinatoria, usando el lema de Sperner).

Una manera curiosa e ingeniosa de imaginarse el teorema de Brouw-
er es la siguiente. Supongamos que se tienen dos pedazos de hule flexible
iguales, en forma de cuadrado. También supongamos que se dibujan dos
mapas iguales, uno en cada uno de los pedazos de hule. Dejemos uno de
los pedazos sin mover, sobre una mesa y el otro deformémoslo a placer,
sin romper el hule. Se vale arrugarlo, doblar en algunas partes, estirarlo
y achicarlo en otras y, asi de deformado, ponerlo sobre el que dejamos
inalterado, sin permitirle que se salga de los bordes del mapa intacto.
Entonces, por el teorema de Brouwer, existe algin punto dibujado sobre
el mapa deformado (pensemos en algin pueblo) que cae exactamente
sobre el mismo punto dibujado en el mapa inmovil.

Una m-celda es cualquier espacio homeomorfo al producto [0, 1]™.
Una manera equivalente de poner EL. PROBLEMA es la siguiente:
;Seré cierto que si {D,,}°°; es una sucesién de 2-celdas en R? que satis-
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facen Dy D Dy D ..., entonces el continuo definido por (J{D,, : n € N}
tiene la p.p.f.7

Curiosamente, en un contexto un poco mas general, la respuesta a
este tltimo problema es negativa, pues existe un continuo localmente
conexo en R? que es interseccién anidada de 3-celdas y que no tiene la
p-p-f. El ejemplo del que estamos hablando es el famoso doble tornado
de Bing, se puede ver un dibujo de él en la pagina 129 de [4].

3. Los conos

Siguiendo con los continuos que no tienen agujeros, los objetos menos
sospechosos de tenerlos son los conos de los continuos. No importa cémo
se defina agujero en topologia, siempre que se haga de manera sensata,
los conos no estan agujerados. De hecho los conos son el ejemplo mas
acabado de los continuos contractiles. Seguramente por esta razén a
Karol Borsuk, en 1948 [7], se le ocurrié preguntar si los conos de los
continuos tienen forzosamente la p.p.f. (antes, en 1932 [6, p. 230], el
mismo Borsuk habia preguntado si los continuos contractiles tienen la
p.p.f.). Observemos que, aunque la circunferencia no tenga la p.p.f., su
cono, que es homeomorfo a un disco (el cual es una 2-celda), si tiene la
p-p-f. Uno de los ejemplos més sorpresivos en esta teoria fue dado por
Ronald J. Knill en 1967 [32], cuando mostré que el cono del continuo
X que se construye poniendo una circunferencia y una espiral infinita
girando alrededor de ella no tiene la p.p.f. Este continuo se ilustra en
la Figura 4.

Figura 4

Demostraremos que el cono de X, ilustrado en la Figura 5, no tiene
la p.p.f. Damos esta prueba por dos razones. La primera porque aunque
es un argumento facil, también es sumamente ingenioso, por cierto, la
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demostracion que damos aqui es ligeramente diferente de la de Knill.
La segunda, porque si va usted a ver el articulo original de Knill, tiene
que tener mucho empeno para traducir lo que éste quiso decir, pues la
forma en que lo describi6 fue de pocos amigos.

Figura 5

Para explicar la prueba con mas facilidad, antes que nada, en-
derezamos el cono para que la punta quede hacia arriba.

Ahora desenredemos la sabana infinita que rodea al cono central.
Para describir mejor la funcién que no tiene puntos fijos, imaginemos
que dicha sabana es un rectangulo infinito, pero que al final de cuentas
toda la orilla superior de dicho rectdangulo tiene que ser comprimida en
un solo punto (el vértice del cono).

En la Figura 7, el rectangulo se debe extender indefinidamente hacia
la izquierda. La numeracién de la parte inferior, corresponde a la del
dibujo del cono, es decir, 0 es donde empieza la sabana infinita, 1 es el
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punto después de haber dado media vuelta, 2 después de una vuelta,
etc. Recordemos que todos los puntos de la linea superior del rectangulo
representan al vértice del cono

Llamemos W al cono de X. Definiremos una funcién continua F' :
W — W sin puntos fijos. Para esto, dividimos al rectangulo infini-
to en dos porciones. Primero consideramos la parte a la izquierda del
numero 1, cualquier segmento vertical, del piso al techo del rectangulo,
a la izquierda de 1, lo dividimos en tres partes iguales, como se muestra
en la Figura 7. A estas partes las pensamos como flechas y las llamamos
A, By C,al aplicarles F', F(A), F(B)y F(C) son las flechas ilustradas
en la figura. Notemos que las colas de las flechas F'(A) y F(B) no coin-
ciden en el dibujo, pero como todos los puntos de la parte superior del
rectdngulo representan al mismo punto del cono (el vértice), la funcién
F estd bien definida. Para mayor precisién, diremos que F'(B) se coloca
una unidad hacia atrés en la sdbana (media vuelta antes) y la punta
de F(C) se ubica una unidad adelante de la punta de C' (media vuelta
después). En el cono, cada uno de los segmentos verticales representa
un segmento que une uno de los puntos de la base con el vértice del
cono. La definicién de F' en el cono central (sobre la circunferencia) se
hace de manera similar, en ese caso cada flecha A, va a dar a la sabana,
la flecha B, baja del lado opuesto al del segmento y la flecha C' da una
vuelta a la circunferencia, la punta de C' va a dar al punto antipoda.

: A A
|
B

: v F(B) F(A)
! c
I < y

3 2 F©) 1 0
! A
| A
|
! ] B F(B) | F(A)
| 4
I c
I ‘ A

3 2 F(@C) 1 0

Figura 7

Con esto ya tenemos definida la funciéon F' en casi todo el cono W.
Notemos que hasta ahora, la funciéon F' es continua y no tiene puntos
fijos, pues los unicos puntos en los que un segmento intersecta a su
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imagen son la punta de A y la punta de C, pero la punta de A (que es
el vértice de W) va a dar al punto donde empieza la sdbana y la punta
de C va a dar media vuelta adelante.

En la segunda parte de la Figura 7, se puede observar como quedo la
imagen del segmento que se ubica sobre el nimero 1. En este caso, F'(A)
y F(B) son la misma flecha.

Para completar la definicion de F', tenemos que decir como definir
F en el cuadrado comprendido entre los nimeros 0 y 1. Tal definicién
estd representada en la Figura 8.

A
B B) | F(A)
. ‘ y
2 F() 1 0
Figura 8

En esta figura, todas las flechitas verticales se envian a la flecha
F(C) y todas las flechitas que parten del punto comin, que es la co-
la tanto de A como de B, se envian a F'(A). Observe que la funcién
completa, asi definida, es continua y que no tiene puntos fijos.

4. Conos mas complicados

Si nos ponemos exigentes podemos decir que, estd bien, ya encontramos
un cono sin la p.p.f., pero es claro que se trata del cono de un continuo
que no tiene la p.p.f., pues la circunferencia con su espiral (que lla-
mamos X ) puede ser “rotada” y con ello podemos obtener una funcién
continua de X en X sin puntos fijos. Asi que queda la tarea de ver si se
puede encontrar un cono sin la p.p.f., pero que sea de un continuo con
la p.p.f. Bueno, pues respondamos también a esta pregunta. Primero
necesitamos una definicion.

Un subcontinuo Y de un continuo Z es un retracto de Z si existe
una funcién continua r : Z — Y tal que r(y) = y para toda y € Y.
Es decir, el subcontinuo Y es un retracto de Z, si podemos empujar
continuamente a Z embarrandolo en Y, sin mover ningtin punto de Y.
A una funcién como la r se le llama retraccion.

Esta definicion de retracto es pertinente aqui porque podemos mos-
trar lo siguiente: si Z tiene la p.p.f. y Y es un retracto de Z, entonces
Y tiene la p.p.f. La prueba de esta afirmacion va como sigue. Sea
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f Y — Y una funciéon continua y sea r : Z — Y una retraccion,
entonces for:Z —Y C Z y como Z tiene la p.p.f., entonces existe
p € Z tal que f(r(p)) = p. Esto implica que p estd en el contradominio
de f, el cual se llama Y, asi que p € Y, y como r es retraccién, r(p) = p.
De modo que f(p) = p. Por tanto Y tiene la p.p.f.

Para dar ejemplos faciles de retracciones, sea Z un triangulo relleno
con vértices A, B y C en el plano. Sea Y la unién de los lados AB
y BC'. Imaginese en este momento por qué Y es retracto de Z. Si
se lo pudo imaginar, entonces podra imaginarse el siguiente ejemplo.
Ahora tomemos Y un cono sobre una circunferencia y Z el cono del
disco contenido en la circunferencia. Esto es, imaginemos a Y como un
cono de helado y a Z como el cono de helado, con helado. Seguramente
podra convencerse de que Y es retracto de Z.

Considere ahora el espacio W, de la Figura 9, que consta de un
disco relleno con una espiral infinita rodeandolo. Usando que el disco
tiene la p.p.f. y que las funciones continuas mandan arco componentes
dentro de arco componentes, es relativamente facil probar que W tiene

la p.p.f.

Figura 9

Como ya vimos que el helado se puede empujar continuamente a la
pared del cono, tenemos que, en la Figura 10, el cono de la izquierda se
puede retraer en el de la derecha y, como ya vimos que el de la derecha
no tiene la p.p.f., entonces el de la izquierda tampoco la tiene.

Por tanto, existe un continuo con la p.p.f. tal que su cono no la
tiene.

Tal vez esta respuesta ya nos deje satisfechos, pero a alguien que se
dedica a la teoria de continuos le puede parecer insuficiente. El problema
con el continuo que acabamos de ver es que W es gordo, en varios
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=) (=

Figura 10

sentidos bien definidos. Para empezar tiene dimensién 2. Una manera
de definir flaco en teoria de continuos, es diciendo que el continuo parece
un arbol. La definicién precisa es la siguiente.

Un continuo X, con métrica d, es arbolado si, para toda ¢ > 0,
existen un arbol 7"y una funcién continua g : X — T tal que, para
cualesquiera t € Ty u,z € g~ (t), se tiene que d(u,r) < ¢.

Si le parece muy técnica la definicién anterior, tiene usted razén, la
idea que hay detrés de ella es que un continuo X es arbolado si cuando
lo vemos con un lente borroso, lo vemos parecido a un arbol (un poco
engordado) y que si lo vemos con un lente un poco menos borroso,
entonces lo seguimos viendo parecido a un arbol (un poco mas flaco y
tal vez con més ramas).

Los continuos arbolados tienen algunas propiedades parecidas a las
de los arboles. En particular se esperaria que los continuos arbolados
tuvieran la p.p.f. Sin embargo, contestando una pregunta que estuvo
abierta por un buen tiempo, David P. Bellamy en 1980 [3] construyé un
continuo arbolado bastante espectacular que no tiene la p.p.f.

Tal vez ya le parezca exagerado preguntarse si el cono de un continuo
arbolado tiene la p.p.f., pero ésta no es una pregunta inusual dentro de
la teoria de continuos. Después de dar el ejemplo del cono sin la p.p.f.
que hemos discutido antes, el mismo Knill coment6 en 1967 [32, p. 36]
“Aun es un problema abierto saber si es cierto o no que el cono de un
continuo arbolado tiene la p.p.f.”.

Es relativamente facil probar que los conos de los arboles tienen la
p-p-f. De modo que, para estudiar la pregunta de Knill, uno tiene que
trabajar con continuos arbolados que no sean arboles. El mas sencillo
de ellos es el representado en la Figura 11, en ella, tenemos un triodo
simple en el centro (una unién de tres segmentos) y una espiral infinita
que le da vueltas y que se aproxima a él.

El cono de este espacio esta representado en la Figura 12.
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Figura 11

Figura 12

Siendo el objeto méas simple para atacar el problema contenido en
el comentario de Knill, uno deberia tratar de determinar si este cono
tiene la p.p.f. o no. Este objeto resulté mas complicado de lo que
parece. Charles L. Hagopian visité México por primera vez en 1996
y, en un taller que dio en Oaxaca planteé este problema. Lo mismo
le of a Hagopian por lo menos en dos platicas mas y, por lo que supe
después, Hagopian lo habia planteado un buen nimero de ocasiones,
en diferentes lugares. Desde que lo vi tuve la impresion de que era un
problema que yo podria atacar y me recuerdo pensando en él en una
aburrida reunion a la que asisti en 1997.
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Pasé mi ano sabético de 2004 en la Universidad Estatal de Cali-
fornia, en Sacramento, con Hagopian y otros topoélogos distinguidos.
Cuando llegamos ahi, Vero, mi esposa, le dijo a Hagopian que yo habia
dicho que algiin dia iba a resolver ese problema, al saber esto, para no
quedar tan mal, no tuve otro remedio que pensarlo en serio. Después de
unas semanas, un viernes me presenté al seminario con la “prueba” de
que este cono tenia la p.p.f. El sabado siguiente Hagopian pasé por mi
casa para preguntarme un detalle que le parecia oscuro. El detalle que
Hagopian queria aclarar no era dificil de solventar pero cuando él se fue
me di cuenta que tenia un error y, en ese momento se me ocurrié c6mo
podia construir una funcién de este cono en él mismo sin puntos fijos.
De manera que el siguiente viernes presenté la nueva respuesta en el
seminario.

Por supuesto que este resultado causé revuelo entre los investi-
gadores a los que Hagopian les habia propuesto el problema y que
habian intentado resolverlo. Me imagino que, igual que yo, todos pen-
saban que, en realidad, este cono si tenia la p.p.f. Esto desanimaba un
poco pues parecia que la prueba de este hecho era complicada y, de
completarse, no tendria gran valor, pues: ;de qué serviria saber que el
ejemplo mas facil no era un contraejemplo de la pregunta mas general?
En fin, se ve que tuve un poco de suerte y finalmente, este resulta-
do salié publicado en [25]. Desafortunadamente, la construccién de la
funcién es bastante mas complicada que el ejemplo de Knill que vimos
antes y no se puede explicar en un articulo como éste. Presenté este re-
sultado en la Reunion Conjunta AMS-SMM que se celebré en Houston,
EE.UU. en mayo de 2004. Un detalle curioso es que después de dar mi
platica, me pidieron que la repitiera dos dias después. Por supuesto que
acepté. Siempre he tenido sentimientos encontrados acerca de esa peti-
cién. Para empezar nunca he visto que a alguien mas le pidan que repita
una platica. Nunca he sabido si tomarlo como un cumplido, aparente-
mente el grupo de teoria de continuos que asistié a esa reunién estaba
muy interesado en conocer méas a fondo mi construccion, o tomarlo
como una prueba de mi incapacidad para explicar el ejemplo con la
claridad que se merecia, a pesar de que lo explique con unas cartulinas
y unos dibujos de colores para que, segtiin yo, se entendiera.

5. Hiperespacios
Poco tiempo después recordé otro problema planteado por Jim T. Rogers

en [41, p. 283] (este problema también aparecié en [12, Question 199],
[35, Question 7.8], [42, Question 8, p. 207] y [33, Problem 109]), en
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el que preguntaba si el hiperespacio de subcontinuos de un continuo
arbolado tiene la p.p.f. Para que se entienda de qué estamos hablando
empecemos con la siguiente definicion.

Dado un continuo X, su hiperespacio de subcontinuos se define asi:

C(X)={A C X : A es un subconjunto cerrado,
conexo y no vacio de X}.

A C(X) se le da la llamada métrica de Hausdorff H, la cual se
define como sigue. Dados p € X, A € C(X) y € > 0, denotemos
por B(e,p) a la bola centrada en p y de radio € en X; y definamos
N(e,A) = |U{B(g,a) : a € A}. Dados, A,B € C(X), sea H(A,B) =
inf{fe > 0: A C N(¢,B) y B C N(g,A)}. Es relativamente facil
mostrar que H es una métrica, también se sabe (aunque no es tan facil
de probar) que, con la métrica H, C'(X) resulta también un continuo.

Vamos a construir un par de modelos de hiperespacios para que se
vea mas claro lo que sigue.

Dado que [0, 1] es el continuo mds simple, podemos tratar de ver
cémo es C'([0,1]). Notemos que los subconjuntos cerrados, conexos y no
vacios de [0, 1] son los conjuntos de un solo punto o sus subintervalos
cerrados, por lo que podemos escribir.

C([0,1]) ={la,b] € [0,1] : 0 <a < b< 1}

De manera que podemos definir la funcién g : C([0,1]) — R? dada
por g([a,b]) = (a,b). Esta funcién resulta una biyeccién continua cuya
imagen es el triangulo de la Figura 13.

C([0,1D)
[0.1]

Figura 13

Otro continuo para el que es facil encontrar un modelo para C(7T')
es el del triodo simple T dibujado en la Figura 14.
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Figura 14

Para construir un modelo para C(T"), observemos que los subconti-
nuos A que contienen al vértice v del triodo son subtrioditos que estan
perfectamente determinados por una terceta de nimeros (z,y, z), que
nos dicen lo que mide cada una de las patitas de A. Como los ntimeros
x, 1y, z se pueden mover en un intervalo, digamos que se mueven en el
intervalo [0, 1], tenemos que el conjunto de todos los trioditos se pue-
de representar como el cubo sélido [0, 1]3. Para completar un modelo
para C(T'), debemos anadir los subcontinuos de T que no tienen a v.
Estos son segmentos contenidos en alguna de las patitas de T, y por el
modelo que vimos antes, los subcontinuos de cada una de las patitas se
puede representar como un triangulo. Entonces tenemos que pegar tres
triangulos a un cubo sélido. Observando con cuidado se puede uno con-
vencer de que cada tridngulo se tiene que pegar (como una bandera) a
una de las aristas del cubo. En la Figura 15 ponemos una representacion
del espacio obtenido.

Figura 15

Haciendo unas contorsiones topoldgicas, se puede ver que el cubo
con alas de la Figura 15 es homeomorfo al cohete de la Figura 16.

Después de esto tal vez pueda usted creer que la Figura 18 representa
un modelo para el hiperespacio C(Xj) del continuo X; de la Figura 17.
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Figura 16

Figura 17

El dibujo de la Figura 18 tiene un corazén en forma del cohete de
la Figura 16 y tiene una sdbana infinita envolviéndose a su alrededor.

Tal vez en este momento usted esté pensando que ya olvidé que
estabamos hablando de punto fijo y que me desvié a mi tema favorito
que son los hiperespacios, pero en realidad lo que ocurre es que le quiero
platicar otra historia.

En 1952, Bronislaw Knaster pregunté en [16, Problem 186] si el
hiperespacio C(X) tiene la p.p.f. cuando X tiene la p.p.f. Sam B.
Nadler, Jr. y Jim T. Rogers, Jr. [37] mostraron que si Y es el con-
tinuo de la espiral que se envuelve en un disco (Figura 9), entonces
C(Y) se puede retraer a un subespacio homeomorfo al cono de Knill de
la Figura 15. Como tal cono no tiene la p.p.f., entonces C'(Y') tampoco
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|

|
1y

Figura 18

la tiene. Dado que Y tiene la p.p.f., entonces la respuesta a la pregunta
de Knaster es negativa. Como es una constante en este tema, Rogers,
pregunto si poniendo condiciones mas restrictivas al continuo se podria
obtener que su hiperespacio de subcontinuos tiene la p.p.f. En particu-
lar, Rogers pregunté [41, p. 283] si existird un continuo arbolado Z tal
que C(Z) no tiene la p.p.f.

Ahora podemos volver al cohete ensabanado de la Figura 18. Imagi-
nemos la siguiente operacion topoldgica. Retraigamos las alas, de ma-
nera que, cada una de ellas, se envie continuamente al segmento que la
une con el cuerpo del cohete, ademas comprimamos toda la curva de la
parte superior del cohete hasta llevarla a un punto. Observemos que lo
que nos queda es el espacio representado en la Figura 19.

Este ultimo espacio es simétrico con respecto al plano horizontal de
la mitad por lo que podemos enviar continuamente la parte de arri-
ba en la parte de abajo y quedarnos nada mas con la parte inferior
representada en la Figura 20.

Este espacio es homeomorfo al espacio del lado izquierdo de la Figu-
ra 10. Notemos que podemos hacer todas las trasformaciones men-
cionadas sin mover nunca el espacio de la Figura 20. Es decir, el hiperes-
pacio C'(Xj) (el cohete ensabanado) se puede retraer continuamente al
espacio de la Figura 20. Como vimos que el espacio de la Figura 20 no
tiene la p.p.f., concluimos que C'(Xp) no tiene la p.p.f. Esto contesta la
pregunta de Rogers. Claro que una cosa es platicarlo con dibujos y otra
muy distinta es dar las férmulas que describen y prueban todo lo que
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e

Figura 19

Figura 20

se dijo. Si usted tiene un estémago fuerte, no se asusta con férmulas
feonas y quiere conocer las férmulas de las transformaciones descritas
aqui, las puede encontrar en [27].

Para mas problemas sobre la p.p.f. en hiperespacios lo invito a ver
[26], [29, Chapter VI], [35, Chapter VII] y [36]. Si a usted le gusto la
manera en que se construyen los modelos de los hiperespacios, lo invito
a leer [23, Capitulo 3] o [24] donde puede encontrar una explicacién de-
tallada y pausada de casi todos los modelos conocidos de estos objetos.
Se pueden encontrar algunos otros modelos, mas nuevos, en [39] y [45].
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6. Cilindros

Otro ejemplo famoso que dio Knill en su articulo [32] es el de la lata
con falda ilustrado en la Figura 21.

Figura 21

En este continuo L, se pone un cilindro en la parte central (la la-
ta), el cilindro es hueco, sin la tapa inferior pero con la tapa superior.
Ademas la sdbana infinita que rodea la lata, en la parte inferior sélo
consta de una circunferencia y en la parte superior es una espiral in-
finita rodeando a la circunferencia que contiene al disco sombreado.
Para que sea méas claro este ejemplo, hicimos el dibujo invertido, con
respecto al de Knill, si se invierte (intercambiando la parte inferior con
la superior) se entenderd por qué se llama lata con falda.

El objetivo de Knill fue el de dar un ejemplo de un continuo con-
tractil L tal que L tiene la p.p.f. pero L x [0, 1] no la tiene. Shin’ichi
Kinoshita ya habia dado un ejemplo con esta propiedad en 1953 [30], el
cual se llama, lata con rollo de papel del bano y se ilustra en la Figura
22. Sin embargo, el ejemplo de Knill también sirvié para mostrar dos
continuos (L y la lata rellena R, la cual es homeomorfa a [0,1]) con la
p.p.f. tales que L N R es la lata y, por tanto homeomorfa a [0, 1}?, con
la propiedad adicional de que L U R no tiene la p.p.f.

En vista de estos ejemplos, Bing [4, Question 9] pregunté si existe un
continuo X, de dimensién uno con la p.p.f., tal que su cilindro X x [0, 1]
no tiene la p.p.f. Esta pregunta fue respondida recientemente, en forma
positiva, por Mirostaw Sobolewski [43].

7. Productos simétricos

Dado un continuo X y un entero positivo n > 1, se define el enésimo
producto simétrico de X como
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Figura 22

F.(X)={A C X : Aesno vacio y tiene a lo mas n puntos}.

A estos productos se les puede ver como el cociente del producto X"
cuando se usa la relacién (z1,...,x,) es equivalente a (y1,...,yn) si y
sélo si {x1,..., 2.} = {v1,...,yn}. Estos espacios fueron introducidos
por Karol Borsuk y Stanistaw Marcin Ulam en 1930 [8]. En ese articulo
hicieron la pregunta, ;si X tiene la p.p.f., serd cierto que F,,(X) tiene la
p.p-f.7 Esta pregunta fue respondida por Juliusz Oledzki quien en 1988
[38] vio que si a la lata con falda L le anadimos un segmento ), como
se muestra en la Figura 23, entonces el espacio resultante X = L U Q)
tiene la p.p.f., pero F5(X) no la tiene.

Figura 23

Para comentar la idea esencial de Oleski, primero notemos que
Fy(X) = {{p,q} : p,q € X} contiene un subespacio natural S, ho-
meomorfo al producto L x [0,1], a saber, S = {{p,q} € F5(X) :p€ L
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y q € Q}. El resto del trabajo fue notar que Fy(X) se puede retraer a
S.Y como S no tiene la p.p.f., pues entonces Fy(X) tampoco la tiene.

Todo esto viene a colacion porque es natural preguntarse si el he-
cho de que algin F,(X) tiene la p.p.f. implica que X tiene la p.p.f.
Recientemente Galo Higuera y Alejandro Illanes han encontrado un
ejemplo de un continuo X tal que Fp(X) tiene la p.p.f. pero X no la
tiene. Este ultimo ejemplo es méds o menos facil de describir, siempre
que uno crea que existe el continuo extremadamente rigido Z que cons-
truyé Howard Cook en [11], el cual tiene la propiedad de que si W es
un subcontinuo de Z y f : W — Z es una funcién continua, entonces
f es una funcién constante o f(w) = w, para cada w € W. Es decir,
f es una funcién constante o es el encaje natural. Para comprender la
fuerza de esta propiedad, observemos que Z no puede contener arcos
(subespacios homeomorfos a [0, 1]), pues de contener alguno, bastaria
poner W como el arco y dar una funcién continua del arco en si mismo
que no fuera la identidad. De hecho, esta propiedad de rigidez también
tiene como consecuencia que si W es un subcontinuo cualquiera de Z,
entonces las tnicas funciones continuas de W en W son las constantes
y la identidad. Otra consecuencia de la rigidez es que si W y Y son
continuos diferentes de Z, entonces las tinicas funciones continuas de
W en Y son las constantes.

Una vez que se ha saboreado un poco la rigidez extrema del continuo
Z, para construir X, témense dos copias Z y Zy de Z y fijense dos
puntos (diferentes) P, @ en Z. Témense los puntos correspondientes
Qo v Py en Zy y péguense las copias Z y Zy haciendo P = )y vy
Q) = Fy. Este espacio X que es la unién de Z y Zj, con esos pegados,
estd representado en la Figura 24.

Figura 24

Es facil mostrar que X no tiene la p.p.f., pues se puede definir la
funcién continua f : X — X dada por f(z) = z (a z lo enviamos a su
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copia en Zy),si z € Z'y f(z9) = z, si z9 € Zp. Lo que ya no es tan facil
es probar que Fy(X) tiene la p.p.f. Los detalles de esta prueba pueden
verse en [22].

8. Continuos encadenables

Asi como hay continuos arbolados, también se definen los continuos
encadenables, con una definicién similar sélo que, en lugar de poner un
arbol, se pone el intervalo [0, 1]. Es decir, un continuo X, con métrica
d, es encadenable si para toda € > 0, existe una funciéon continua g :
X — [0,1] tal que, para cualesquiera t € [0,1] y u,z € g~'(t), se tiene
que d(u,r) < €.

Es relativamente facil ver que cada continuo encadenable tiene la
p.p-f. De hecho, en 1956 [14], Eldon Dyer probé que cualquier pro-
ducto de continuos encadenables tiene la p.p.f. Entonces tiene sentido
preguntarse, y Sam B. Nadler, Jr., lo hizo en [36, p. 77], si cualquier
producto simétrico de un continuo encadenable tiene la p.p.f. De hecho,
es facil ver, y se puede poner como ejercicio, que Fy(X) tiene la p.p.f.,
si X es encadenable ([29, Exercise 22.25]). Sin embargo, para n > 2 el
asunto no es tan facil. En [28] se muestra que F3(X) tiene la p.p.f.,, si
X es encadenable. La pregunta para F,(X), donde n > 3, permanece
abierta.

9. Descomposiciones

Otra pregunta natural en la teoria del punto fijo es la siguiente. Supon-
gamos que podemos dar una particién de un continuo X en subconti-
nuos de tal manera que cada uno de ellos tenga la p.p.f. y el espacio que
resulta de comprimir (hasta hacerlos puntos) cada uno de los elementos
de la particion es un intervalo, ;sera cierto que X tiene la p.p.f.?

Con la experiencia que tenemos en este momento, de la lectura de
este articulo, seguramente ya se sospechara que la respuesta a esta ulti-
ma pregunta también es negativa. Efectivamente, en 2003 [19] Hagopian
dio un ejemplo para mostrar esto y pregunto si seria posible construir
un tal ejemplo en el plano R2. Pues resulta que también es posible
dar ejemplos en el plano con tales propiedades. Ejemplos asi han sido
construidos por Charles L. Hagopian y Roman Maiika en [21] y por
Verénica Martinez de la Vega y Mansilla [34]. El ejemplo de Veré6nica
tiene el aspecto de la Figura 25.



LA VELEIDOSA PROPIEDAD DEL PUNTO FLJO 23

Figura 25

En este ejemplo, todas las lineas que tienen tres puntos son homeo-
morfas al rayo [0,00). Los rayos que se acumulan en algin segmento
vertical tienen, como se ve, jorobas que van variando de tamano, esto
se hace en forma muy escogida para que el ejemplo funcione bien y de
paso, sirve para ver que se puede encontrar una cantidad no numerable
de ejemplos. Para dar la particién deseada se toma cada conjunto de
la forma {p}, donde p es un punto del rayo exterior que empieza en el
punto A, también se toma cada conjunto de la forma {¢q}, donde ¢ es
un punto del rayo interior que empieza en el punto B y, por ltimo se
toma como un solo elemento de la particiéon al conjunto R que resulta
de tomar X y quitarle los dos rayos (el que empieza en A y el que
empieza en B). Cuando se comprime R en un punto, el espacio que
resulta es el intervalo [0, 1].

Desafortunadamente, este espacio no es apropiado para dar los de-
talles de que R tiene la p.p.f. y que X no la tiene, pues el argumento
es un poco largo.

Para terminar diré que hay otros trabajos relacionados con conti-
nuos y p.p.f. hechos por mexicanos. En [10], [15] y [44] se pueden en-
contrar algunos resultados en esta direccién. Ademés, en [13] se pueden
encontrar mas resultados concernientes a la p.p.f. en conos e hiperes-
pacios de continuos.
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