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1. Introduccién

Variables aleatorias cuya distribuciéon esta descrita por una mezcla con
un nimero finito de componentes pueden encontrarse en varios ejem-
plos de aplicaciones de la ciencia, en particular en el estudio de tiempos
de vida o en el funcionamiento de aparatos, en teoria de supervivencia
6 confiabilidad. Al inicio de su uso, ciertos dispositivos electrénicos pre-
sentan tasas de falla que no son pequenas y, a lo largo de su vida, estas
tasas de falla decrecen para luego incrementarse con la edad del dispo-
sitivo, de forma que la idea de un modelo de mezcla para el tiempo de
vida del dispositivo resulta natural. Por otra parte, cuando el dispositi-
vo esta formado por componentes, asumiendo que al fallar el dispositivo
se puede averiguar cudl de estas componentes ha fallado, se puede aso-
ciar la componente (6 tipo de falla) con un término en la mezcla que
define la distribucién de los tiempos de vida. Preguntas de interés en
relacion a esta situacion son: jcudl es el porcentaje de dispositivos que
fallan debido a un tipo de falla especifico? ¢ jcual es la distribucion de
cada tipo de falla?

Supdéngase que observamos datos que provienen de una mezcla de
distribuciones con k componentes. Para cada j =1,...,k, sea Fj(-;6,)
la funcién de distribucion correspondiente a la j-ésima componente en
el modelo de mezcla (la distribucién) para las observaciones, el cual
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estd dado por

k
G(z;0,7) = Zﬂ'ij(:E; g,), (1)

=1
donde los parametros del modelo 8 = (01,0,,...,0;) v & =
(1,7, ..., m) son desconocidos y tales que 8 € IR*, «' € [0,1]F y

Z?Zl 7; = 1. Denotaremos por f;(-;6;) a la funcién de densidad corres-
pondiente a F;(-;6;), 7 =1,2,... k.

Por razones econémicas 6 de logistica, en estudios de tiempos de falla
suele suceder que hay un limite de tiempo después del cual el estudio
ya no continia, supongamos que este valor limite o umbral se denota
por C. Alternativamente, el final del estudio puede establecerse cuando
ocurre un numero de fallas, es decir que cuando se completa un niimero
predeterminado de fallas se detiene el estudio. En el primero de estos
casos, se dice que las observaciones tienen censura por la derecha en
C, ya que para un tiempo de falla que excede el valor de C, como el
estudio ya no continia entonces no necesariamente se conoce cual fue
el valor del tiempo de falla.

2. Un problema de tiempos de falla con censura e
identificacion parcial

Adicionalmente al modelo (1f), asumiremos que cada observacion sigue
un esquema de censura en el cual si el dato excede un umbral C, en-
tonces no podemos saber ni cuanto vale el dato ni de qué componente
de la mezcla proviene, solo obtenemos la informacion de que el dato
excede el valor de C'. Por otra parte, si el dato no excede el valor de C,
entonces si podemos registrar su valor y ademas podemos identificar la
componente de la mezcla de la cual el dato proviene.

En el supuesto de que después de hacer N observaciones independien-
tes siguiendo el esquema descrito arriba, resulta que N — r tiempos de
falla fueron mayores que C'y que, de los r que fueron menores o iguales
a C se identificaron como: r; provenientes de la primera componente
de la mezcla, 5 de la segunda componente de la mezcla, y asi hasta
de la k-ésima componente, entonces la informacién obtenida de estas N
observaciones puede resumirse como las k colecciones {x1;}i2,, {x2; }i21,
ooy {wki ik, ast como el conteo N —r = N — E?Zl r;, donde para ca-
daj=1,...,k xj,..., 25, denotan a las r; observaciones menores o
iguales que C'y que provienen de la componente j en la mezcla.

Para llevar a cabo la estimacion de los pardmetros en (1)) via méxima
verosimilitud, necesitamos escribir la densidad conjunta de datos con la
estructura planteada, para obtener intuicién, comencemos por escribir
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el caso k = 1 que corresponde a un solo término en con T = 1,
r1 =71y G(x;0) = Fi(x;0). Consideremos el evento

A =X <C; X, <. 5 X, <CIN [N — robservacionesson > C/,

el cual tiene probabilidad P(A )= o] T),T, [FL(C;0)]"[1 — Fy(C;0))N,
la densidad conjunta de X7, ..., X,, condicional a A; y evaluada en las
observaciones {z;}!_; es

- 1 [ fi(=::6)
oo r| A1) ” ~iXi§O=|| :
Fxpax, (@@ 1 fxi (@il ) 11 {Fl(C; 0)
De manera que la verosimilitud para el caso k =1 es

L(e) = le;m,Xr(xl? e ;*xr‘Al)P(Al)
- {H filas; 9)} [1— F(C; 0N

donde C; = ﬁ no depende de #. Para k£ = 2 hay 2 términos en
, donde 1y = 1 — 7, 7 =71 +71ryy 8 = (61,0,), de manera que

G(C;0;m)) = 25:1 7, F;(C; 6;), ahora condicionaremos en el evento

Ay =[X11 <05 5 Xy, SCOIN (X £C5 L Xy, <O

N [N — r observaciones son > (1,

tal que

NI

P(Az) = (N —r)lrylry!

[ Fy(C;0,)] [me Fa(C50,)]2 [1-G(C; 8; )]V

La densidad condicional al evento As, para {Xy;}it,, {X2i}i2, es

2.7
f{Xu}gl,{XQi}gl($11; T D21 Ty Ag) = H H fXﬂ(ijz‘|in <C)
j=11i=1
2

f] Iﬂ,
HH

j=11=1

(2)

Multiplicando ([2) por P(A;) obtenemos la verosimilitud para el caso
k=2

L(0, ) {H]'[fﬂ IJ“ }H{ F(C30,)Y x{1-G(C; 0, 7))V

j=11=1
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donde Cy = Nﬁﬁ no depende de 6. En general, para k componen-

tes en , la funcion de verosimilitud esta dada por

L8, m ) = h]Hﬁxw }

IBmﬂ@ﬁm”xﬂ—wam»”ﬂ<$

donde Ck WM y G(C 0 7'l')) Z?:l W]F}(C, 9])

Mendenhall y Hader (1958) estudiaron los estimadores de méxima
verosimilitud provenientes de , asumiendo k = 2 y que las distribu-
ciones Fj, 7 = 1,2, son exponenciales. Para su analisis, utilizan datos
de tiempos de falla de dispositivos de telecomunicaciones utilizados por
una linea aérea comercial, si la falla acontece antes de 630 (= C') horas
de uso, el dispositivo es retirado del avidon, pero si el dispositivo no ha
fallado al llegar a las 630 horas de todas formas es reemplazado, este
es el plazo establecido por las politicas de mantenimiento de la com-
pania aérea. Una vez que acontece, la falla se puede catalogar en uno
de dos tipos: (j = 1) aquellos que corresponden a fallas confirmadas y
(7 = 2) fallas no confirmadas, esta tltima clasificacién surge porque en
algunos casos, cuando el dispositivo llegaba al centro de mantenimiento
después de ser reemplazado, resultaba que mostraba un funcionamiento
satisfactorio.

Diaz-Francés (1998) propuso una solucién a este problema utilizando
verosimilitudes perfil (Venzon y Moolgavkar, 1988; McCullagh y Tibs-
hirani, 1990). Supdéngase que para una muestra aleatoria de variables
Y, = (Y1,...,Yn), independientes y todas con la misma distribucién,
la funcién de verosimilitud esta dada por L(©,y), ademds imaginemos
que el pardmetro O se puede particionar como © = (¢, \), donde nues-
tro interés primario esta en . Entonces denotando por 1[1,\ al estimador
de méxima verosimilitud de ¢ considerando A fijo (y en forma anéloga
al estimador de maxima verosimilitud de A\ considerando v fijo por 5\1/,),
la verosimilitud perfil para A es

LP(N) = L, A, y)-

Denotando por A al méximo de esta funcién con respecto a A, el es-
timador de méaxima verosimilitud para 1 obtenido con este método es
1/&. Para su analisis, Diaz-Francés considera un modelo Weibull con
parametros de forma o y escala [3; para Fj, j = 1,2,

Fy(ylay, 8;) = 1 — exp{—(y/5;)*},



INFERENCIA ESTADISTICA PARA MEZCLAS FINITAS ... 65

donde para facilitar céalculos, se usan la transformaciones X =
log(Y/C), u; =1log(B;/C) y 0; = 1/a;, de forma que

Fy(|p;, 05) = 1 — exp{—elr7)/73} (4)

es una distribucién de valores extremos con parametro de localizacién y;
y parametro de escala 0. Después de estas transformaciones, el nuevo
umbral de censura para los datos es Cy = 0. En la secciéon que sigue,
propondremos el uso de variables latentes para estudiar la estimacion
de los parametros del modelo, para lo cual usaremos la transformacién

().

3. Analisis de Verosimilitud perfil via variables
latentes

3.1 Variables latentes

Para cada j = 1,2,...,k, supéngase que r; es el nimero de datos
que no observamos (porque exceden el valor de C') y que provienen de

la distribuciéon Fj, cada 7} es un entero mayor o igual a 0 y ademéds

Z?Zl ri = N —r. Las variables latentes (no observadas) r7,73,...,7%
nos permitirdn hacer un anéalisis alternativo. Si los valores de r7}; j =
1,2, ...,k fueran conocidos, entonces los pesos en la mezcla ya no
juegan un papel en el modelo, puesto que se conoce de qué componente
de vienen los datos (aunque estos excedan el valor de C'), de esta
forma, si B; = [X;; < C;...; X}, < C]N[rjobservacionesson > C1,
tenemos
*
Py = (71 ) I - BCo)y,

de donde la contribucién a la verosimilitud L(0;x, r*) correspondiente
a la j—ésima componente en es

L (05 25,77) = fx %0, (i1 5 20, | By) P(B;)

1 fi 05
_ {11 %} P(B;)

— {Zﬁfj(xﬂ;@j)} ( Tj:;r; ) {1-F(C:0)y7. (5)

De manera que la funcién de verosimilitud L(0; x,r*) toma la forma

L(O; @, v*) = II_ L;(0;; ;,75). (6)
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Es decir que al asumir que conocemos 73,75, ..., 5, podemos factori-
zar la funcion de verosimilitud para @ como un producto de funciones de
verosimilitud marginales, donde cada L; contiene toda la informacién
necesaria para poder hacer inferencias acerca de la componente 6; de 6.
Para cada valor de fijo de r} sea é](r]*) el estimador de maxima verosili-
militud para 6;. Entonces podemos usar la funcién de verosimilitud per-

* ok * * *\ _ 1Tk ) *\. *
fil para r{,r3,...,ry, dada por LP(ry,...,r}) = szle(Gj(rj), x;, rj),
para encontrar los valores 77, j = 1,2,...,k, que la maximizan, una
vez hecho esto, los estimadores de maxima verosimilitud para 61, ..., 0

estan dados por
0,(r5), j=12,... k. (7)

Llamaremos a este método de estimacién Andlisis de Verosimilitud
Perfil Usando Variables Latentes (LVPLA) y, para ilustrar su uso, en la
seccion 3.3 usaremos los datos de dispositivos en Mendenhall y Hader
(1958) con el modelo (4)).

3.2 Aproximacién normal para la funciéon de verosimilitud

Una forma de construir intervalos de confianza para los parametros de
un modelo, consiste en utilizar una aproximaciéon Normal para la fun-
cion de verosimilitud del parametro. El método se basa en encontrar
la densidad Normal que mejor aproxima a la funciéon de verosimilitud
(véase Kalbfleisch, 1985, seccién 9.7). Sean LP()\) la verosimilitud perfil

para A y A el valor de A que maximiza a LP(\). Si r()\) = log (228;),
entonces al calcular la expansion de Taylor de segundo orden para

log (LP())), alrededor de A, obtenemos que r(\) es aproximadamente

—L(A = N)2I(}), donde I(\) = —% es la funcién de informa-
cion. Esta aproximacion se considera adecuada cuando el tamano de
muestra es grande, ya que si esto sucede resulta suficiente considerar
la expansion de Taylor solo hasta un segundo orden. La cantidad [/ (5\)
se conoce como la informacion observada de Fisher, Efron y Hinkley
(1978) sugieren usar I(\) en lugar de la informacién (esperada) de Fis-

her cuando se usan aproximaciones Normales. En el caso en que A es

una cantidad vectorial, digamos A" = (A1,..., \,,), la informacién ob-

servada de Fisher es una matriz de segundas derivadas con entrada (3, j)
0?log(LP(\

dada por —M i,j€{l,....,m}.

oo, |y

Regresando a la construcmon de intervalos de la discusion en el parra-
fo anterior, si N(A; A, I71(})) denota la densidad Normal con media A
y varianza I~ (/\), evaluada en )\, entonces para tamanos de muestra



INFERENCIA ESTADISTICA PARA MEZCLAS FINITAS ... 67

grandes se tiene la aproximacién
N — LP(%\) ~ N(%\; %\7[*1@)) = v,
Le(A)  N(AMAT7HA))
Para p € (0,1), el intervalo aproximado para A, a nivel 100p %, es el

conjunto de valores de A tales que 7y () > log(p), condicién que nos
lleva a que este intervalo es

(3= V2roan 10 A+ (-21oe) 11 ().

T

3.3 El caso de datos de dispositivos transmisores

Habiendo llevado a cabo las transformaciones y reparametrizaciones
descritas al final de la seccién 2, obtenemos que

Fi(ai]0;) = e~ @it @mm) e oxpy {_e(xji_uj)e—w]}

F](x‘]lle‘]) =1- exp {_e(mji*,uj)e*“"j} :

donde 0; = (115, ;). Para los datos de dispositivos de telecomunicacio-
nes, tenemos k = 2, N = 369, r; = 107, ro = 218 y estamos consideran-
do dos variables latentes r] y r3, pero como 75 = N —r—rj}, entonces nos
concentraremos unicamente en r;. Al implementar el (LVPLA) en este
conjunto de datos, la Figura nos muestra valores numéricos (estanda-
rizados) de la funcién de verosimilitud perfil para r}, como podemos ver
el maximo se da en r] = 2, de forma que asumiremos que r} = rAf =2
para continuar el analisis.

Notemos que el uso del LVPLA introduce simplificaciones en la forma
funcional de la verosimilitud (ecuaciones |5y @ que permiten evaluar la
funcién de verosimilitud perfil para p; maximizando Lj(u1, ¢1; @1, 77)
unicamente con respecto a ;. En contraste, sin usar las variables la-
tentes r y 3, la funcién de verosimilitud perfil para p; se hubiera
tenido que obtener a partir de L(u1, pi2, ¢1, 2, ;@) en (3), maximi-
zando sobre cuatro parametros jio, 1, @2 v m1. E1 LVPLA también tiene
ventajas computacionales al usar la aproximacién Normal descrita en la
seccién 3.2 para el cdlculo de intervalos de confianza correspondientes
a los parametros. En el caso del analisis para p, este método nos per-
mite calcular la varianza asintética utilizando la informacién observada
de Fisher calculada a partir de Lj(u1, ¢1; @1, 7). Sin usar el LVPLA,
para obtener la aproximaciéon Normal se requeriria la informacién ob-
servada de Fisher calculada a partir de L(puq, p2, 1, @2, m1; @) en ([3)).
Las anteriores observaciones sobre las ventajas del uso del LVPLA, se
vuelven mas significativas cuando el nimero de términos k en la mezcla
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(1)) crece. Por otra parte, el LVPLA se puede estudiar para otras fami-
lias de distribuciones con parametros de localizacion y escala diferentes
al modelo Weibull, por ejemplo, usando resultados como en Anaya y
O’Reilly (2000). En Campos et al. (2010) se estudia el LVPLA para
mezclas de distribuciones Normales.

Para los datos de transmisores de Mendenhall y Hader (1958), la ta-
bla[l| muestra los intervalos (con nivel 95 % de confianza) obtenidos para
los parametros g, i2, 01 y @2 al usar la aproximaciéon Normal. También
en la tabla[l] aparecen intervalos de confianza (con nivel 95 %) obteni-
dos con un segundo método de estimacion conocido como el algoritmo

Verosimilitud perfil estandarizada para r1*

0.4

0.2

o

%04,
o - ©00000000000000000000O0O0O0O

FrTTTTTTTT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T I T I T
0 10 20 30 40

valor de r1*

Figura 1. Funcién de verosimilitud perfil (estandarizada) para rJ.

Limites superiores e inferiores para los intervalos a nivel 95 %.

EM LVPLA
/i | (-1.24-0.85) (-1.21,-0.91)
fia | (-0.70,-0.45) (-0.71,-0.45)
o1 | (-0.42,-0.05) (-0.41-0.11)
02 | (-0.23-0.01) (-0.22,-0.01)

Cuadro 1. Resultados para los métodos EM y LVPLA.
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=1 =1} =3
pq | -1.0451 | -0.9836 | -1.1374
fo | -0.5781 | -0.5163 | -0.6353
1 |-0.2362 | -0.1776 | -0.3273
@2 | -0.1180 | -0.0607 | -0.1714
m | 0.2954 | 0.26 0.33

Cuadro 2. Valor de los parametros para simulacién (m2 =1 — m1).

EM (Tanner, 1996, capitulo 4). En Contreras-Cristan et al. (2003), asi
como en Campos et al. (2010), se compara el LVPLA con el algoritmo
EM y con un método Bayesiano (BALV), para diferentes valores de k
y tipos de censura.

En cuanto a la inferencia para los pesos de la mezcla, aunque estos no
aparecen en forma explicita cuando se lleva a cabo el LVPLA | podemos
estimarlos notando que como un total de r; = 107 observaciones fue-
ron identificadas como provenientes de la primera poblacién y ademas
nosotros obtuvimos del LVPLA, que r] = 2 hubieran contado como ob-
servaciones de la primera poblacion que fueron censuradas, se concluye
que habria 109 observaciones de la poblacién 1. Como el nimero total
de observaciones en la muestra es 369, entonces una estimacion de
es 11 = 109/369 = 0.29, que a su vez nos dice que T = 0.71.

4. Estudio comparativo de coberturas

Se considera que el algoritmo EM lleva a cabo un calculo numérico exac-
to de estimadores al maximizar directamente la verosimilitud con
respecto a (0, 7), mientras que el LVPLA aproxima estos estimadores
al maximizar la verosimilitud aumentada (@ con respecto a (6,7*), no
obstante esta aproximacion resulta adecuada, pero sobre todo eficiente,
ya que como hemos comentado se simplifica la forma funcional de y
en el caso de que k sea mayor a 2, esta simplificacién puede proveernos
con procedimientos numéricos economicos. Para fines de comparacion,
se llevé a cabo un estudio de coberturas en el cual: para cada valor de
los parametros en la Tabla [2] se simulan 100 muestras con el esquema
de censura descrito en la seccién 2, para cada una de estas muestras se
calculan los intervalos usando el LVPLA y el algoritmo EM, se utilizan
los 100 intervalos obtenidos con cada método para estimar la cobertu-
ra (la proporcién de intervalos simulados que contiene a los valores de
los parametros en la Tabla . Los resultados del estudio estan en las
Tablas 3| (LVPLA) y [4] (algoritmo EM).
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=1 =9 =3
cober. long. prom. | cober. long. prom. | cober. long. prom.
| 0.85  (0.3100) 0.86  (0.3500) 0.92  (0.2700)
1o | 0.93  (0.2400) 0.94 (0.2500) 1.00 (0.2200)
01| 087 (0.3170) 1.00  (0.3500) 0.91 (0.2900)
©s |  0.99 (0.2400) 0.95 (0.2400) 1.00 (0.2400)
Cuadro 3. Coberturas y Valores promedio de las Longitudes de Intervalos LVPLA.
B B Es
cober. long. prom. | cober. long. prom. | cober. long. prom.
i | 0.90  (0.3600) 0.89  (0.4500) 0.93  (0.3000)
2| 0.97  (0.2400) 0.88  (0.2600) 0.95 (0.2300)
©1 | 0.97 (0.3500) 0.89 (0.3800) 0.95 (0.3200)
©s | 0.98  (0.2200) 0.92  (0.2200) 0.98  (0.2200)
Cuadro 4. Coberturas y Valores promedio de las Longitudes de Intervalos EM.

5. Federico

Hablar sobre un colega que se ha ido y sobre todo de uno con una
trayectoria profesional de magnitud inconmensurable, no resulta sen-
cillo. Forjador y promotor de un area de las matematicas la cual, sin
su presencia, no hubiera sido igual en este pais, excelente profesor e
investigador, buen padre de familia y amoroso abuelo, celoso defensor
del enfoque frequentista, pero ademéas un ser humano con una facilidad
natural y constructiva para acercarse a aquellos con los que él trata-
ba diariamente. En la lista de colegas, alumnos y otras personas que
tuvimos la fortuna de convivir con Federico, habia desde quienes, de-
pendiendo de su probleméatica humana, recibian consejos, autoanélisis
amenizados con chistes y ttiles direcciones de médicos, hasta quienes
aprovecharon su gran calidad académica para crecer en sus carreras pro-
fesionales (me incluyo en todos los rubros). La mayor parte del tiempo,
sus chistes iban encaminados a prevenirnos de que podiamos incurrir
en una situacion dificil: No te vaya a pasar lo que al del chiste. . ., era el
preambulo con el que Federico te preparaba para reir (junto con él), no
tanto del chiste en si, sino de imaginarnos en una posicion como la que
¢él narraba, pero en nuestro contexto. Para recibir estas consultas con
el doctor O’Reilly, no siempre era necesario tocar a su puerta, a veces,
cuando él se daba cuenta de que no estabamos bien o cuando consi-
deraba prudente retomar algin pendiente de nuestras conversaciones,
se acercaba. Aunque en ocasiones él usaba sus bromas mas escabro-
sas (celebradas y recordadas por més de uno) con el fin de obtener
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nuestra atencion, sabia dejar de lado ese estilo para dar consejos en
forma que podia llegar a ser poética. Una noche conversabamos en una
reunién, cuando noté mi inconformidad con mi forma de relacionarme
socialmente y, cuando en el fondo sonaban las notas de una melodia de
Clapton que él puso, me dijo: Las relaciones humanas se manejan como
cuando te metes al mar, no entras a la profundidad de subito, sino que
vas dando pasitos para medir si puedes sequir o si debes detenerte. Pero
la peor cosa que harias es no meterte al mar.
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