- anterior en el limite cuand

~ conexo, existen cuerpo_,» :

 Introduccion

que puede fl‘ ren ethbno ( in voltearse) en agua en toda direccwn
(Debe ser £ una esfera’ Er una4vers1on bidimensional de este- proble-' B
ma, H. Averbach [1] encon‘r ffiormas dlstlntas al cuculo con la propie-
'ddd deseada |

' Ulam, en su- hbro A Collectzon of Mathematzcal Prablems {2]
g establece el siguiente pro' ~‘ que no es sino. un caso partlcular del

Si un cuerpodescansa ‘equlhbrlo en toda pOSlClon en un plano -
horuontal i deberd ser éste una esfera?
Supomendo que el erpo es un conjunto cerrado acotado y
: 1tos a la esfera con la propiedad deseada;

- por. ejemplo una esfera ala que se e ha quxtado una esfera concéntrica
: »dc menor radlo F:' Sl e : A :

, En este trabajo se demostrara que si este cuerpo es un con]unto
cerrado acotado y conexo . ca 'ara es una esfera

*® Alumino de ‘,llyé.fFetcif}clie":Ciefrigia;s, : UNAM
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Por razones de claridad el trabajo se hara en 2 dlmensmnes debldo R
al hecho de que la generalizacién a 3 dlmensmnes es 1nmed1ata Sin

embargo, al final, ciertos aspectos seran aclarados : ;

En adelante, entenderemos como cuerpo un. subconjunto cerrado '
~acotado y conexo de R? que contlene al menos 2 puntos. P denotari el
centro de Masa C (x) El casco convexo de x QRel segmento de linea
cerrado con extremos Q y R yoA la frontera de A. Ly 1 L, significa -
que L, es perpendicular a L,. El sunbolo LS sera usado para denotar
lineas de soporte. -

Defimcwn 1. (Cnteno de Equilibrio) -

Un Cuerpo S descansa en equilibrio sobre una Linea Soporte
(Linea que toca al conjunto en puntos frontera y deja.al conjunto de
un solo lado) si y sélo si existen puntos x yy en S L Stal quea € X
Y. donde a es el punto de L S tal que: a}aPiL SsiPelLSy b)a =P
si PeL S Fig. 2. '

/

Un cuerpo S descansa en equlhbrlo en toda p051c1on cuando
descansa en equilibrio sobre cada una de sus lineas soporte. ‘
Ahora nuestro propésito es .pro_bar,el s1gu1ente teorema.

Teorema 1. La cdscara de un cuerpo.;:bldlmenswnal que descan—‘
sa en equlhbrlo en toda posmlon esun c1rcu1 '
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e otro contradrc

. Lema 1.

‘ Sea S un. (uerpo 7 ue "‘d *"canscz en equtlzbrzo en: toda poszczon
cmonceS'Pf# lSpara al _l‘mea soporte LS

‘ Prueba Es claro que ‘contenido en una linea. Suponga-
‘mos que PelL S para algu linea ‘soporte LS. D1bu3ese una linea
soporte LS’ de tal manera queel angulo ¢entre LS y LS’ que cubre S es -
mayor que /2y P¢LS" LS’ existe, ‘pues, de otra manera, si toda linea -
soporte tal que el dngulo entre LS y LS’ que cubre § es mayor a 7/2,
‘pasa por P, entonces S debe estar contenido en la perpendicular a LS ;
‘que pasa por | P Entonces el crlteno de equ111br10 falla para LS’ Fig. 3.

s

‘Teorema 2
Sea S un cuerpo que descansa en equzlzbrzo en toda poszczon
Enronces para toda linea soparz‘e LS, L S ns conszste de un
punto unico a tal que a P l LS ‘

Pmeba Sea ael punto de LS tal que a P LLS (F1g 4). Suponga
mos que existe x. e L § NS, x # 4. Sea s €Xa,s X, s #a. Dibiijese el
rayo L que empieza en Py pasa por s y d1bu]ese la linea de soporte LS,

_ perpendlcular a L (LS2 existe pues § es acotado). Sea @’ el punto de
;1nterseccwn de_LS’ y LS. L52 #LS pues SEa yPa # Ps. Entoncesa’

'_?5 S pues de otra m LS, dejaria ax en un sermplano y aPenel
| do el 'hechode que LS2 es una Imea de soporte.
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Debido a la misma razéna’ ¢ Ps Sean yﬂllos sem1planos cerrados R
en los que LS divide al plano. Supongamos qeeSCw. LNat =PFS
puesP¢LS. Comoa’¢Ps entoncesa’ € m°. Por lo tanto, @’ pertenece al
rayo de LS, contenido en 7, contradiciendo el criterio de equilibrio
para LS, . Esto completa la prueba del teorema 2. (Fig. 4).

LS

Teorema 3

Sea S un cuerpo que descansa en equilibrio en toda posicion. Sea
C (8) su casco convexo (El con]unto convexo mds pequeno que contie-
neads). Entonces : *

i) aCS)CS
ii) Para toda linea soporte LS de C (S)

LS N C (S)-:
donde aP L LS.

 Prueba Tomemos ye€oaC (S) ComoS es cerrado y acotado, C(S)
3 tamblen cerrado y acotado, _entonces ¥ eg;rC(S) El teorema de Cara- -
theodory ([3] pp. 35) afirma que si A4 €s un conjunto convexo bldlmen- ‘
sional y a € C(A )ex1sten puntos b, c. tales quea €b c. Entonces existen
puntos x; y X en S tales que y € X 1 X, comoy € ) C(S) existe una
linea de soporte L de C(S) que pasapor y.([4] pp. 12) entonces, 6 x;
=y = x2, o xl y X, estin en L ambas co'sas 1mphcan que yes, la
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segunda p’or e

x 1'propledad probada p,‘_ ;Y teorema 2 Demcstraremos ahora que
un conjunto convexo con esta prop1edad es un circulo, probando asi

que la cascara de S es una c1rc ferencia, y por lo tanto demostrando
el teorema 1. e

Teorema 4 :
Sea M un con]unta convexo bzdzmenszonal con la siguiente pro-
piedad: :
‘ P) Existe un pum‘o k tal que, para toda lmea soporte LS deM, la
perpendzcular alS que pasa por k mtersecta a LS en un punto, que es
el unico punto de interseccion entre M y LS. (Fzg 5)Entonces M tiene
ancho constante y sus bznormales pasan por k.

Una cuerda de un cué’rpo“c‘onvexo A, tal que la perpendicular a
uno de sus extremos, es linea de soporte de 4 se le llama normal. Una
‘cuerda de A4 tal que las perpendlculares en sus extremos son lineas

soportes es una bmormal
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Prueba del Teorema 4

, Es claro que toda normal y por lo tanto, binormal de M. pasa por
k Sea O una normal de M, entonces, k €Q. Sea LS la linea de soporte
de M que es perpendicular a Q y pasa por uno de sus extremos haciendo
que @ sea normal. Sea LS la otra linea de soporte de M perpendlcular a
Q. LSNOM —%.a.}vdonde a k L LSO entonces a € Q y por lo tanto, Q es
una binormal. = | | ' | |

 SiMes un conJunto convexo tal que toda normal es bmormal |
entonces M tiene ancho constante. (Para una prueba de este hecho ver
[5]'y [6]). Esto completa la prueba.

Notese que los cuerpos que descansan en equilibrio en toda posi

cibn, y sus €ascos convexos. cumplen con la propiedad P) donde k es el
centro de masa. ,

Teorema 5 o ‘

Sea Mun. cuerpo convexo de ancko consmnte en donde todas sus 3
binormales pasan por k. entonces M es un czrculo B '

Primero algunas proposmlones

Proposzczon 1: El cwcuncnculo v el ‘uncirculo de-un cuerpo de
‘ancho constante, son concéntricos. -

. El Circuncentro es el Clrculo de menor. rodeo que contiene a M
El Incirculo es el circulo de mayor rodeo contemdo en M Para una
prueba de Prop 1, ver [4] pp 75

'Proposiczon 2: El Cirouncnculof 'de kun CUErpo conve«x‘oA, es ﬁni,—

co. L S |
Prueba Supongamos que ex1sten 2 mrculos del mismo: rodeo que
contienen a A. A debe de estar contemdo én la mterseccmn de estos .
circulos que a su vez est4 contenida en un circulo de menor rodeo.

Proposicion 3: El Inc1rculo de un cuerpo de ancho constante es
Unico.. ' '

Prueba Se sxgue de proposwlones 1 y 2
Pmeba de Teorema 5

Prlmero demostrare que la frontera de M esta contemda en la
frontera del mcuculo Es deﬂ ver. que k es el centro del Incuculo y el
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_r,c1rcun01rcu10 de M Sea ¢, € ‘a M Sea C un urculo de rodeo menor al :
del uncirculo, que es‘ s

; o) al mcuculo Translada C con su
: centro sobre kx has A U

01rcunferen01 '
; ;I'~
, o1 1ste una lmea de soporte LS de M que
pasa por y y que por 10 nto es tangente a . Por h1potesx.s ky LLS
‘pero también k’ "y 4 L Esto mehca que k= k' pero esto es una -
contradiccién. Esto prueba que d M NC' = x . La Banda barrida por
C desde que. se mueve de_ osicion or1g1nal hasta C' estd contenida en”
"M pues M es convexo Sea C'el Inczrculo transladado que pasa porx 'y
cuyo centro se encuentre en kx. C"’estara contenido en M, porque, de
otra rnamera, existe un c1rculo de rodeo menor a C " concéntrico a él,
que no estd contemdo en M. Por proposmlon 3, C"es el incirculo, y por

lo tanto, x pertenece al 1nc1rculo Probamos asi que a M C a(Ir
circulo). - ‘- '
Como. el c1rcuncuculo v el mcuculo son concentmcos y-¢l circun-
circulo posee puntos de 1a frontera de M se sigue que el incirculo y el
c1rcun(:1rculo co1nc1den y que por. 10 tanto, M es un c1rculo Esto comr -
pleta la prueba del teorema 1. i

- Ia mayor parte de la generahzacmn a3 d1mens1ones es inmediata,
sin embargo aclarare estos detalles '

Deflmcmn 2 (Cnteno de Equﬂlbrlo) | -
- Sea S un cuerpo tridimensional y | PS un plano. soporte de S. Sen a
elpum‘o de PS talqueaPiPS s.;p'¢PS yP= aszPePS ~
 Diremos que S descansa en equzlzbrzo en el plano soporte PSsiy
solo si para toda linea 'L com‘emda en PS que pasa por a, existen puntos
'que pertenecen a PS N S en ambos semzplcznos de PS determinados por
L. . ) : ) ]
Es facﬂ ver que la prueba del teorema 2 para d1mens1on tres con
;este criterio de Cquﬂlbl‘lO es equlvalente a'la ya dada. '
Sea M un cuerpo convexo y supongamos que toda normal es una
: bmormal ‘entonces M tlene ancho constante. -
- La Prueba de esta proposmon ‘estd dada en [5] y [6] para dlmen-’
sxon dos Lo probare aqui para dlmensxon tres.
. Denotaremos por t;b(M) a la proyeccién de M paralela auna d1rec—
~ cibn dada ¢, en un plano que es perpendmular a ¢. ¢(M) es un cuerpo
i f‘-convexo b1 1men310na“ donde toda normal es bmormal y posee por lo
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tanto ancho constante. Dadas 2 dlreccmnes DLy G2, O1 (M) y ¢2(M) |
serdn cuerpos del mismo ancho constante. Para ver esto pensemos en los
dos planos de soporte. paralelos ad,y ¢ La mterseccmn de estos
planos con los planos que contlenen ag(M)y ¢2 (M) son lineas soporte
de ¢, (M) y ¢ (M) respectivamente. Por lo tanto, M es un cuerpo con-
vexo de perimetro constante. De esto se sigue que M es un cuerpo de
ancho constante. (Este hecho es mencmnado en [4] pp. 82.y probado

en [8])

&0



(1958) g

: ,[7] V KLEE (Ed 'or) Convexzty Proceedmgs of the Sevem‘y Sympo-
~ sium in Pure Mathematics of the American Mathematical Society
+ " (American Math Socwty Provxdence RI(1963).

[8] T. BONNESEN AND W. FENCHEL: Theorie der Konvexen
Korpen Ergebnzsse der Mathematzk and ihrev: Grenzgeblete 3 Ber-
in, (1934) | T

61




