
; 

Liiis'fMonfujirnó P.* 

Introducción · 
Uri Solido S Qe den~id.ad ·uniforme p =fo 1 tiene la propiedad de · 

que puede flotar eneq;uilibrio (sin vottearse)en agua, en toda dirección. 
¿Debe ser t una esfera? En una versión bidimensional de este· proble­
ma,. H. Averbach [ 1 J encontró formas distintas al círculo con la propie­
dad deseada. 

Ulam, en su libro A Collection of Mathem.atical Problems [2] 
establece el siguiente proqJeftia, ·que no 'es sino un caso particular del · 
an te:-ior en el límite cuandd::p 4.Q. 

Si un tuef'po descansa en eqfülibrio en toda posición en un plano 
. horizontal, ¿ deberá ser éste una esferá? 

Supon.iendo ·que el cuerpo es un conjunto cerrado, acotado y . 
conexo, existen cuerpps distintos aJaesfera con la propiedad deseada; 
por ejemplo, una esfera a la que se le ha quitado una esfera concéntrica . 
de menor radio, Fig. 1. J 

En. este trahajo<se demostrará que ,.si este cuerpo es un conjunto 
cerrado, acotado y coriexo,. su cáscara es u.ná esfera. 

* Alumno de laFac~ deCiencias, UNAM. 
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Por razones de claridad el trabajo se hará en 2dimensio.nes debido 
al hecho de que la generalización a 3 dimensiones es inmediata. Sin­
embargo, al final, ciertos aspectos serán aclarados. 

En adelante, entenderemos como cuerpo un subconjunto cerrado 
· acotado y conexo de R2 que contiené al menos 2 puntos. P denotará el 
centro de Masa; C (x) El casco convexo de x QR el segmento de línea 
cerrado con extremos Q y R .Y a A la frontera de A. L 1 l L 2 significa · 
que L 1 es perpendicular a L 2 . El símbolo LS será usado para de;10tar 
líneas de soporte. 

Definición 1. (Criterio de Equilibrio) 
Un Cuerpo S descansa en equilibrio sobre una Línea Soporte 

(Línea que toca al conjunto en puntos frontera y deja al conjunto de 
un solo lado) si y sólo si existen puntos x y y en S n L S tal que a. E X 
Y: donde a es el punto de L S talque: a) a P lL S si P EL S y b)a =P 
si P € L S Fig. 2. 

j 

Un cuerpo S descansa en equilibrio en toda posición, cuando 
descansa en equilibrio sobre cada una de sus líneas soporte. 

Ahora nuestro propósito es probar el siguiente teorema. 

Teorema l. La cáscara de un cuerpc;vbidimensional que descan­
sa en equilibrio en toda posición, es un círculo .. · 
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Lema 1 
Sea S un cuerpo que descansa en f!QUilibrio en toda posición, 

entonces P~ L S para.cttalqu¡ef línéa soporte LS 

Prueba Es claro queSnóes•hí·corttenido en una línea. Suponga­
mos que P el S para alguna línea soporte LS; Dibújese una línea 
soporte LS' 4e tal' manera que.eFangulo <j) entre LS y LS' que cubre Ses 
mayor que 7r/2 y P~LS'. LS' existe, pl.les, de otra manera, sí toda línea 
soporte tal que el ángulo entre LS Y LS' que cubre Ses mayor a 7r/2, 
pasa por P, entonces S debe estar contenido en la perpendicu,lar a LS 
que pasa por P. Entonc~s, el criterio de equilibrio falla para LS' Fig. 3. 

LS 

LS' 

Teorema·2 
Sea San-cuerpo que descaizsa en equilibrio en toda posición. 
Entonces para toda linea soporte LS, L S n S ·consiste de un 

punto único a tal que a P lLS. . 

Prueba Sea a erpunto de LS tal que.a P lLS. (Fig. 4). Suponga 
mosque existe x. e L S n S, x.=fo a. Seas exa,s =fox, s =l=a. Dibújese el 
rayo L que empieza en P y pasa .por s y dibújese la línea de soporte LS 2 

perpendicular a L (LS2 existe pues Ses acotado). Sea a' el punto de 
intersección de LS' yLS. LS2 =fo i S pues s-=Fa yPa #=Ps. Entonces a' 
=F S pues de· otra 11lárterá, LS2~ CI~jaría ax en un semíplano y a P en el 

· otro, contradici.endo elhecho de· que LS2 es una línea de soporte. 

SS 



Debido a la .misma razón a'~ Ps. Sean 7r1 y rr los semiplanoscerrados · 
en los que LS divide al plano. Supongamos que ·s C 7r1

• L n 7r1 
-.:.. PS. 

· puesPl/LS. Como a' ~Ps entonces a'€ i2. Por lo tanto, a' pertenece al· 
rayo de LS2 contenidó en rr2, contradidendo el criterio de equilibrio 
para LS2 • Esto completa la prueba del teorema 2. (Fig. 4 }. 

Teorema3 
Sea S un cuerpo que descansa en equilibrio en toda posición. Sea 

C (S) su casco convexo (El conjunto convexo mas pequeño que contie­
ne a S ) .. Entonces 

i) o·C (S)CS 
ii) Para toda línea soporteLS.'!-e C (S) 

LSOC(S)= a 

donde aP l LS. 

Prueba Tomenios y e a C (S). Como S es cerrad:o y acotado, C(S) 
~s también cerrado y acotado~entQl'l.Ges<yfrC(S) ..• ElJeore.ma de· Cara .. 
theodory ([:U pp. 35} afirma que.si A es un conjunto convexo bidimen­
sional y a e C( A)existen puntos.o, e .tales que a e be'. Entonces existen 
puntos x 1 y x 2 en S tales que y e X 1. X 2 como y e 3 C(S), existe una 
línea de: so.porte L de C(S) que pasa por y. ([4]pp. 12), e11tonces, ó x 1 

= Y ~ x 2 , ó x 1 y x 2 están ert L · ambas cosas im,plica11 que y € S, la 
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segunda porel Teorellla +> ~sto .pruel)a i) .. 
· ·. . . Más.aún, por í}to:daJirtea soporte·LS' d~ C(S) eslín~a soporte de 
S Y,t.eng~ que.LSl'.·.nc(s] Ja ~dondea es el punto de LS' tal que aP 1 
LSl. Esto completa la: prue?a, . f .· · . . · . · .. · 

. . Hemos demostra~ó que S C·C($.), oC(S) CS y que C(S) tiene fa 
propiedad probada para Sen el teorema 2; Demostraremos ahora que 
un conjunto convexo con e.sta propiedad es un círculo, probándo así 
que la cáscara de Ses una circunferencia, y por lo tanto, demostrando . . . - . 

el teorema 1. 

Teorema 4 
Sea M Un conjunto convexo bidimensional con la siguiente pro· 

piedad: 
P) Existe un punto k tal que, para toda línea soporte L.S de M, la 

perpendicu1ar a LS que pasa. por k intersecta a LS en un punto~ que es . 
et único punto de intersección entre M .JJ.·· LS. (Fig. 5) Entonces M tiene 
aricho cons.tante y· sus binormalespasan por k. 

Una cuerda de un cuerpo convexo A~ tal que la perpendicular a 
uno de stis extremos, es línea de soporte ele A se le llama normal. Una 
cuerda de A tal que las perpendiculares en sus extremos son líneas 
soportes, es una binonnaL 
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h·: Prueba del Teorema 4 
-Es claro que toda n.ormal y por lo tanto, binormal de M. pasa por 

k Sea Q una normal de M, entonces, k €O. Sea LS' la línea de soporte 
de M que es perpendicular a Q y pasa por uno de sus extremos haciendo 
que Q. sea normal. Sea LS la otra línea de soporte de M perpendicular a 

Q. LS n M =~al donde a k 1 LSO entonces a E·º ~ por lo tanto, Q es. 
una binormal. .. .· . . . · 

. Si M es un conjunto convexo tal que toda Hormal es binormal, · 
entonces M tiene 'ancho constarite.(Para una prueba de este hecho ver 
[S]'y [6]). Esto completa la prueba. 

Nqtese que los cuerpos que descansan en equilibrio en toda posi 
ción, y sus eascos convexos cumplen con la propiedad P) donde k es el 
centro ·de masa. 

Teorema 5 . 
~ea M un cuerpo convexo de anc:ho const{fnte, en donde todas sus · 

binormales pasan por k. entonces Mes un círculo~ 
Primero algunas proposiciones: 

Proposición 1: El· circuncírc~lo y el un círculo de un cuerpo de 
ancho constante, son concéntricos'. · · · ' -

El Circuncentro es el círculo de menor tod~o que contiene a M 
El In círculo es el círculo de inayor rodeo. conterud(:) ·en M Para una 
prueba de Prop. 1, ver [ 4] pp~ 75. '· 

Proposición 2: El Cirouncírculo de ·un cuerpO' convexo A, es úni-
co. 

Prueba Supongamos que existen 2 cíicu.;~os: d~l mísmo rodeo que 
contienen a A. A debe de estar contenido· en la intersecdón de estos . 
círculos que a su vez está contenida el_l un círculo de menor rodeo. 

Proposición 3: El Incfrcuio de un cuerpo de ancho constante, es 
único .. 

. Prueba. Se sigue de proposiciones 1 y2. 

Prueba de Teorema 5 
Primero demostraré que la frontera de .i1J está .contenida en la 

frontera del in círculo. Es fácil ver que k es el centro del Incírculo y el 
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circuncirculo de M Se.ax,e a M. . Sea C un círculo de rodeo menor al , 
del .uncírculo, que es. ·~d~téntricb al. incíl"culo .. Translada C, con su 
centro sobre. kx hasta que ·e toque a oM.pór pri,mera vez. Sea C' 
cifcunfer~ncia qile denota la positiÓn final de. C y k', su centro. Clara-

. . . •.• ... i' . .. ·.·· .-:-, ..... :. ·. -.·.. .... .· . ' . . . 
mente k.=F.k .Se demosfrar:áqµeaMn e ~ X -. Supongamos que y 
€. a M n e I y y * x,, Entoqcesexiste una línea de soporte LS de M que 
pasa por y y. .que por lo J~nto, es tangente aC' .. Por hipótesis ky l LS 
pero también k' y 1 LS. Esto implica que k = k · pero esto es una 
contraqicción. Esto prueba que a M n _c' = X . La :Banda barrida por 
C desde que. se mueve de su posición original hasta C' está contenida en 
M pues ,Mes convexo. SeaC·"eifncirculo transladado que pasa por x y. 
cuyo ce~tro se encuentre en kx. C'' estará contenido en M, porque, de 
otra manera, existe un círculo de rodeo menor a C" concéntrico a él, 
que no está contenido en M Por proposición 3, C" es el incírculo, y por 

lo tanto, X pertenece al incfrculo. Probamos así que a M e 3(Ir 
círculo). · 

Como el circuncírculo y el in círculo son concéntricos y el circun~ 
círculo posee puntos de la frontera de M se sigue que el incírculo y el 
circuncírculo coinciden y que.por.lo tanto, Mes un círculo. Esto com- · 
pleta la prueba delteorema l. 

La mayor p(lrte de lél.generalización a 3 dimensiones es inmediata, 
sin embargo, aclararé estos detalles. 

Definición 2: (Criterio de Equilibrio). 
Sea S un cuerpo ,tridimensional y PS un plano soporte de S. Sea a 

el punto dePS talque a P 1 PSstp </PS yP .· a si P € PS. 
Diremos que S descansa en equilibrio en el plano soporte. PS si y 

sólo si para toda línea 'L contenida en PS que pasa por a, existen puntos 
·que pertenecen a PS n S en ambos semiplanos dePS determinados por 
L.. 

Es fácil ver queJa prueba del teorema 2 .para dimensión tres con 
este criterio de equilibrio, es equivalente a 1á ya dada. 

Sea M un cuerpo convexo y supongamos que toda normal es u:Q.a 
binormal, entonces M tiene ancho constante. 

La Prueba de esta proposición, está dada en [5] y [6]para dimen-· 
sión·dos. Lo probaré aquí para dimensión-tres. , 

Denotaremos por· <fi...:MJ a la proyección de M paralela a una direc­
ción dada </>, en un plano que es perpendicular a </>. efi__M) es un cuerpo 
convexo bidimensional, donde toda normal es binormal y posee, por lo 
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tanto, ancho constante. Dadas 2 direcciones </)1 y </>2 , </>1 (M}y <f>.i(M) · 
serán cuerpos del mismo ancho constante. Para ver esto.pensemos en lbs 
dos planos de soporte paralelos a </>1 y ·</>i. • La intersección de estos 
planos con los planos que contienen a </>1 (M) y </>2 (M) s.on líneas soporte 
de </>1 (.M) y <Pi (M) respectivamente. Por lo tanto, Mes un cuerpo' con~ 
vexo de perímetro cqnstante. De esto se sigue que M ,es un cuerpo de 
ancho. constante .. (Este hecho es mencionado·en [4] pp. 82. y probado 
en [8].). 
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