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Funciones theta:una aplicacion a teoria de
codigos

H. Tapia-Recillas * C. Renteria |

1 Introduccion

El caracter-de esta nota es de tipo expositorio y se trata de presentar
una conexién entre un tema que en los dltimos anos ha tenido un gran
desarrollo y relevancia en problemas practicos en teoria de la infor-
macién, por lo que ha llamado la atencién de investigadores en varias
disciplinas, y un tema que por mds de un siglo ha sido (y seguiré siendo)
objeto de estudio: Cédigos Lineales Detectores-Correctores de
Errores, y Funciones Theta. Mas concretamente, se expresara la
Identidad de MacWilliams para el Polinomio Exacto Enumerador de
Pesos (PEEP) de un cédigo lineal en términos de funciones theta con
caracteristicas. La conexién entre ambas partes se hace a través de una
transformada finita de Fourier sobre campos finitos.

Las funciones theta tienen una larga historia en la Matematica y han
sido por mucho tiempo tema de estudio. Su influencia en el desarrollo
de la Matemadtica es 'de gran importancia ya que ha dado origen a
diversos y variados temas en dreas como Andlisis Complejo, Geometria
Algebraica, Teorfa de Nimeros, etc.,([10, 11, 12]), asi como en Fisica
en relacion a la ecuacién del calor.

El srea de estudio de c6digos lineales detectores-correctores de erro-
res, muy usados en la transmisién de informacién, es relativamente
“nueva”, ya que se empezd a trabajar en forma sistematica a partir de
la década de los afios 50 ([17, 7, 8]). Las herramientas matemadticas,
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computacionales y de ingenieria, entre otras, han permitido desarro-
llar e implementar novedosos sistemas de codificacién y decodificacién
para la transmisién de informacién por cualquier medio o canal, de tal
manera que estdn siendo usados en una gran variedad de problemas
en diversas disciplinas como la Medicina (tomografia), Astronomia (fo-
tografias de cuerpos celestes), Robética (sistemas de control), Economia
y Finanzas (trasacciones comerciales y financieras), Politica y Adminis-
tracién (decisiones estratégicas), uso doméstico y comercial (sistemas
de grabacién y reproduccién de imigenes y sonido), etc.

Como se menciona en el parrafo anterior, los cédigos detectores-
correctores de errores tienen una gran aplicacién en la vida cotidiana,
sin embargo en los wltimos afios se han descubierto varias conexiones
interesantes entre la Teoria de Coédigos y alguas partes “teéricas” de
diversas 4reas de la Matem4tica (ver por ejemplo [2]). La conexién
entre estos temas nos ha parecido interesante y consideramos adecuado
presentar una de ellas, y asi saber de un lugar mds donde el fascinante
mundo de las funciones theta tiene cabida.

Los temas y resultados que aqui se mencionan se han tomado de
varias fuentes: para la parte clasica de funciones theta se ha consultado
la excelente referencia [10]; para la parte béasica de Cédigos Lineales se
han seguido de cerca las referencias [3] y [9]. La Transformada Finita
de Fourier se puede consultar con mas detalle en [3, 11, 12, 19]. Para
dar la conexi6n entre todos estos temas se han seguido los articulos [12]

y [19].

Esta nota esta organizada de la siguiente manera: en la seccién 2 se
introducira el concepto de Cédigo Lineal Detector-Corrector de Erro-
res con algunos ejemplos y se dardn sus principales pardmetros. En la
seccién 3 se introducird el Polinomio Enumerador de Pesos de Ham-
ming (PEPH) y el Polinomio Exacto Enumerador de Pesos (PEEP) de
un cédigo lineal. También se recordara la Identidad de MacWilliams
para estos polinomios. En la seccién 4 se introducira la Transformada
Finita de Fourier (TFF), en la seccién 5 se recordaran la definicién de
funciones theta con caracteristica y algunas de sus propiedades; y en la
ultima seccién se describira la- Identidad de MacWilliams para el Poli-
nomio Exacto Enumerador de Pesos de un cédigo lineal en términos
de funciones theta con caracteristicas. Como esta nota es de caricter
expositorio, no se daran demostraciones de los resultados que se men-
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cionan, el lector interesado puede consultar las referencias-[12] y [19]
para mayores detalles.

2 El concepto de Cédigo Lineal

Muchos de nosotros hemos tenido la experiencia de que algunas veces
cuando estamos hablando por teléfono no se escucha bien y decimos que
“hay ruido”, pudiendo ser que en el otro lado de la linea se escuche per-
fectamente; otro ejemplo es el caso de la radio. Hay ocasiones en que la
sefial es perfecta y de “repente” se escucha “ruido” (por ejemplo cuando
pasa un avién cerca del lugar donde se escucha la radio). En este caso
la estacién emisora de radio supone que la seial que envia es la misma
que reciben-os radioescuchas. Un ejemplo similar es el de una estacién
de televisién. Este tipo de situaciones se pueden presentar cuando una
sefal o informacién es enviada de una estacién emisora a otra estacién
receptora, donde esta tltima recibe la informacién original, pero con
“ruido”, es decir la informacién ha adquirido “errores” durante la trans-
misién. En algunos casos el recibir la informacién con errores puede ser
de vital importancia (por ejemplo en Medicina cuando se usa tomo-
grafia). El tratar de detectar los errores y por supuesto corregirlos,
en la transmisién de informacién, dio origen a lo que actualmente se
conoce como la Teoria de Cddigos Detectores-Correctores de Errores.

Para hacer una motivacién mas formal del concepto de Cédigo Li-
neal Detector-Corrector de Errores considérese la siguiente situacion.
Supéngase que se desea transmitir informacién de una base emisora
a otra receptora por cualquier canal de comunicacién (teléfono, radio,
satélite, etc.). Para ejemplificar, digamos que esa informacién es: SI
y NO. Este mensaje se traduce al sistema que se emplea en el canal
de trasmision, para el propdsito del ejemplo, (y en la mayoria de las
aplicaciones) el sistema binario {0,1}, y se le asocia a la palabra SI,
por ejemplo tres uno’s: (111), y a la palabra NO, se le asocia tres
ceros: (000). En este ejemplo bien se le puede asociar a cada una de
las palabras otra coleccién de ceros y unos. Para cuestiones practicas,
la coleccién de ceros y unos que se le asocia a cada una de las palabras
de un mensaje, depende del tipo de informacién que se esté manejando.
Ahora se necesita codificar la informacién, y digamos que a la palabra
SI se representa ahora, por ejemplo, como (1111), y la palabra NO
como (0000); esta informacién codificada se transmite. Debido a que la
transmision se hace a través de un canal que en general es “ruidoso”,
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la informacién que recibe la base receptora es la informacién que se
envié de la base emisora mds un error adquirido durante la transmisién.
Supongase que en el ejemplo se recibe (1010) para la palabra SI, y
(0101) para la palabra NO. Este mensaje debe ser decodificado y decidir
en cada uno de los casos de qué informacién se trata. Esta situacién se
ilustra en el siguiente diagrama.

| EMISOR |~ | CODIFICADOR | cangl | DECODIFICADOR | — [ RECEPTOR |

En general, cuando se transmite informacién por cualquier medio
o canal se adquiere un error, por miltiples factores que van desde hu-
manos hasta técnicos, de tal manera que en la estacién receptora se
tiene que decidir donde ocurrieron esos errores y en el mejor de los
casos corregirlos. La idea es presentar un modelo matematico que per-
mita detectar esos errores y por supuesto tratar de corregirlos. De esta
idea nace el concepto de Cédigo Lineal Detector-Corrector de Errores.
El siguiente ejemplo motivara este concepto.

Supongase que se desea enviar el mensaje u;usu3u,, donde los u;, lla-
mados bits de informacidn, son elementos del campo binario GF'(2) =
{0,1}, y que el mensaje se codifica en ,T,z3z475%6z,, donde:

T = Uy, Ty = U, Ty = U3, Ty = Uy

Ty =Ty + Ty + T4
Te = T1 + T3+ 24
Ty =T+ T3+ T4

La primeras cuatro coordenadas se toman igual a los bits de in-
formaci6n, y las tres restantes como combinacién lineal de estos. Las
coordenadas zs,zs,Z7 que dependen de los bits de informacién se de-
nominan bits de redundancia. A un elemento (zi,...,z7) del espacio
lineal binario GF(2)" que satisface las relaciones anteriores, se le llama
palabra codificada. NéGtese que si

1101100
H=]11011010
0111001

es la matriz del sistema lineal arriba mencionado, entonces z = (z1, ..., 7)
€ GF(2)" es una palabra codificada si y sélo si H - Zt = 0, es decir Z
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es un elemento del espacio C de soluciones de este sistema. Si denota-
mos por H también a la transformacion lineal H : GF(2)" — GF(2)3
determinada por esta matriz, se tiene que Z € GF(2) es una palabra
codificada si y sélo si Z € C = ker(H)

Motivados por este ejemplo, se puede dar ahora una definicién mas
formal de Cédigo Lineal ([3, 9, 13]).

Sea K = GF(g) un campo finito con g elementos (g siendo potencia
de un primo), y sea H una matriz con (n — k) hileras y n columnas (k
entero < n) con entradas en el campo K.

Definicién 1 Un cddigo lineal C sobre el campo finito K con matriz
de (chequeo de) paridad H es el espacio de soluciones (sobre K) del
sistema lineal homogéneo H - X* = 0.

A los elementos de C se les llama palabras del cédigo. El nimero
de coordenadas de las palabras, es decir, el entero n es la longitud del
cddigo, y el entero & es la dimensién de C como K-espacio lineal. En
este caso se dird que C es un [n, k]-c6digo lineal sobre K.

En el ejemplo anterior se tendrfa un [7, 4]-c6digo lineal binario con
matriz de paridad H.

El espacio lineal K™ tiene un producto interno natural: Z -4 =
Y1 Z;Y;, como en el caso del espacio euclidiano R™. Si C es un [n, k|-
codigo lineal sobre K, el subespacio lineal dual

C*={z€eK":2-¢=0,V ¢eC}
se llama el cddigo dual de C.

Es facil ver que C* es un [n,n — k]-cédigo (lineal) sobre el campo
K. Una matriz de paridad G del cédigo dual C* se llamar4 una matriz
generadora del cédigo C. Una relacién sencilla pero 1til entre una
matriz de paridad H y una matriz generadora G de un lineal cédigo C,
es la siguiente:

H-G'=0, G-H'=0

En particular, estas relaciones implican que el c6digo lineal C esta
generado por las hileras de la matriz generadora G (de ahi su nombre).
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Si denotamos también por G y H a las funciones lineales inducidas por
las matrices respectivas, entonces se tiene que

C =ker(H) = Im(G*)

Ademas de la longitud y dimensién de un cédigo lineal C, se tiene
otro pardmetro muy interesante de un cédigo lineal: la distancia minima.
Para definir la distancia minima, primero recordemos que el peso de
Hamming de una palabra 0 # ¢ de un cédigo lineal C es: p(¢) =
numero de coordenadas distintas de cero de €. La distancia minima de
C se define como

d =min{p(c): 0 # ¢ € C}

Si un cédigo C tiene longitud n, dimensién k y distancia minima d,
entonces se dird que es un [n, k, d]-c6digo lineal.

Una razén por la cual la distancia minima de un cédigo lineal es
importante estd dada en el siguiente resultado.

Teorema 1 Un cédigo lineal C con distancia minima d puede corregir
a lo mds [(d — 1)/2] errores.

Para una demostracién de este resultado se puede consultar por
ejemplo {3, 9, 13].

El peso de Hamming induce una distancia en el cédigo en cuestién,
definida de la siguiente

para z,y € C.

Es facil ver que esta funcién es en efecto una distancia, y que por
lo tanto el cédigo lineal C es un espacio métrico.

Veamos ahora algunos ejemplos de Cédigos Lineales.

1. Cddigos binarios de Hamming. Sea m > 2 un entero, H la matriz
cuyas columnas son todos los elementos no cero del GF(2)-espacio
lineal GF'(2)™, y sea C =ker(H) (vista a H como la funcién lineal
inducida por la matriz H). Entonces C es un 2™ -1,2m-1-
m, 3]-cédigo lineal binario ([3, 9, 13]). El ejemplo mencionado al
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principio de esta seccién es un [7, 4, 3]-c6digo binario de Hamming,
el cual puede corregir a lo més un error (de acuerdo al teorema
anterior). Debido a esta restriccién, los c6digos de Hamming
actualmente no se usan en implementaciones, sin embargo han
sido fuente de generalizaciones interesantes.

2. Sea G una gréfica conexa finita, G la matriz de incidencia de la
grafica (esta matriz tiene entradas 0’s y 1’s) y sea C el cédigo
lineal binario con matriz generadora G.

En el estudio de este tipo de c6digos, una pregunta interesante, es
cémo describir el c6digo en términos de la estructura combinatoria
de la grafica, por ejemplo dar una base del codigo ([1, 14]).

3. Sea X la curva algebraica sobre el campo finito F; = {0, 1, ¢, 0?},
(donde a? + a + 1 = 0) definida por la relacién z° + 33 + 2% = 0.
Esta curva es no-singular y tiene 9 puntos racionales sobre el
campo Fy: {P, ..., P3,Q = (0,1,1)}. Sea L(2Q) = {f € F4(X) :
div(f) + 2Q > 0}. Este es un F4-espacio lineal de dimensién 2,
donde una base es: {1,z/(y + 2)}. Al evaluar las funciones de
esta base en los otros 8 puntos F4-racionales de la curva, se tiene
la siguiente matriz:

g1 1111 111
"Mool aatl 00
Sea C el cddigo lineal con matriz generadora G. Es facil ver que
C es un [8,2,6]-cédigo lineal sobre F,.

Los cédigos lineales asociados a curvas algebraicas sobre campos
finitos fueron introducidos por V. D. Goppa a principios de la década
de los afios 80 y actualmente se conocen como Coidigos de Goppa o
Cédigos geométrico-algebraicos. Estos cddigos han sido objeto de estu-
dio desde entonces, produciendo resultados interesantes tanto en Teoria
de Cédigos como en Geometria Algebraica sobre campos finitos y Teoria
de Nimeros ([4, 5, 20]).

3 Polinomios Enumeradores de Pesos

En esta seccién se recordara la definicién del Polinomio de Hamming
Enumerador de Pesos (PHEP) y del Polinomio Exacto Enumerador de
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Pesos (PEEP) de un cédigo lineal, asi como la Identidad de MacWilliams
para ambos polinomios ([6, 8, 9]).

Considérese el campo finito K=GF(q) = F, con ¢ elementos (g
siendo una potencia de un primo p). Recordemos que si C es un [n, k, d]-
codigo lineal sobre el campo finito K, el peso de Hamming, p(c), de una
palabra 0 # ¢ € C, es el nimero de coordenadas distintas de cero de c.
Sea A, el nimero de palabras (elementos) de C' con peso r. Obsérvese
que A, > 0 para toda r, y que si d es la distancia minima del cédigo
C, entonces A, =0para0<r <d—-1,y 3" , A, =¢* = #(C).

Definicién 2 El Polinomio de Hamming Enumerador de Pesos (PHEP)
de un [n, k, d]-cédigo lineal C' definido sobre el campo finito K, es:

b

W(z,y) =) A"y
r=0

Obsérvese que W(z,y) es un polinomio homogéneo de grado n y
que

W(z,y) = 3 anP@yp©

ceC

Ejemplo 1 1. Sea C = {(00), (11)} el [2,1,2]-cddigo lineal binario de
repeticion. Su (PHEP) es

W(z,y) = 2% + 4

2. Sea C = {(000), (011), (101), (110)} un [3,2,2]-cédigo lineal binario.
Su (PHEP) es:
W(z,y) = z° + 3zy?

3. Sea C el cddigo binario de Hamming con pardmetros [7,4,3] (ver
ejemplo 1 de la seccion anterior). En este caso es fdcil ver que
su (PHEP) es:

W(z,y) =" +8z*y3 + 623y* + ¢

4. Considérese el siguiente cddigo lineal ternario (es decir, sobre el
campo Z/(3)): C={(0000),(0121), (0212),(1022),(1110),(1201),
(2011),(2102), (2220)}. Este cédigo tiene pardmetros [4,2,9] y
su (PHEP) es:

W(z,y) = z* + 8zy°
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Este c6digo es un ejemplo de cédigos de Hamming sobre campos no
necesariamente binarios.

Sea C un [n, k, d]-cédigo lineal sobre el campo finito K, y sea C* su
cédigo dual. El cédigo C de dice que es auto-dual si C = C* (obsérvese
que en este caso k = 3n).

Ejemplo 2 1. El cddigo binario del ejemplo 1 mencionado anterior-
mente es auto-dual.

2. El dual del cddigo del ejemplo 2 es C* = {(000), (111)}, y su (PHEP)
es:

W*(z,y) =2°+¢°

3. El cédigo binario C con pardmetros [8,4,4] y matriz generadora

11111111
00011110
01100110
10101010

es auto-dual y su (PHEP) es:

W(z,y) =z" + 7oy + 123 + o

Este es el cddigo de Hamming extendido que se obtiene anezando
una coordenada zg a cada palabra ¢ = (z1,...,27) del [7,4,3]-
cddigo lineal binario de Hamming mencionado anteriormente, de
tal manera que t; + -+ -+ x7 + 3 = 0.

4 El [4,2,3]-cddigo del ejemplo 4 antes mencionado, también es auto-
dual.

Observemos ahora lo siguiente. Si en el (PHEP) del cédigo del
ejemplo 2 mencionado arriba, se hace el cambio de variables z — z+y,
y — T — ¥, se tiene:

W(E+y,z—y) =(z+y)°+3(z+y)(z—y)’ = 4(z* +¢°) = 4W*(z,9)

Para el caso del ejemplo 1, haciendo el mismo cambio de variables
también se tiene la relacidn:

W(z+y,z—y)=2W*(z,y)
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Obsérvese que en un caso el cédigo es auto-dual y en el otro no,
donde en ambos casos W* es el (PHEP) del c6digo dual.

Estos ejemplos motivan la siguiente pregunta: ; qué relacién existe
entre el (PHEP) de un cédigo C'y el correspondiente (PHEP) del cédigo
dual C*?

La respuesta a esta pregunta se debe a F.J. MacWilliams, cono-
cida como la Identidad de MacWilliams para Polinomios de Hamming
Enumerador de Pesos, y es la siguiente.

Teorema 2 i C es un [n, k, d]-cddigo lineal sobre el campo finito K
con (PHEP) W (z,y) y st W*(z,y) es el (PHEP) del cddigo dual C*,

entonces:
#(C)g W (z,y) =W(z + (¢ - )y, z - y).
Corolario 1 Si el cddigo C es auto-dual, entonces:
VW (z,y) =W(z + (¢ -y, z—y).

Observacién: Como el polinomio de pesos W(z,y) es homogéneo de
grado n, si el cédigo es auto-dual, se tiene:

r+(g—-1y z—y
|24 z, =W ’
(z,y) = W( NG Jﬁ)
En relacién al comportamiento del (PHEP) de un cédigo lineal y el
correspondiente del c6digo dual, se han obtenido resultados interesantes

([18])-

Para definir el Polinomio Exacto Enumerador de Pesos, (PEEP),
de un cédigo lineal, haremos primero la siguiente identificacién: a cada
elemento ¥ = (u(1),...,u(n)) € K™ le asociamos el monomio z% =
Tu(1)Tu(2) * * * Tu(n), €N las variables (no-conmutativas) zo, zy,- -+, Z,

EJEMPLO. Siq =7, al elemento u = (01432) de GF(7)° se le asocia
el monomio 7% = ¢TI T4T3T5.

Por el resto de esta nota sélo se consideraran cddigos lineales defi-

nidos sobre un campo con p elementos, el cual se denotara por K = F,
o bien por GF(p).
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Definicién 3 El Polinomio Ezacto Enumerador de Pesos (PEEP) de
un [n, k, d]-cédigo lineal C sobre el campo finito K, es:

Pe = Pc(IL') = Z 7t = Z Tu(1) * * * Ty(n)

ueC ueC

donde u = (u(1), ..., u(n)).

La identidad de MacWilliams para el Polinomio Exacto Enumerador
de Pesos de un cédigo lineal C, estd dado en el siguiente resultado.

Teorema 3 ([11, 12]) Si Pc denota el (PEEP) de un cédigo lineal C
y P* denota el (PEEP) del cddigo dual, entonces

Fo(y) =| C | P*(x)

donde y = (Yo, ..., Yn), Yr = L0z1 exp(2¢ir - 5/p)z,.

En la dltima seccién de esta nota se vera que la identidad de Mac-
Williams que relaciona el (PEEP) de un cédigo lineal y el correspondi-
ente de su dual, se puede expresar en términos de funciones theta con
caracteristicas. Para tal fin, en las siguientes secciones se recordars el
concepto de transformada finita de Fourier y el de funciones theta con
caracteristica.

4 La Transformada Finita de Fourier

En esta seccién se recordara la definicién de la Transformada Finita de
Fourier sobre campos finitos y algunas de sus propiedades bésicas, el
lector interesado en mds detalles puede consultar por ejemplo [3, 11,
12, 19]. Los resultados de esta seccién y los de la siguiente son los que
pricticamente dan una relacién entre las funciones theta y la Identidad
de MacWilliams.

Sea K = GF(p) el campo finito con p elementos. Para cada en-
tero g > 1sea VJ = {f : K — C}, donde C es el campo de los
nimeros complejos. Es facil ver que este conjunto es un C-espacio li-
neal de dimensién p?, y una base (natural) estd4 dada por las funciones
caracteristicas E;, para v € KY.
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La transformada finita de Fourier FY : V,§ — V# se define como:

F(H@ =Y emp(zm?)

TeK9

donde § € K7 y el punto denota el producto interno natural.

Sea C un [g, k, d]-c6digo lineal sobre el campo K, y sea E¢ su funcién
caracteristica, entonces se tiene el siguiente

Teorema 4 ([11, 12, 19])
FJ(Ec) = #(C)p*/*Ec- .

Sea V, = {f: K — C}, y sea Ty = ®{V,. Una base del espacio T,
es {z° = Zy1) -+ - Ty(g) }, donde T = (v(1),...,v(g)). Un célculo directo
muestra que la funcién ¢(z”) = E; identifica a T}, con el espacio Vs

Con las notaciones anteriores se tienen los siguientes resultados:

1. ¢(Pc) = E¢, donde P¢ es el (PEEP), (ver seccién anterior).
2. La funcién (Ff)? = (¢)'- F¢ - ¢ es tal que

(F$)?(Po) = #(C)p™** Pe.
3. Si f = Xyecks a(9)Z” € Ty, con a(?) nimeros complejos, entonces:

(F*(f) = 3 a(®)F

TeEK9
donde § = (¥1,..,¥y) ¥ ¥j = P92 Y0 g exp(2nij - k/p)x*.

Aplicando esta iltima relaciéon al (PEEP), se tiene la Identidad de
MacWilliams:

Po(9) = #(C)p~9/?Pe.

5 Funciones theta con caracteristica

En esta seccion se recordard la definicién de funcién theta con carac-
teristica y algunos de los resultados mas bésicos ([10]).

Sea g > 1 un entero, Hy={matrices Q (g x g): Im(Q) > 0}
el semiplano-superior de Siegel. Si 2 € Hy, sea Lo = Z9 + QZ9 la
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latice (algunos autores le llaman red) generada por 2, y sea R3(f2) =
{f : C — C: f es Lg-cuasi periddica }, es decir satisface las relaciones
siguientes:

f(z+m) = f(2)
f(z + Qm) = exp(—mim'Qm + 2ripz'm) f(2)

El conjunto R$(f2) es un C-espacio lineal de dimensién p?. A continua-
cién se daran dos bases naturales de este espacio.

Sea Q el campo de los nimeros racionales. Si 2 € Hy, la funcidn
theta con caracteristicas 7, 5 € QY, se define como:

(

Una base del espacio 13(£2) es el conjunto de funciones:

1@ =0 (%) w22

) (2,9) = 3 exp(mi(f + 7)'QUA + 7) + 2mi(a + 7)° - (2 + 3)

necZs

7T

donde a € K*
Otra base del espacio RJ(2) es el siguiente conjunto de funciones:
w2 =0( 4, ) @7'9)
donde b € K?

Estas dos bases estan relacionadas de la siguiente manera ([10}):

95(z) = Z ezp(2mid’ - b/P)fa( Z)

acF;p

6 Funciohes theta e Identidad de
MacWilliams

Haciendo uso de los resultados de la seccién 4 y los mencionados en la
seccién anterior sobre funciones theta, se tienen las siguientes observa-
ciones:

1. La funcién ¢ : VJ — R3(S2) definida como ¢(Ez) = fz es un
isomorfismo entre esos dos espacios.
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2. La transformada finita de Fourier Fg: vy — VJ introducida en la
seccion 4, induce la funcién FJ(Q): R3(2) — R5(1) tal que el
siguiente diagrama es conmutativo:

F9
pr SRLEN pr
2 19
B
R{(Q) — RJ(Q)

3. Se tienen las siguientes identificaciones:

F & T9 & Ve & RyQ)
o fs
4. Una de las observaciones que servird directamente a nuestro pro-
posito es la siguiente (la relacién entre las dos bases del espacio
R$(S2) a través de la funcién inducida por la transformada finita
de Fourier):

g = FJ(Q)(fs)

Ahora se estd en la posicién de interpretar la Identidad de MacWi-
lliams para el Polinomio Exacto Enumerador de Pesos de un cédigo
lineal C, en términos de funciones theta con caracteristica.

Aplicando la funcién ¢ a la relacién F§(Ec) = #(C)p~9*Ec- y
usando la conmutatividad del diagrama de la observacién 2 de arriba,
el lado izquierdo de esta relacién conduce a la expresién: 3 sec g3, ¥ €l
lado derecho a: #(C)p~9/%2 Y zcc fa- Por consiguiente se tiene:

S a=#Cw** 3 fa

beC acC*
la cual es la Identidad de MacWilliams para el Polinomio Exacto Enu-
merador de Pesos de un cédigo C.

Haciendo uso de algunas otras propiedades de las funciones theta

y la transformada finita de Fourier se pueden obtener resultados en
conexién con Teoria de Cédigos y Variedades Abelianas. El lector in-
teresado puede consultar la referencia [12]. Para concluif, podemos
decir que las funciones theta siguen vigentes, a pesar de haber sido in-
troducidas hace ya muchos afios. Por otro lado, pocos nos podiamos
imaginar una conexién entre este tema tan clasico de Variable Com-
pleja y un tema relativamente nuevo de la Matematica Discreta como
son los codigos lineales detectores-correctores de errores, usados en la
transmisién de informacién y de gran aplicacién en el mundo moderno.
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