UNA NOTA SOBRE CUBICAS PIANAS

por Horacio Tapia-Recillas(*)

En memoria de mi amigo Ruy Alvarez.

El propdsito de ésta nota es de presentar en forma ele-
mental y geométrica una dé las varias estructuras de que estan
dotadas las curvas cubicas planas no-singulares. Nos referi-
mos a la estructura de grupo abeliano. MAas concretamente,
si F(x,y) = a x3-+b x2 y-?c X y2-+d y3-+e x2-+f Xy + g y2
+ h x+iy+3j es unpolinomioctbico con coeficientes en el
campo k(donde k denota al campo de los nimeros racionales
@, reales R & complejos C) con descriminante A ¥ 0 y
si Ck es el conjunto de soluciones en el campo k del po-
linomio F, entonces se puede definir una operacidn binaria
en C con la cual este conjunto (si no es vacio) resulta

k

ser un grupo abeliano. A ck lo llamaremos el conjunto de

puntos k-racionales de F(x,y}) =0 & de la curva C de-

finida por el polinomic F.

(*) Departamento de Matemdticas del CIEA del IPN.
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Antes de ver que ck tiene la estructura de grupo abeliano,
consideremos algunos casos particulares del polinomio cibico

F(x,y) Yy algunas propiedades elementales de las ciubicas.,

Ejemplos

F(x,y) =Y2'x3
\ A=0
_O / F(x,y) =y2—x3+x
\ A 4o




./

3
F(x,y) =x +px + ¢

N

Observacidn: es obvio gque si los polinomios de los ejemplos

anteriores son tomados con coeficientes complejos, solo pode-

mos “dibujar" la parte real de la curva determinada por el

polinomio.

§1 ALGUNAS PROPIEDADES ELEMENTALES DE LAS QUBICAS.

Es bien conocido que el nimero de raic;s comunes a dos
polinomios de grado 3, contando multiplicidades, es 9. Esto
quiere decir en términos geométricos que dos ctbicas se in-
tersectan en 9 puntos, contando estos propiamente, por ejem-
plo puntos de tangenéia se toﬁan con multiplicidad mayor que
ll. En general se tiene el siguiente resultado bdsico en la
teoria.de curvas planas debido a Bezout: si Cl Yy C2 son
dos cﬁrvas definidas por polinomios de grade m y n res-—
pectivamente, &stas se cortan en mn puntos contando estos
propiamente. Para la demostracidn de este resultado ver por
ejemplo [13], [17], [20]1, & bien el lector puede intentar de-

mostrar el Teorema de Bezout.



También es bien conocido que un polinomio esta determi-
nado cuando se conocen todos sus coeficientes. En particu-
lar un polinomio F(x,y) de grado 3 estd determinado si
ge conocen sus L0 coeficientes a,b,c,d,e,f,g,h,i,j. Obsér-
vese que si X es cualguier constante no cero, las raices
de los polinomios F(x,y) y AF(x,y) son las mismas, i.e.
las curvas definidas por F y AF son la misma. Asi po-
demos decir que el conjunto de todas las ctbicas es de “dif
mensidén 9%, ya que se puede tomar uno de los coeficientes

igual a 1.

Ahora bien si una ctbica pasa por un punto P dado, se
estd imponiendo una condicién lineal en los coeficientes del
polinomio que determina a la cibica, es decir se puede expre-
sar un coeficiente en funcidén de los restantes Y de las coorde-~
nadas del punto P. Entonces para determinar el conjunto de
clbicas que pasan por un punto dado basta determinar 8 coefi~.
cientes del polinomio que determina cada cibica. Asi podemos
decir que este cqnjunto es de "dimensidén 8". cada vez que
una cubica pase por un punto, se impone una condicién lineal
extra en los coeficientes del polinomio que determina é la
.cﬁbica Y por lo tanto la"dimensidn® de la familia de ciubicas
disminuye en 1. En particular el conjunto de clbicas que

pasan por-\8 puntos dados tiene dimensién 1.



Usaremos el argumento anterior para dar una idea de que
el siguiente resultado es cierto: si una cUbica € pasa por
8 de los puntos de interseccidn de otras dos clbicas C, v
C2 , entonces C también pasa por el noveno punto de inter-~
seccién de Cl Y C,.

Consideremos la familia C de cidbicas que pasan por 8
de los puntos de interseccidn de cl Yy C,- Como se vid
antes ésta familia tiene dimensién 1.

Se pueden encontrar cubicas que pasen por esos mismos 8
puntos tomando combinaciones lineales «.C, + ¢ C de los
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polinomios que definen a Cl y C Si C es elemento de

2-
la familia C, entonces C se puede escribir como

C =a,C, + ¢ C para alguna al Yy o

171 272 2°

Ahora bien como el noveno punto de interseccidén de C:L
y 02 anula a la ecuacidn gue define a Cl vy a Cé se si-

gue inmediatamente que éste punto estd en C ya que la ecua-
cién que define a € también se anula en éste punto, y nuestra
afirmacién gueda establecida.

Este resultado serd usado para demostrar gue la opera-

¢idén binaria que se definird sobre ck es asociativa. of §2.



§2 CONSTRUCCION GEOMETRICA DE IA

ESTRUCTURA DE GRUPQ ABELIANO.

Recordemos brevemente la definicidn de grupo abeliano.
(¢f p. ejemplo: Carmichael, R.D. Groups of finite order)

Un grupo abeliano es una pareja (G,+) donde G es un
conjunto no vacio y + es una operacidén binaria en G Qque
satisface las siguientes propiedades:

i). G es cerrado bajo la operacidén +

ii) 1la operacién + es asociativa, i.e. (a+b)+c =a+(b+c)
para todo elemento a,b,c de G.
iii) existé un elemento 0€G tal que a+0 =a para
toda a€G. (elemento neutro)
iv) para cada a €G, existe b€G tal que a+b=0
(existencia de inverso)

v) la operacidon + es conmutativa, i.e. a+b=b+a para

toda a,b€aG.

Procedamos ahora a probar que el conjunto C (si no

k

es vacio) de puntos k-racionales de una curva cibica plana

no singular tiene estructura de grupo abeliano.

Sean P, Qéick i.e. P y Q@ son puntos en la curva C

con coordenadas en el campo k. La recta LP Q dque pasa por
’
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P y Q intersecta a la curva C en un tercer punto el cual
denotaremos por BQ fig. 1. NoOtese que el punto PQ puede

coincidir con P & Q, por ejemplo si la recta es

)

P,Q
tangente a P & Q, o© bién se pueden tener otras posibili-
dades. Para nuestra discusidn no interesa mucho donde se en-

cuentra el punto PQ.

P+Q

Fig. 1 Ch

Como los puntos P y Q tienen coordenadas en Xk, ¥

la ecuacidn de la recta EP tiene coeficientes en k, el
,

punto PQ también tiene coordenadas en k. Lo anterior
sugiere gque en Ck se puede aefinir en forma natural la ope-
racidén: (P,Q) — POQ.

Ccomo nuestro fin es definir una operacidn en Ck con
la cual éste conjunto resultg ser un grupo abeliano es na-
tural preguntarse si Ck es grupo con la operacidn definida

arriba.

Ciertamente esta operacidn satisface todos los axiomas



para que C sea grupo abeliano excepto una: bajo ésta

k

operacidn no existe la identidad ! Si el lector no cree

ésta afirmacidn, lo invitamos a que haga algunos intentos para

encontrar un punto en C que funcione como la identidad bajo

k

la operacidn antes mencionada.

Para definir una operacidn en C, gque sirva para nuestro

k
fin, vamos a aprovechar la operacidn definida anteriormente
y modificarla de tal manera que si_exista‘la identidad en Cp
y por supuesto los axiomas restantes sigan siendo validos.

Para conseguir nuestro ocbjetivo tomemos un punto arbi-
trario en Cy i.e. con coordenadas en k, y fijémoslo.
Denoctemos a éste punto por O.

Con la ayuda de 0 y la operacidén definida anteriormente

vamos a definir otra operacidn en C sean P, Q dos puntos

k:

de Ck y sea PQ el tercer punto de interseccidn de C

con la recta 4 como se hizo anteriormente. Sea 4

P,Q _ - 0,
la recta que pasa por los puntos 0 y PQ. La interseccidn
de

0,PQ con la curva € es un tercer punto sobre ¢ el
cual denotaremés por P+0.

Como el lectorlse podra imagihar, la operacidn que an-
damos buscando y la cual denotaremos con el simbolo + estd
dada po;: +:Ckxck —+-Ck (P,Q) — P+Q, donde el.punto

P+Q es el tercer punto de interseccidn de la recta LO -
r
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con la curva C. (ver fig. 2).

fig. 2

Veamos ahora que efectivamente la operacidn que se acaba

+

de definir es adecuada para nuestro fin, i.e. wveamos gque Ck

es un grupo abeliano con esta nueva operacién.

Por principio de cuentas, como se menciond antes si P
y Q tienen.coordenadas en k, asi también el punto PQ
tiene coordenadas en k. Como se tomd O cdn coordenadaé
en k se sigue que también el punto P-+Q‘ de la curva tiene
coordenadas en k. Es decir Ck es gerrado bajo la operacidn +.
Veamos ahora qué el puntol 0 de Ck dque seleccionamos
desde un principio funciona como la identidad (& el cero),

i.e. para todo punto PEC se debe cumplir que: P+0 = P.

k

Esta propiedad de + es inmediata de la definicidn de la



operacidén. En efecto, sea L 0 la recta

-4

que pasa por P y 0, y sea PO el tercer punto de in-

. terseccidn de ﬂP 0 con la curva C. Al tomar la recta
r

30 po © intersectarla con C se cbtiene el punto P+0 gque

€8 precisamente P ya que las rectas 4 son

L
p,0 ¥ “0,p0
la misma. Ver fig. 3.

fig. 3

Debemos ahora probar que cada punto de Ck tiene un

inverso (en Ck), i.e. dado PE€C existe QE€C tal que

k k

P+Q=0, & bien que la ecuacidén P+X=0 tiene solucién en

-

Ck.

Supongamos por un momento gque la ecuacién P+X=0 tiene
solucidn y llamemos a ésta Q. Geométricamente esto nos dice

que la recta “pasa" dos veces por el punto 0 1i.e.

)
- 0,PQ

LO 0 es tangente (con multiplicidad 2) a la curva en el

punto 6. Ver fig. 4.
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fig. 4
Entonces para cbtener el inverso del punto PECk pro-

cedemos de la siguiente manera: ‘tomemos una tangente £0

a la curva C en el punto 0 ¥y llamemos S al tercer punto

de interseccidn de £0 con C. La recta £P S. corta a C
]

en un tercero punto Q.
Afirmamos gque éste punto Q es el inverso de P, es

decir que P+Q=0. En efecto, se tiene que & Ng={s}

P,Q

i.e. PQ=S. La recta LO FQ es precisamente la recta 10.
¥’

Como LO pasa por 0 v S v es tangente a la curva C en
el punto 0, se tiene gue el tercer punto de interseccidn

de LO PO con C es precisamente 0, lo cual implica. que
r

P+Q=OL Ver fig. 5.

Para concluir que (C, ,+) es un grupo nos falta ver que

k

la operacién + es asociativa.
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fig. 5

La demostracién geométrica de la asociativdad de la ope-
racidn es un poco mas complicada, en la cual usaremos un re-
sultado badsico de curvas cibicas del cual se bosquejd la de-

mostracidon en §1.

Para que la operacidén + sea asociativa se debe satis-

facer: (P+Q)+R=P+ (Q+R) para todo P,Q,RECK.
Sea £P Q la recta que pasa por P y Q Yy sea PQ

su tercer punto de interseccién con la curva C. El punto

P+R es el tercer punto de interseccién de la recta EPQ o
. _ ’

‘con la curva. Para obtener el punto (P+Q) +R tomese la

recta R v sea (P+Q)R su tercer punto de inter-

L('P +Q) ’

seccidén con C. Entonces (P+Q) +R es el tercer punto de

interseccidén de De una manera similar

4 .

(p+o)rR,0 ¥ ©°
se cbtiene, primero el punto QR vy asi Q+R, en seguida
P(Q +R). y finalmente P+ (Q+R) (Ver fig. 6).

~Para probar la asociatividad de la operacidén + , basta
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ver que los puntos (P+Q)R y ‘P(Q+R) son el mismo. En
efecto, supongamos por un momento que (P-FQ)R==P(Q'FR).

Entonces las rectas coinciden.

2 L
(e+Q)R,0 ¥ “P(Q+R),0

Asi el tercer punto de interseccidn de la curva con cada una

de las rectas es el mismo i.e. (P+Q)+R=P+ (Q+R) Y la

asociatividad de + gueda demostrada.

fig. 6
(P+Q)R = P{Q+R)
Veamos ahora gque (P+Q)R=P(Q+R). Para esto es su-

ficiente ver que la interseccidén, § de las rectas )
P+ ,R
v 4 estd en la curva C. Obsérvese que cada uno de
Q+R, P
los 8 puntos 0,P,Q,R,PQ,P+Q,0R,0+R estidn en una linea pun-
teada y una linea gruesa. Ver fig. 6. cada recta punteada
estd definida por una ecuacién lineal las cuales al multi-

plicarlas se obtiene un polinomio cibico gue determina una

curva cubica degenerada o (los puntos de C, son exacta-
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mente los puntos de las 3 lineas). De una manera similar,
las 3 lineas gruesas determinan una cibica degenerada C, -
Por construccidn las clibicas Cl y C, pasan por los nueve
puntos 0,P,Q,R,PQ,P+D,Q0R,0+R,S5. (de los cuales los primeros
8 de ellos estdn en C). Aplicando el teorema de §1 a las
curvas C, ,» C, y C se sigue que el punto § estd tanbién

en C. Entonces la interseccidén de las lineas y

£
PHQ,R

) ta ' =P
O+R, P esta en C y por lo tanto (PHQ)R=P(Q +R).

De ésta manera concluimos que (ck ++) €8 un grupo.
La conmutatividad de '+ esobviade la misma definicién de

la operacidn.

Quisieramos concluir esté nota con algunas observaciones
Y algunas referencias. Enumerar todas las referencias que
existen en la literatura seria practicamente imposible y sblo
:ﬁeﬁﬁionarehos algunas de ellas. [16]1 ha servido de base al
autor para la presente nota y la cual recomendamos ampliamente.

Observaciones.

1) Se puede probar gque C tiene estructura de grupo

k
abeliano por un método mds algebraico, usando geometria ana-
litica, i.e. usando las ecuaciones de las rectas y de la curva

explicitamente. Esperamos dar una demostracidn en una nota

posterior, aungue el lector puede intentar probar el resultado
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por éste método.

Se puede probar gque si el polinomio que define a la curva
cibica ¢ +tiene coeficientes en un campo K algebraicamente
cerrado y de caracteristica distinta de 2 y 3 y C, mno es
vacio, entonces Cy tiene estructura de grupoc abeliano. Para
una demostracién de este resultado ver por ejemplo [15].

2) Las cibicas han sido objeto de estudio de personajes
como Wierstrass, Riemann, Abel, Jacobi, Gauss, Picard, Albanese
y otros tantos mds gue seria imposible mencionar a todos, pero
que han contribuido enormemente al desarrollo de una gran parte'
de la matemdtica.

Las curvas cibicas ademis de ser objeto de estudio en
algebra, lo son en varias otras ramas de la matemdtica como
es la topolggia'con la estructura topolégica que se les puede

dar, variable caompleija (estructura de variedad compleja), geo-

metria algebraica (estructura de variedad algebraica), topo-

logia diferencial (estructura de variedad diferencial), y

otras mas.

Por ejemplo en geometria algebraica han sido y siguen
siendo objéto de estudio y han dado origen a varias teorias
entre las que se puedeh mencionar a la.fascinante vy extensa
teoria de Curvas Elipticas (relacionadé con integrales elipticas)
(ver éor ejemplo [15], [20], [22], {i], [iil), ¥y la no menos

extensa y también atractiva teoria de Variedades Abelianas
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(ver [24]). En variable compleja las cﬁbiqas_estén ligadas
con la teoria de Superficies de Riemann, (ver [10], [22]) en
teoria de niimeros con el famoso teorema de Fermat, etc.

A manera de ilustracidn mencionaremos dos resultados so-
bre curvas éﬁb;gas ;elaciOnadas unc de ellos con variable
compleja, geometria algebraica, fopologia vy algebra, el otro
- con geometria algebraica, algebra y teoria de numeros.

1) Sea C una curva clbica no-singular definida scbre
el campo de los numeros complejos C. Entonces existe ﬁna
latice A en € tal que el grupo C, de puntos C-raciona-
les de C es isomorfo al grupo (/A. Ademds este isomorfismo
es analitico.

2) Teorema de Mordell: Sea C una curva clbica no-

gingular definida scbre €. Si C tiene un punto C-racional,
entonces el grupo cc de puntos C-racionales de ¢ es fi-

nitamente generado.
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