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Dado un ntumero racional A > 0, jexiste un tridngulo rectangulo
(a,b,c) con lados racionales tal que A sea el area de ese tridngulo?:

a’ 4+ b = ¢ A= —

Usaremos la notacién (a, b, ¢) para el tridngulo rectdngulo con catetos
a < b e hipotenusa c.

Ejemplo 1. El tridngulo (3,4,5) tiene drea A = 6:

En un resumen de algunos de sus trabajos sobre teoria de ntimeros
que envié a Huygens en 1659, Fermat afirma que ha demostrado, por
un método singular que €l llama descenso infinito, entre otros teore-
mas, que no existe un tridngulo rectangulo con lados enteros cuya drea
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sea el cuadrado de un entero. En esta carta Fermat sélo bosqueja la
idea general del método de descenso infinito y para los detalles se ex-
cusa afirmando que alargarian demasiado la carta. Afortunadamente
esta vez los detalles de la demostracién de este resultado si cupieron
en el margen de su ejemplar de la Arithmetica de Diofanto, junto a la
ultima proposicion de esta obra. Esencialmente el argumento se puede
variar probando primero que la ecuacién z* — y* = 2% no tiene solu-
ciones enteras no triviales, un resultado que Fermat demuestra usando
el método de descenso infinito, en forma andloga a como se demuestra
que la ecuacién z* 4+ y* = 2% no tiene soluciones enteras no triviales
y luego la usa para concluir que la ecuacién z* + y* = z? no tiene
soluciones enteras no triviales.

Teorema 1 (Fermat). Ningin cuadrado de un entero puede ser el
area de un triangulo rectdngulo con lados enteros.

Demostracion: Supongamos que el area de un triangulo rectangulo
(a,b,c) con lados enteros tiene area el cuadrado de un entero m, i.e.,
que (1/2)ab = m?. Entonces,

(a+b)* =a® +b* + 2ab = ¢* + 4m®

(a—b)? =a®+b* — 2ab = ¢* — 4m?

de donde se sigue que

(a®> = b*)? = (a —b)*(a+b)* =c*— (2m)*

por lo que la ecuacién z2

= 2* — y* tendrfa la solucién no trivial x = c,
= 2m, z = a? — b%, en contradicciéon con el resultado de Fermat
M )

mencionado antes. O

Numeros congruentes. Los matematicos arabes del siglo X formula-
ban el problema anterior de la forma siguiente: si A > 0 es un racional
positivo, tal que existe un tridngulo rectangulo (a, b, ¢) con lados racio-
nales y area A, entonces:

ab
2
de tal forma que los racionales A, a, b, ¢ deben satisfacer estas dos ecua-

ciones. Sumando o restando 4 veces la primera ecuacion a la segunda
obtenemos

A= y a4+ b =2

(a+b)> =c*+4A
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que dividiendo entre 4 queda:

(%) i(a:l:b)Q: (g)2iA

y poniendo = = (¢/2)? se tiene que

rE A= (%(aib)f

es decir, x + A y x — A son cuadrados de numeros racionales. Como
x también es el cuadrado de un racional, hemos probado que, dado
A > 0 un racional, existe un racional x tal que v — A, x,x + A son
cuadrados de racionales. En otras palabras, dado el racional A > 0,
existen tres cuadrados racionales en progresion aritmética con diferencia
comun (congruum, en latin) A. Se dice entonces que el racional A > 0
es un numero congruente. Reciprocamente, dado A > 0 un racional tal
que existe x € Q con la propiedad de que x — A, x, x + A son cuadrados
de racionales, entonces vx — A, \/x y V& + A son racionales por lo que

a=Vr+A—Vr—A b=Vr+A+Vr—A y c=2/z

son racionales. Se tiene ademas que

A+ =W+ A—Ve—A>*+ (Vo + A+ Vo —A)? =4z =2

%abzé(\/HA—\/x—A)(\/x+A+\/x—A):%(2A)=A

por lo que A es el drea de un tridngulo rectangulo (a, b, ¢) con lados ra-
cionales. Finalmente, si (a,b,c) y (a’,V, ") son dos tridngulos rectagu-
los con lados racionales tales x = (¢/2)? = (¢//2)?, entonces ¢ = ¢
ya que ambos son positivos. Asi, a® + b® = o’> + V'* y como ademéds
(1/2)ab = (1/2)a’t’, entonces 2ab = 24’V por lo que

(a+0)> = (a +V)?

de donde se sigue que a +b = @ + V' ya que ambos son positivos.
Similarmente se prueba que a — b = a’ — b'. Sumando y restando estas
dos ultimas igualdades se sigue que a = a’ y b = b'. Hemos asi probado
el teorema siguiente:

Teorema 2. Dado un racional A > 0, existe una biyeccion entre los
tridngulos rectangulos (a,b,c) con lados racionales y drea A y los ra-
cionales x tales que © — A, x,x + A son cuadrados de racionales. O
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Observemos ahora que, sin perder generalidad, el racional A > 0 se
puede suponer que es un entero libre de cuadrados. En efecto, dado el
racional A > 0 podemos encontrar s € Q tal que D = s?A es un en-
tero positivo libre de cuadrados. Ahora, si A es un nimero congruente,
entonces existe un tridngulo racional (a,b,c) tal que A = (1/2)ab. Se
sigue que el tridngulo racional (as, bs, cs) satisface que

1 1
i(asbs) = §ab52 = As* =D,
por lo que D es un nimero congruente.

Con la reformulacién en el teorema 2, podemos ahora recordar cémo
se obtuvo, antes de Fermat, un ejemplo no trivial de un nimero con-
gruente, a saber, el nimero 5. Este ejemplo se suele atribuir a Leonardo
de Pisa, Fibonacci, quien nacié en Pisa, Italia alrededor del ano 1170
y por temporadas vivié en el norte de Africa y en Constantinopla y
también visité en otras ocasiones Siria y Egipto a finales del siglo XII,
donde muy probablemente tuvo contactos con los matematicos de esos
lugares, antes de establecerse en su ciudad natal. En alguna ocasién,
cuando el emperador Federico II visité Pisa, Leonardo fue invitado a
su corte para participar en los didlogos y discusiones intelectuales en
presencia del emperador, como se estilizaba entonces, y se sabe que
Fibonacci fue retado a encontrar tres cuadrados racionales en progre-
sion aritmética con diferencia comin 5. La respuesta de Fibonacci se
encuentra en su Liber Quadratorum de 1225, una obra no tan conoci-
da como su Liber Abaci pero que contiene muchas gemas como la de
este ejemplo. Fibonacci comienza observado que el area de un triangu-
lo rectangulo pitagérico debe ser un multiplo de 6; por lo tanto, dice,
podemos tomar como el cuadrado del entero, digamos m, un multiplo
de 6. Tomando m = 6, Fibonacci escribe el tridngulo (9,40, 41) cuya
area es (1/2)(9)(40) = 180 = 5 x 36. Dividiendo entre 36 obtiene el
tridngulo rectdngulo con lados racionales (3/2,20/3,41/6) cuya drea es
5. Siendo la corte de Federico I un punto de encuentro de las heren-
cias de las culturas griega y latina con la cultura arabe y aun cuando
no hay evidencia de que Fibonacci estuviera familiarizado con todos
estos lenguajes y sus conocimientos matematicos, es plausible suponer
que ciertamente conocia la reformulacién del problema de los niimeros
congruentes en términos geométricos.

Ejemplo 2. El tridngulo (3/2,20/3,41/6) tiene drea A = 5:
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41/6

20/3

Tabla de ejemplos. Los ejemplos anteriores mas algunos otros los
resumimos en la tabla siguiente:

A | Tridngulo (a, b, c) con drea A
1 no hay

2 no hay

3 no hay

5 (3/2,20/3,41/6)

6 (3,4,5)

7 (24/25,7/12,337/300)

41 (40/3,123/20, 881/60)

Puntos racionales en ciertas ctibicas. Supongamos ahora que A es
un entero libre de cuadrados y es un niimero congruente. Por el teorema
2 existe un racional x tal que x— A, x, z+ A son cuadrados de racionales
y como A es libre de cuadrados entonces x es diferente de cero y de +A.
Se sigue que el producto de estos tres nimeros es un cuadrado también,
ie., 3 — A%z = y?, para y € Q. En otras palabras, el punto (z,y) con
coordenadas racionales esta en la curva definida por la ecuacién cubica

g =a® — A%

y ademas no es uno de los puntos obvios: (0,0), (—A,0), (A,0). Hemos
asi probado el teorema siguiente. La afirmacion reciproca la demostra-
remos después de recordar algunos hechos sobre curvas en el parrafo
siguiente.

Teorema 3. Sea A > 0 un racional positivo. Si existe un tridngulo
rectingulo (a,b,c) con lados racionales y drea A, entonces la ecuacion
cibica y?> = a3 — A%z tiene una solucién racional (z,y) distinta de

(0,0),(—A,0), (A,0). U

Curvas elipticas. La curvas ctibicas anteriores satisfacen que el poli-
nomio en z (en el lado derecho de y? = 23 — A%z) tiene sus tres raices
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diferentes y por lo tanto son curvas lisas y mds atun, son curvas de
género g = 1, al considerarlas no como curvas afines sino como curvas
en el plano proyectivo P? al tomar el polinomio homogéneo asociado
y?z = x® — A%x2?, que sigue siendo un polinomio con coeficientes ra-
cionales. Esta curva proyectiva contiene al punto racional (i.e., con co-
ordenadas racionales) 0 := (0, 1,0) € F; se dice entonces que F es una
curva eliptica definida sobre Q. Nos interesa entonces el conjunto E(Q)
de puntos con coordenadas racionales de E. El conjunto F(Q) puede
ser finito o infinito, dependiendo de la curva eliptica en consideracion.
Sin embargo, hay una propiedad adicional de E (y de E(Q)) que no
tienen las otras curvas de género distinto de 1. Dicho rapidamente: el
conjunto de puntos de E tiene estructura de grupo conmutativo con ope-
racion definida como sigue: dados dos puntos P, () en E, considerando
la recta secante que pasa por ellos (tangente, si P = @), sea R el tercer
punto donde esta recta corta a E (este punto existe por el teorema de
Bezout) y luego consideremos la recta que pasa por R y el punto 0 y
sea R’ el tercer punto donde esta recta (que hemos dibujado como una
recta vertical en la figura siguiente) intersecta a E. La suma P + @) se
define como R'. Se prueba directamente que, con esta operacién, E es
un grupo abeliano, donde la tinica parte laboriosa es la demostracion de
la asociatividad de la operacién, pero todo lo anterior se puede simpli-
ficar mediante una demostracion mas conceptual usando los elementos
de la geometria algebraica.

R/

La operacién de grupo. Para la curva eliptica £, dada por y? =
23 — A%z con polinomio homogéneo asociado y?z = 2% — A2%x2%, el
punto al infinito 0 = (0,1,0) servird como elemento neutro ya que es
un punto de inflexion de E 4 por lo que la recta tangente que pasa por
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0 = (0,1,0) corta a E4 en 0 = (0,1,0) y asi 0 + 0 = 0. El inverso
aditivo de P € E4 estd dado por el punto —P obtenido como el tercer
punto donde la recta por Py 0 = (0,1,0) corta a F4. Por lo tanto, si
P = (g, o), como la recta por Py 0 = (0,1,0) tiene ecuacién z = x,
(es vertical), entonces se tiene que —P = (xg, —Yp). Se sigue que los
puntos de orden 2 de FEy, los cuales satisfacen que —P = P, son los
puntos sobre el eje X y asi hay 3 de estos puntos que son los obvios
(0,0), (A,0) y (—A,0).

Dados ahora dos puntos P = (z1,y1) y @ = (22, y2) en E4 queremos
una férmula explicita para las coordenadas (z3,y3) de la suma P+Q en
E 4. Note que podemos suponer que () # —P, i.e., que Py ) no estan
en una recta vertical, porque de lo contrario al considerar la recta que
pasa por Py @ el tercer punto de interseccién con E4 seria el punto al
infinito 0. Denotemos con R al punto donde la recta siguiente corta a
la curva E4:

recta secante que pasa por Py Q) si P # Q),

L:y=mzr+0b= )
recta tangente que pasa por P si P=0Q,

procedemos a calcular la pendiente m y la ordenada b en cada uno de
los dos casos anteriores:

En el caso P # Q,
Y2 —
m =
To — X1

y substituyendo este valor de m y las coordenadas de P = (x1,y;) en
y = mx + b, obtenemos la ordenada

_ Y1%2 — Yoy
Ty —x1

b

Finalmente, en el caso P = @, calculamos m = dy/dxr mediante
derivacién implicita de y? = 23 — A,z para obtener 2yy’ = 322 — A% de
donde despejamos y substituyendo (x,y) por (x1, ;) de tal forma que

,:327%—142

m =
Y 2y

y substituyendo este valor de m y los valores (z1,y1) en y = mx + b
despejamos la ordenada b para obtener

3z? — A2>$1 _ 2y — 323 + A1y

b=y — <
' 2y, 2y,
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y como y? = x3 — A%z, entonces
- 2(x3 — A%xy) — 323 + A%y _ —3 — A%y

2y 2y

Podemos ahora calcular P + @) explicitamente, escribiendo primero
el polinomio que define a la curva E4 como F(z,y) = 2° — A%z —y* y
substituyendo y = mx + b para obtener

(%) F(z,mz +b) = 2° — A%x — (mx + b)?

donde P,Q, R estan en la recta £ y en la curva E4 por lo que las
coordenadas x1, x9, 3 de estos puntos satisfacen la ecuacion anterior y,
contando multiplicidades, estas deben ser las tres raices de (). Se sigue
que

(x —21)(x — m2) (w — 23) = F(2,mx +b) = 2° — A%z — (mx + b)?

de donde desarrollando los productos de los dos lados y comparando
los términos con z? se obtiene que — (1 + x5 + x3) = —m? por lo que

Jfgzmz—l’l—ZEQ

y asi
ys =mxs + b

de donde se sigue que: para el caso P # @), las coordenadas del punto
P+Q=R =(2,y) son

/ Yo — U1 2
r = T3 = — X1 — X2
T2 — I1

Y = —ys=—mas —b.

Finalmente, en el caso P = (@), para calcular las coordenadas de
2P = P + P, usando los valores obtenidos previamente para m y b se
tiene que la abscisa x(2P) de 2P es:

2_A2 2
r(2P) =m? — a2, — 1y = <3x17) — 21

21
_ 9xf — 6A%2% + A — 8ayyf
N 4yt
o]+ 2A%7 4+ A
4a3 — 4 A%

(usando que y? = 23 — A?z;). Una consecuencia importante de estas
formulas es el reciproco del teorema 3:
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Teorema 4. Sea A un entero libre de cuadrados y supongamos que
existe un punto racional P = (x1,y1) en Ea diferente de los cuatro
puntos obvios (0,0), (—A,0),(A,0) y 0. Entonces, A es un nimero con-
gruente.

Demostracion: Como P = (z1,y;) es diferente de los puntos obvios,
entonces y; # 0 y P no tiene orden 1 6 2. Se sigue que 2P # 0 y si
escribimos 2P = (z2,¥2), si y = mz + b es la recta tangente a E4 en
P, de las féormulas de duplicacion anterior se tiene que yo = —maxy — b
y como (T2, ys) satisface la ecuacién y? = 2 — A%x entonces (2, —ys2)
también satisface la misma ecuacién. Mas aun, el punto (x9, —y») tam-
bién esta en la recta y = max +b porque y, = —ma — b por las féormulas
de duplicacién. Se sigue que los dos puntos (z1,y1) v (22, —y2) satis-
facen las ecuaciones y? = 2% — A%z y y = ma + b, por lo que satisfacen
la igualdad

(1) v(x — A)(x + A) = 2° — A%z = (max + b)?

y como y = mx + b es tangente a E,4 en x1, se sigue que la raiz x; de
(1) es de multiplicidad 2, por lo que las tres raices de (}) son xq, 21, 21
y por lo tanto

z(z— A)(x+ A) — (mx +b)* = (z — 23) (2 — 1)

y poniendo x = 0 se sigue que —(b)? = (—x3)(—z1)? = —x92?, y como
x1 es distinto de 0 porque P es diferente de los puntos obvios, podemos
despejar a z, de la tltima igualdad para obtener que zy = (b/x1)?

es el cuadrado de un racional. Similarmente se prueba que zo — A y
29 + A también son cuadrados de racionales y hemos mostrado asi que
T9 — A, T, x9 + A son cuadrados en Q y por lo tanto A es un numero
congruente. O

Ejemplo 3. (Fermat) El entero A = 2 no es un niimero congruente. En
efecto, si 2 fuera congruente la ecuacién y? = x® — 4z tendria una solu-
cion diferente de las 4 obvias. Transformando esta ecuacién mediante
el cambio de variables

B 2 o 4AX
Ty-x2 YTy -—x
la ecuacién anterior queda
16 X2 8 8

Y —X2)2 (Y -X2? Y-X?
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ie.,

16X%(Y — X?) =8 —8(Y — X?)?

de donde se sigue que Y? = X*+1 tendria una solucién racional no tri-
vial, la cual podemos escribir como X = u/v, Y = w/v. Substituyendo
en Y? = X*+41 obtenemos que (w/v)* = 1+ (u/v)} ie., (vw)? = vi+u?
por lo que la ecuacién x* +y* = 22 tendria una solucién en Z no trivial,
en contradiccion con el resultado de Fermat recordado al principio.

Para cualquier curva eliptica F definida sobre los racionales, al
graficar sus partes reales se tienen dos casos, ilustrados por los ejemplos
siguientes:

~
N\

Vv =23—z yvr=ad—x+1/2

y al proyectivizar anadiendo el punto al infinito 0 a la parte real de la
curva, topoldgica y diferenciablemente se obtienen uno o dos circulos,
lo cual quiere decir que el grupo E(R) de puntos reales de E es el
grupo S 6 el grupo S' @ Z/2. Se sigue que el grupo de puntos con
coordenadas racionales E(Q) es un subgrupo de S ¢ de S' @ Z/2.
Poincaré conjeturd el teorema siguiente cuya primera demostraciéon la
obtuvo Mordell y que aqui sélo citaremos, remitiendo al lector a las
referencias para su demostracion:

Teorema 5 (Mordell, 1922). El grupo E(Q) es finitamente generado.
g

Asi, el grupo E(Q) se puede separar en un subgrupo finito o de
torsién F(Q)sr y un subgrupo libre de rango finito Z":

EQ) = E(Qtor ® Z"

donde al entero r > 0 se le llama el rango de E(Q).
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Regresando ahora a la curva eliptica E4: 3% = 2% — A%x que nos

interesa, calcularemos su subgrupo de torsién, para después probar un
criterio, en términos del rango del grupo E4(Q) para que A sea 0 no
congruente. Con este objetivo, necesitaremos los resultados siguientes:

Reduccién médulo p. Si p es un primo, el morfismo r, : Z — Z/p =:
F, de reducciéon médulo p se puede extender al plano proyectivo para
definir una funcién r, : P?(Q) — P%(F,), simplemente observando que
si P = (a,b,c) € P?(Q), multiplicando por un entero adecuado se puede
suponer que a, b, ¢ son enteros sin un factor en comtn. Si denotamos con
una barra a la reduccion médulo p, observemos que como p no divide
a los tres enteros a, b, ¢, entonces P = (a,b,¢) € P*(F,) es un punto en
el plano proyectivo con coordenadas en el campo finito IF,. Mas atn,
si P € E(Q) entonces P € E(F,). Observemos ahora que, dada una
curva eliptica
E:y*=a2—azx—0

siempre se puede escoger un modelo de ella definida sobre Z (minimo
en un cierto sentido) y reduciendo sus coeficientes médulo el primo p
podemos considerar la curva reducida F : y? = 23 — @z — b definida
ahora sobre el campo finito F, = Z/pZ. Pueden suceder dos cosas:

e [ sigue siendo lisa y por lo tanto es una curva eliptica. En este caso
decimos que F tiene buena reduccion en p.

e F no es lisa. En este caso decimos que FE tiene mala reduccion en p.

Note que si y?> = 23 — axz — b es el polinomio con coeficientes enteros

que define a la curva E' y si A es el discriminante del polinomio en x
anterior, el hecho de que E sea lisa es equivalente a que A # 0. Mds
atin, el discriminate A del polinomio y? = 2® — @z — b que define a E,
es la reducciéon médulo p de A. Observamos ahora que, si p no divide
al discriminante A de E, entonces la funcién r, : E(Q) — E(F,) es un
homomorfismo. El lema siguiente identifica su ntcleo:

Lema. Sean p un primo, E una curva eliptica sobre Q tal que p no
divide al discriminante de E y r, : E(Q) — E(F,) el homomorfismo
anterior. Si P,Q € FE(Q), entonces P = Q si y sdlo si el producto
vectorial PxQ (vistos como vectores en R3) tiene coordenadas divisibles

por p.

Demostracion: Si P = (x1,y1,21) ¥y Q = (%2,y2,22), P X Q = (y122 —
Y221, T2 — T122, T1Ye — T2Yy1) y si suponemos que p divide a las coor-
denadas de P x (), consideremos dos casos:
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(1). El primo p divide a z7. En este caso, p divide a x921 y a xay; y
por lo tanto divide a x5 porque no puede dividir a x1, y; y 21 ya que
estamos suponiendo que las coordenadas proyectivas de P no tienen
un divisor comin. Sin perder generalidad podemos suponer que p { y;.
Entonces, como 7; = 0 = T,
@ - (07 yQ? z2)?1 = (07 y2yl ) 52?1) - (07 yly% 5221) = (07 yl? zl)?Q
= (0751721):P

la primera igualdad porque ¥, # 0, la tercer igualdad porque la primera
coordenada de P x ) es cero méd p, la cuarta igualdad porque 7, # 0,
ya que de lo contrario, de la primera coordenada de P x () se tendria
que ply1z2 v asi p|ze, por lo que p dividirfa a xs,ys, 22, 1o cual no es
posible.

(2). Si el primo p no divide a z;. En este caso,
Q = (T2, 75, 22)T1 = (T1T2, T1 Ty, T1%2) = (T1T2, Toly, ToZ1)

= (T1,7,,21)T2=P.

Reciprocamente, si P = Q, sin perder generalidad supongamos que
pt a1 por lo que p t xo también (un argumento similar aplica si p { y;
6 p1z). Entonces, de (T1,7,,%1) = (Ta, Yy, 22) se sigue que

(172, 7175, T1%2) = Q = P = (7271, T2¥y, T271)
y como las primeras coordenadas son iguales, se sigue que las otras dos
también lo son, i.e., T19s = T2y V T122 = T221, por lo que p divide
a Ti1lYs — Tal1 YV & X129 — Tozp, es decir, p divide a las dos ultimas
coordenadas de P x (). Para ver que p divide a la primer coordenada
Y122 — Y221, si sucediera que ambos y; y 21 son divisibles por p, ya
acabamos. Si p t y1 6 p 1 z1, repetimos el argumento de arriba con
x1, x9 reemplazados por y1,ys 6 21, 2o. O

Corolario. Sea E una curva eliptica definida sobre Z vy supongamos
que p es un primo suficientemente grande de tal manera que no divide
a las coordenadas de todos los productos vectoriales de los puntos en
E(Q)or ni al discriminante de E. Entonces, la restriccion del morfismo
de reduccion, v, : E(Q)ior — E(F,), es inyectiva. O

Lema. Para la curva eliptica E, : y? = 23 — A%z, si p es un primo

tal que p no divide al discriminante de E4, p > 7 yp =3 (méd 4),
entonces E4(F,) tiene exactamente p+ 1 puntos.
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Demostracion: Para comenzar, E4(F,) contiene a los cuatro puntos
(0,0), (—A,0), (A,0) y 0. Observemos ahora que si x # 0, A, —A, con-
siderando el par {x, —r} notamos que, como f(r) = x* — A%z es una
funcién impar y como p =3 (mdd 4) por lo que —1 no es un cuadrado
modulo p, entonces exactamente uno de los elementos f(x) 6 f(—z) =
— f(z) es un cuadrado en F,, y por lo tanto se tienen dos raices cuadradas
que dan lugar a dos puntos (x,++/f(z)) 6 (x,£+/f(—x)), lo cual nos
da un total de p — 3 puntos extra en E4(F,) que junto con los cuatro
obvios nos dan los p + 1 puntos deseados. a

Teorema 6. E4(Q)or = Z/27 & 7/27. De hecho,

EA(@)tor = {(07 0)7 <_A7 O)’ (A> 0)’ 0} .

Demostracion: Basta mostrar que el orden de E4(Q),, divide a 4. Por
el corolario anterior, si p es suficientemente grande, el orden de E4(Q)or
divide al orden de E(F,) y por el lema anterior este ultimo orden es
p+1sip=3 (mdd 4). Usaremos ahora el teorema de Dirichlet, sobre
la existencia de un nimero infinito de primos en cualquier progresién
de la forma an + b con a, b coprimos, para mostrar que los divisores del
orden de E4(Q)ior estan restringidos.

Comenzamos viendo que 8 no divide a |F4(Q)tor|. En efecto, por
el teorema de Dirichlet existen primos suficientemente grandes tales
que p =3 (méd 8). Si sucediera que 8 divide a |E4(Q)tor|, entonces
8 dividiria a p + 1. Pero como p = 3 (mdd 8), entonces p + 1 = 4
(méd 8) y asi 8¢ p+ 1, una contradiccién.

En forma similar se muestra que 3 no divide a |EA(Q)to|, con-
siderando primos p =7 (mdd 12) y usando que esta congruencia im-
plica que p=3 (méd 4).

Analogamente, si ¢ > 3 es cualquier primo, se muestra que ¢ no
divide a |E4(Q)tor| usando ahora primos p = 3 (mdd 4q), lo cual
implica que p =3 (mdd 4).

Por lo tanto, los tinicos divisores de |E4(Q)| son 1,2, 4 y como
E4(Q)tor contiene a los cuatro puntos obvios, entonces su orden es 4. O

Recordemos ahora que si A > 0 es un entero libre de cuadrados, los
teoremas 3 y 4 dicen que: A es un niumero congruente si y sélo si la
curva eliptica y* = 23 — A%x tiene un punto racional (z,y) diferente de
los cuatro obvios. Asi, por el teorema previo (z,y) & E4(Q)or y por lo
tanto los puntos que queremos deben ser de orden infinito:
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Teorema 7. Sea A > 0 entero libre de cuadrados. Entonces, A es un
nimero congruente si y solo si la curva eliptica y? = x® — A%z tiene
rango r > 1, o lo que es lo mismo, si y sélo si E4(Q) es infinito.

Demostracion: Sélo falta probar la suficiencia y para ésto, si E4(Q)
tiene rango cero, entonces es un grupo de torsiéon y por el teorema 6
debe ser Z/2 & Z/2 y por lo tanto cualquier punto racional en esta
curva debe ser de los triviales y por el teorema 3 se sigue que A no es
congruente. O

El problema es entonces jcomo determinar si F4(Q) es infinito?
Hasta este momento, la exposicion ha sido elemental, excepto a lo mas
por el teorema de Mordell, y en lo que resta del articulo sélo bosquejare-
mos las ideas involucradas para culminar con una formulacién de una
version de las conjeturas de Birch y Swinnerton-Dyer, no sélo de rele-
vancia para el problema de los niimeros congruentes que hemos estado
estudiando, sino de una profundidad y consecuencias mayores. Todo lo
anterior ha sido una excusa para motivar una parte de estas conjeturas
importantes.

La funciéon L de Hasse-Weil de una curva eliptica. En nuestro
contexto el problema fundamental es: si £/Q es una curva eliptica,
determinar si el grupo F(Q) es infinito. Para ésto, dada la curva eliptica

E:y’=a2>—ar—b

escogiendo un modelo de ella definida sobre Z (minimo en un cier-
to sentido) y reduciendo sus coeficientes médulo un primo p podemos
considerar la curva reducida E : y? = 23 — @z — b definida ahora sobre
el campo finito F, = Z/pZ, la cual puede o no ser lisa. En cualquier
caso, como IF,, es finito podemos contar el niimero de puntos con coor-
denadas en I, que tiene la curva E. Esto lo hacemos también con todas
las extensiones finitas Fy» de F,, y lo denotamos con #E (Fyn). La idea

es considerar la funcién generadora asociada a la sucesion de enteros

#E(Fp"):

Z(E,u) :=exp (Z % u”)
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Se prueba que esta funcién zeta es de la forma siguiente:

1— 2
Gpll + pu si F tiene buena reduccion en p
(1 —u)(1 —pu)
Z(E,u) =
1 —apu
si ' tiene mala reduccién en p
=) —pu)

donde a, = p+1— #E (F,). Notamos entonces que en esta funcién zeta
solo el entero a, depende de la curva E por lo que sélo los numeradores
nos dan informacién sobre la curva. Tomando estos numeradores, va-
riando los primos p y substituyendo u = p~*, para s € C se define la
funcion L de Hasse-Weil de E como:

1 1
L(E7 8) = H 1_, —s H 1— app—s +pl—2s

1l—a,ps
p malos P p buenos

y con respecto a la convergencia de este producto infinito se tiene:

Teorema 8 (Hasse). (1): Para todo primo p se tiene que |a,| < 2,/p.
(2): L(E,s) converge para Re(s) > 3/2. O

Conjetura [Hasse|. La funcidn L(E, s) tiene una continuacion analitica
a todo C y satisface una ecuacion funcional de la forma

L(E,s) ~ L(E,2—s)
donde ~ denota igualdad salvo factores gamma elementales.

Para el caso de curvas elipticas con multiplicaciéon compleja (por
ejemplo, si A > 0 es un entero positivo libre de cuadrados, entonces la
curva eliptica E4 : y? = 23 — A%z tiene multiplicacién compleja por
el anillo de enteros gaussianos), Deuring y Hecke probaron la conjetura
de Hasse. El ano 1999, continuando el trabajo de Wiles-Taylor en su
demostracion de la conjetura de Fermat, se anuncié la demostracién
de la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil [2] y como consecuencia de
ésto se tiene que la conjetura de Hasse es verdadera: para toda curva

eliptica £/Q, la funcién L(FE, s) se extiende a una funcién entera.

Tiene entonces sentido hablar de si s = 1 es 0 no cero de L(FE,s)
y se tiene la pregunta: ;Qué pasa con el valor de L(E,s) en s = 17
(equidistante de s y 2—s): A principios de los anos 1960’s (jcuando atn
no se sabia que L(E, s) estaba definida en s = 1!), Birch y Swinnerton-
Dyer formularon unas conjeturas asombrosas:
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Conjeturas [Birch-Swinnerton-Dyer]:

(1) E(Q) es infinito < L(E,1) = 0.

(2) Mas precisamente: ords—1 L(E, s) = r, donde r = rango(E(Q)).
Resultados. Los avances mas importantes hacia la demostracion de

estas conjeturas son:
Teorema 9 (Coates-Wiles, 1977). Sea E/Q una curva eliptica con
multiplicacion compleja. Si E(Q) es infinito, entonces L(E,1) = 0.
Teorema 10 (Gross-Zagier-Rubin, 1983). Sea E/Q una curva
eliptica con multiplicacion compleja.
o Si L(E,1) # 0, entonces E(Q) es finito.
o SiL(E,1)=0yL'(FE,1)#0, entonces rango(E(Q)) = 1.

Estos resultados se aplican a la curva 32 = 2% — A%z ya que ésta
tiene multiplicacién compleja.

Ya para terminar, regresando al problema diofantino original, para
la curva eliptica asociada se tiene el siguiente teorema:

Teorema 11 (Tunnel, 1983). Si A > 0 es un entero libre de cuadra-
dos y B4 : y? = 2 — A%z es la curva eliptica correspondiente, entonces:

a(n — 2m)?
Vd

donde Cy = 0,163878597 ... es una constante y

1 si A esimpar
a =
2 si A es par

L(E4,1) = Co

n=#{(x,y,2) €Z° : 2" +2ay’ + 82" = A/a}

m = #{(z,y,2) € Z* : 2* + 2ay® + 322" = A/a}.
Se sigue que:

e Sin # 2m entonces no existe un tridngulo rectdngulo con lados ra-
cionales y drea A.

e ;Qué pasa si n = 2m? Para comenzar, s = 1 seria un cero de
L(Ex,s). Pero como todavia no sabemos que la conjetura de BSD
sea cierta, entonces no podemos concluir que el rango de E4(Q) es
> 1 para deducir de ésto la existencia de un tridngulo rectingulo
con lados racionales y drea A.
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