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1. Introduccion

Cuando tuve el honor de ser invitada, por parte del Comité Editorial
de Miscelanea Matematica, para presentar una platica de divulgacion
sobre jqué es la geometria algebraica? pensé en decirlo en pocas pala-
bras, lo cual no es simple, pues no puede hacerse axioméaticamente, y
no hay una tunica forma de introducirse a su estudio. Podriamos decir
que «la geometria algebraica es el estudio de los objetos geométricos,
utilizando métodos algebraicos,» pero entonces surge el problema de ex-
plicar qué significa esto, por lo cual decidi presentar la hermosa trilogia
de la geometria algebraica clésica

GEOMETRIA

ANALISIS ALGEBRA

utilizando las curvas proyectivas de grado a lo més tres, y proponer
problemas elementales de clasificacion, busqueda de invariantes con res-
pecto a determinados tipos de transformaciones, asi como problemas de
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intersecciones, entre otros. El propdsito de la presente nota es presentar
los fundamentos de geometria algebraica expuestos en dicha platica.

2. Hipersuperficies

A lo largo de las presentes notas, C denotara el campo de los ntimeros
complejos, aunque la mayoria de las definiciones y resultados que aqui
se presentan son validos en cualquier campo algebraicamente cerrado.

Definicion 2.1. El conjunto A" = {(ai,as,...,a,) ;a; € C} se deno-
mina el espacio afin de dimension n. Los elementos de A™ se llaman
puntos.

Noétese que el espacio afin A" es simplemente el conjunto de puntos
con coordenadas en C, sin considerar la estructura de espacio métrico
vectorial inducida por el campo C. Escribiremos P(as,...,a,) para
denotar el punto P € A" de coordenadas (ay,...,ay).

o A' = {(a1) ;a1 € C}, es la linea afin.
o A? ={(a1,as) ;a; € C}, es el plano afin.
o A% ={(a1,as,a3) ;a; € C}, es el espacio afin.

Definicion 2.2. Si f € Clxy,...,z,] es un polinomio, el conjunto de
ceros de f, que a lo largo de la presente plética denotaremos Z(f),
es una hipersuperficie. Una hipersuperficie en A? se denomina curva
plana afin. Una hipersuperficie en A se denomina una superficie afin.
El grado de una hipersuperficie es igual al grado del polinomio asociado.

Si S C Clay,...,x,], el conjunto Z(S) = m Z(f) se denomina un

fes
conjunto algebraico.

Es claro que, si A € C* = C\ {0}, entonces Z(f) = Z(Af). Si pen-
samos al polinomio f € Clxy,...,z,] como una funcién polinomial,
entonces Z(f) = f~1({0}), y como {0} es un conjunto cerrado, si que-
remos que las funciones polinomiales induzcan funciones continuas, los
conjuntos Z(f) deben ser conjuntos cerrados.

Nétese ademés que Z(1) =0, Z(0) = A", Z(fg) = Z(f)UZ(g), y por
definicion, la interseccién arbitraria de hipersuperficies es un conjunto
algebraico, lo cual demuestra que las hipersuperficies constituyen una
base de conjuntos cerrados para una topologia de A™. Esta topologia
se llama la topologia de Zariski de A", y es una topologia no Hausdorff,
pues todo conjunto abierto no vacio es denso, véase [2, cap. 6, §1].

Como ejemplos bien conocidos de curvas planas tenemos las lineas,
como ceros de polinomios de grado uno, las cénicas, como ceros de
polinomios de grado dos.
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Una curva es irreducible si el polinomio asociado es irreducible, en
otro caso decimos que es reducible. Por ejemplo, la linea Ax+By+C =0
es un ejemplo de curva irreducible, mientras que, si consideramos un
polinomio f € Clz,y] de grado dos, la cénica Z(f) es reducible si es
producto de dos factores lineales no necesariamente distintos, en este
caso, cada factor lineal determina una linea recta, la cual se denomina
una componente irreducible de la conica.

Se puede determinar si la cénica es irreducible o no a partir de los
coeficientes de la forma cuadratica asociada f(z,y) = Ax? + Bxy +
Cy? + Dx + Ey + F, asi la cénica es irreducible si, y solamente si,

A BJ/2 D/2
det | B2 C E/2 | #0.
D/2 E/2 F

Como ejemplos de superficies tenemos los planos, a saber, Z(Azx +
By + Cz+ D); y las superficies cuadraticas son ceros de polinomios de
grado dos en tres variables.

En 1864 Ernst E. Kummer dio la familia de hipersuperficies en A* :

Xy = {(:E,y, z,w) € AY (22 + 2 + 22 — pPw)? — \pgrs = O}

3u? —1
= 3_—#27 p e R,

p:w—z—\/éx, q:w—z+\/§x, r:w+z+\/§y, s = w+z—\/§y.

Para w = 1 tenemos una bella familia de superficies, que denotaremos
nuevamente X, ,, en A* mostramos a continuacién algunos ejemplos:

(a) u* = 1/3 (b) 1> = 1/2 (c) 12 = 3/4

( [
7&Wy A

Wy

(d) p* =1 (e) u* =3/2 (F) p* =2

P

Figura 1. Ejemplos de superficies de Kummer para distintos valores de pu.
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Cuando p? = 1/3 se tiene la doble esfera, es decir, como conjunto es
una esfera, pero todos los puntos se cuentan con multiplicidad dos, de
acuerdo con la definicién (2.3)).

Las superficies de Kummer Xy, son singulares para 1/3 < p? < 1,
por ejemplo, cuando p? = 1/2 la superficie X, /2 tiene puntos sin-
gulares, a saber, 4 reales y 12 complejos, los cuales son puntos en la
superficie donde el gradiente del polinomio asociado se anula. Cuando
p? = 1, se tiene la superficie de Steiner. Si 1 < u? < 3, tenemos las
superficies de Kummer con 16 puntos singulares reales.

Definicion 2.3. Sean P(0,0) € A? y f € C[x,y] un polinomio de grado
n, entonces

f=fmt fopr 4 fa,

donde fj, € C[z,y| es una forma de grado k, con f,, # OH
El nimero m = mp(f) se denomina la multiplicidad de Z(f) en P.
Asi, P(0,0) € Z(f) si, y solamente si, mp(f) > 0.

Por ejemplo, si f(z,y) =z —y + 2* — xy + 3, entonces f(0,0) = 0,
filz,y) =z —y, falw,y) = 2° —ay y fs=y*, por lo que P(0,0) es un
punto de multiplicidad 1.

Por otra parte, si g(x,y) = x? — xy + y*, entonces ¢(0,0) = 0,
go(z,y) = 2% — 2y v 93 = ¥3, por lo que P(0,0) es un punto de multi-
plicidad 2.

Para determinar la multiplicidad en cualquier otro punto Q(a,b),
simplemente aplicamos un cambio lineal de coordenadas. E|

Definicion 2.4. Dada una linea ¢ = {(z,y) € A% a1x + agy = 0}, para-
metrizada como t — (ast, —ast), con t € C. Si C'= Z(f) es una curva
afin irreducible con P € C| se define la multiplicidad de interseccion de
la linea £ y la curva C' en el punto P(0,0) como el maximo r € N tal
que t" | f(ast, —ait). A este numero lo denotaremos Ip(¢,C). Si P ¢ C,
se define Ip(¢,C) = 0.

Nuevamente, si deseamos conocer la multiplicidad de interseccién de
una linea ¢ y una curva C' en un punto @) € ¢, se aplica simplemente el
cambio lineal de coordenadas T'(z,y) = (z — a,y — b).

Por ejemplo, si consideramos la cénica C' = Z(f) conf(x,y) = 2> —y
y las lineas ¢ = Z(z) y ¢ = Z(y), es claro que {; se parametriza
como ¢1(t) = (0,—t), de donde f(0,—t) = t, por lo cual Ip(¢;,C) =
1. Anélogamente, (5 se parametriza como ¢5(t) = (£,0), y se tiene

f(t,0) = t? de donde Ip({y,C) = 2.

1Una forma es un polinomio en que cada uno de sus términos tienen el mismo grado. Una
forma también se denomina polinomio homogéneo.

2Un cambio lineal de coordenadas en A™ es una funcién T : A" — A", de la forma T(P) =
(fi(P),..., fn(P)), donde los fi son polinomios de grado 1 en n variables.
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Proposicién 2.1. Si C = Z(f) es una curva afin irreducible, y P € C,
entonces se satisface exactamente una de las siguientes condiciones:

1. Hay una unica linea que interseca C' con multiplicidad mayor que
uno en P. Cualquier otra linea lo hace con multiplicidad exacta-
mente uno en P.

2. Cada linea que pasa por P interseca a C' con multiplicidad al me-
nos 2.

b ts

(a) Solo ¢; intersecta la curva con multi- (b) Toda recta ¢ intersecta la curva con
plicidad mayor que uno en P. multiplicidad mayor que uno en P.

Figura 2. Relacién entre una recta y una curva.

Demostracion. Supongamos que P(0,0), de donde, una linea por P es
de la forma ¢ = Z(g) donde g(z1,x2) = ay1x1 + asxs, y €l polinomio f

d

s de la forma f(z1,25) = > fi(z1,32), conm > 1,y d = deg f, v fi
k=m

formas de grado k.

Es claro que la linea ¢ puede parametrizarse como ¢ +— (ast, —aqt),
cont € C.
Por la definicién (2.4)), Ip(¢,C) = max{r € N; t" | f(ast, —ast)}.

Luego entonces

f(agt, —alt) = fm(ag, —(ll)tm + ...+ fd(ag, —al)td, (].)

lo cual indica que la multiplicidad de interseccion de ¢ y C' en P es
al menos m y, es mayor que m, si y solamente si, f,,(as, —a;) = 0, es
decir, si g | fin. O

Ademas, si C = Z(f) y ¢ = Z(g) donde f,g € Clxy,z5] y degg =1,
con P ¢ (N C, se define Ip(¢,C) = 0. Finalmente, si f no es un
polinomio irreducible, y g es un factor de f, se define Ip(¢,C) = co. En
general, si g [f, es decir, si £ no es una componente irreducible de C, se
tiene que Z Ip(¢,C) < deg(f). Para un estudio mas detallado sobre

PeinC
la multiplicidad de interseccién entre dos curvas véase [4, cap. 11, §11],

o bien, [T, cap. I §1 y §3].
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Definicion 2.5. Si C' = Z(f), se llama linea tangente a C' en P a cual-
quier linea ¢ tal que Ip(¢,C') > mp(f). Llamaremos cono tangente a la
curva C' en el punto P € C' a la union de las rectas tangentes a C' en
P.

Un punto maltiple, o singular, de C' es un punto P € C tal que
mp(f) > 1, mientras que un punto no singular es un punto P € C tal
que mp(f) = 1. En este tltimo caso existe una unica linea tangente a
C en P, que denotamos Tp(C).

Una curva no singular es aquella que no tiene puntos multiples.

En general, si f € Clxy,29] y P = (a1,a2) € Z(f), entonces P es un
punto no singular de Z(f) si

vie)= (S ) 2 0.0

En éste caso, la linea tangente a la curva Z(f) en P estd dada como

{<x,y>eA2; %(P)(x—a1>+§—§<P><y—az>:o}.

Por ejemplo, consideremos la curva de grado seis C' = Z(f), dada
por f(z,y) = (2® + y*)® — 42%y?, es claro que f(0,0) = 0, y tenemos
que fy(z,y) = —42%y?, y fo(x,y) = (2° +y?)%, por lo que P(0,0) es un
punto singular, y mp(f) = 4.

5
C=Z(f)

Figura 3. Ejemplo del cono tangente en el punto singular P.

Si 1 : x = 0, entonces t +— (0,%) es una parametrizacién de ésta
recta, y f(0,t) = %, por lo que Ip(¢1,C) = 6 > 4 = mp(f). De manera
andloga, si {5 : y = 0, entonces t — (¢,0) es una parametrizacién de
ly, f(t,0) = t° asi Ip(fy,C) = 6 > 4 = mp(f). El cono tangente es
Z(x*y?), que como conjunto corresponde a £1 U fo.
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Atin més, como Vf = (—=8zy?+6x(x2+y?)?, —82%y+6y(2?+y?)?), al
resolver el sistema {f =0, f, =0, f, = 0} es facil verificar que P(0,0)
es el tinico punto singular de C.

Como consecuencia de la proposicién , ecuacion (|1)), tenemos
que una linea y una curva de grado d, que no contenga a la linea, se
intersecan a lo mas en d puntos, por ejemplo, dos lineas paralelas no se
intersecan. Para poder garantizar que una linea y una curva de grado
d se intersecan exactamente en d puntos, contando multiplicidades, es
necesario anexar los puntos al infinito. Este resultado es conocido como
la versién débil del teorema de Bezout [2, cap. 5, §3].

Cuando anexamos convenientemente al plano afin los puntos al infi-
nito obtenemos el plano proyectivo. En el plano proyectivo una linea y
una curva de grado d se intersecan exactamente en d puntos contando
multiplicidades.

3. El plano proyectivo

Decimos que dos puntos z, 2/ € A"\ {0} son equivalentes si existe
un escalar A € C* tal que 2/ = Az. E| Claramente, la relacién es de
equivalencia.

Definicion 3.1. El espacio proyectivo, que denotaremos P", es el conjun-
to de clases de equivalencia de A"\ {0}, es decir P* = (A"T1\ {0})/C*.

Los elementos de P son puntos. Un representante (zo,...,x,) €
A" de un punto de la clase (zg;...;z,) € P" se denomina la coorde-
nada homogénea del punto.

La funcién 7 : A"™\{0} — P, dada por 7(xo, ..., 2z,) = (zo;...;Ts),

que asocia a cada punto de A"\ {0} su clase de equivalencia, se de-
nomina la proyeccion canonica.

Por ejemplo la linea proyectiva, también conocida como la esfera de
Riemann, es P! = (A%\ {0})/C* ~ A' U {oo} ~ S%
En P?) los conjuntos Uy, := {(zg;z1;79) € P* | 2 # 0}, k=0,1,2
2

constituyen una cubierta abierta, es decir, P? = U Uy. Los conjuntos
k=0
U, son homeomorfos al plano afin, esto es U, ~ A% Para ver esto,

tomemos por ejemplo el abierto Us,, en particular x5 # 0, y la funcion
de P? en U, dada por

¢2($0;$1;I2) = (@' ﬂ) .

)
To T2

3Recordamos que C* = C\ {0}.
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oo = (0,0,1)

S

z=x+1yeC

Figura 4. Representacién geométrica de la linea proyectiva P!, al punto
z € C se le asocia ¢(z) € S?, que se obtiene al intersecar la esfera S* C R?
con la recta que une el co = (0,0, 1) con z ~ (z,y,0).

La funcién ¢ es continua, y su inversa es aquella a que cualquier par
ordenado (z1, ) le asocia el punto en el plano proyectivo (x1;xs;1).
El par (U, ¢x) se denomina un sistema afin de coordenadas.

Observemos que el plano proyectivo se obtiene agregando al plano
afin todos sus puntos al infinito.

P> ~ A2UP' ~ A2 UA' U {o0}.

Un sistema de coordenadas proyectivas para P? estd determinado por
los cuatro puntos de coordenadas homogéneas 7(eg) = (1;0;0), 7w(e;) =
(0;1;0), m(e2) = (0;0;1) y w(e3) = (1;1;1). Cualesquiera tres puntos de
este conjunto es imagen, bajo la proyeccion candnica, de un subconjunto
linealmente independiente de C3.

Cabe notar que, si 3 = {eg,e1,e2} es la base canénica de C3, para
M € C*, k=0,1,2, también ' = {\gep, \1e1, Aaea} s una base de C3.
Si ambas bases asignan a m(e3) las coordenadas homogéneas (1;1;1),
entonces m(eg+er+es) = (1;1;1) = m(Aoeg+A1e1+A2e2), 1o cual implica
que A\g = A\; = Mg, por lo cual las dos bases 5 y 3’ son proporcionales.
Si (a;b;c) proviene de (a,b,c) en la base (3, entonces (a;b; c) proviene

de (A\y'a, \g'b, \y'c) en la base 3.

4. Curvas algebraicas

Definicion 4.1. Sea F = F(xg, 1, x5) una forma de grado n, (n > 1.)
Z(F) = {(wo; x1; 22) € P% F(wo, x1,22) = 0, (20, 1, 22) € (20; 21;2) }

se denomina una curva algebraica plana o simplemente una curva plana.
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Como el plano proyectivo esta dado por las clases de equivalencia de
puntos en el espacio afin, podemos pensar a Z(F') como un cono cuya
base es una curva en el plano afin Uy, adjuntando los puntos al infinito.

Por ejemplo, la forma de grado tres F(z,y,z) = z° + 2%z — y*2, es
una curva proyectiva, y podemos visualizar a Z(F') como un cono en el
espacio afin A3

0.0

Figura 5. La curva Z(2® 4+ 222 — 3?2) vista en A3,

Si tomamos la interseccién del cono Z(F) C A3 con los planos afines
z =1,y =1y x =1 tenemos las curvas afines, Z(2® + 2* — y?),
Z(x® + 2?2 — 2) y Z(1 4+ z — y?2) respectivamente.

10 10

(@) Z(z® + 2* — y?). (b) Z(z® + 22z — 2) (c) Z(1 + z — 4°2)
Figura 6. Interseccién de Z(2® 4 2%z — y*2) con los planos afines Uy.

Cada una de las curvas afines anteriores, nos proporciona represen-
tantes de la curva proyectiva Z(F') salvo los puntos al infinito, es decir,
desde el punto de vista proyectivo, las tres curvas anteriores son lo
mismo.

Lo anterior nos hace pensar que debe ser lo mismo estudiar curvas
proyectivas planas y curvas afines planas, salvo los puntos al infinito.

Para relacionar las curvas proyectivas y las curvas afines, a cada curva
proyectiva le asociaremos una curva afin, y reciprocamente.
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Sea I € Clzg, x1,x2], una forma de grado deg F' = d, definimos el
polinomio
F.(x1,x9) := F(1,11,19) € Clxy, x9].
Reciprocamente, si f € C[x1, x| es un polinomio de grado deg f = d,
entonces

f=fHh+h+fot+-+fa
donde fj es una forma de grado k, para k = 0,1,...,d. Definimos la
forma f* de grado d como:

[ (o, z1,22) == foiﬂg + fﬂg_l + -+ fao1mo + fa

Es facil ver que los operadores f* y F, se relacionan como sigue:

Proposicién 4.1. Si F, G € Clzg, x1, xs] son formas, y f,g € Clxy, 23]
son polinomios, entonces
1. (FG), = F.Gy; y (fg)* = frg".
2. Sir esla mdzima potencia de xo que divide a F, entonces x{(F,)* =
Eyy (f)=f
3. (F+G)=F+ G yai(f+9) =aff*+aig*, donde r = deg g,
s=degfyt=r+s—deg(f+g).
4. Salvo potencias de xq, factorizar F' € Clxzg, x1, 2] es lo mismo que
factorizar F, € Clxq,xs).

Demostracion. Véase |2, cap. 2, §6]. ]

Asi, salvo los puntos al infinito, es equivalente estudiar las curvas
planas afines y las curvas algebraicas planas.

Definicion 4.2. Si ¢ : A3 — A3 es un cambio lineal de coordenadas, en-
tonces ¢ transforma lineas por el origen en lineas por el origen, por lo
tanto ¢ determina una transformacién ¢ : P2 — P2 y se denomina un
cambio de coordenadas proyectivo. Un cambio de coordenadas proyec-
tivo también se denomina proyectividad, colineacion, transformacion
proyectiva, u homografia.

Asi, la transformacion proyectiva ¢ estd determinada por el valor de
¢ en un sistema de coordenadas proyectivas de P2

Es claro que si 7dcs es la transformacion identidad, entonces la trans-
formacién que induce en P? serd idp2. Atin més, el grupo de transfor-
maciones proyectivas de P? es isomorfo a GL(3,C)/{\idcs; A € C*}.

En particular, una cuarteta de puntos en P? es un marco proyecti-
vo cuando, y solamente cuando, cada tres de ellos son imagen de un
conjunto linealmente independiente en C3.

Definicién 4.3. Diremos que dos curvas algebraicas Z(F) y Z(G) en P?
son proyectivamente equivalentes si hay una transformacién proyectiva
T:P? 5 P2talque GoT = F.



,QUE ES LA GEOMETRIA ALGEBRAICA? 11

Por ejemplo, si consideramos las cénicas Z(F) y Z(G) en P2, donde
F(x,y,2) =2 =y’ + 22 —axy+axz—yzy G(z,y,2) = y*> — xz, entonces
Z(F) y Z(G) son proyectivamente equivalentes.

(@) Z(z? —y* + 2% —zy +x2 —y2). (b) Z(y* — x2)

Figura 7. Ejemplo de curvas algebraicas proyectivamente equivalentes.

Ya que, si T(x,y,2) = (y+ z,x + z,x + y), entonces

GoT(r,y,2) = Gly+z,z+z,o+y)=@+2)>*—(y+2)(z+y)
= 2?+ 2wz + 22— (vy+y° + 22 +y2)
= 2~y + 2 —aytaz—yz=F(ny,2)

Definicion 4.4. Un invariante proyectivo de una curva algebraica plana
es una propiedad que es invariante bajo equivalencia proyectiva.

Claramente, un ejemplo de invariante proyectivo es el grado de una
curva plana.

Es facil ver que, si F,G € C[x,y, z| son formas de grado 1, entonces
Z(F)y Z(G) son curvas algebraicas proyectivamente equivalentes.

Proposicion 4.2. Todas las conicas irreducibles son proyectivamente
equivalentes.

Demostracion. Bastard mostrar que cualquier cénica irreducible C' es
proyectivamente equivalente a la cénica zgzy — 27 = 0.

Consideremos tres puntos distintos Py, P, y P en C, y sea P; el punto
de interseccién de las rectas tangentes a C' en los puntos Py y P,. Como
la coénica es irreducible, los puntos Fy, P;, P, y P3 constituyen un marco
proyectivo. Entonces, existe una transformacién proyectiva T' definida
en P? tal que, T(P) = (1;0;0), T(P) = (0;1;0), T(P) = (0;0;1) y
T(Py) = (131: 1),

La cénica C" que pasa por los puntos (1;0;0), (0;1;0), (0;0;1) y
(1;1;1) debe satisfacer una ecuacién de la forma

i,.0.k
Z Qi kToT Ty = 0
itjt+k=2
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al resolver el sistema, podemos ver que C’ estd dada como
’ o . 2 _
C" = {(xo; x1; x2) ; wox2 — 27 = 0}.
Como esperabamos demostrar. n

Veamos ahora cuantos tipos de cubicas algebraicas proyectivas dis-
tintas hay.

Una curva cubica proyectiva C, es el conjunto de ceros de un polino-
mio homogéneo de grado d = 3, en C[xq, x9, 23], esto es, si

3 2 2 2
F(zy,29,73) = o] + a1T7Ta + QoxiT3 + Q3T1X5 + QqT1T2T3
2 3 2 2 3
+a5T1T3 + ey + QrToxr3 + QgXaT3 + QgTy
es un polinomio homogéneo de grado d = 3, entonces C = Z(F), es
decir,

C - {(«rl;IQ;Ig) < Pz | F(x17x27'r3) = 0}
El punto (0;0; 1) pertenece a la cibica C si, y solamente si, ag = 0.

Ademids, VF(0;0;1) = (as, as, 0), por lo que la linea tangente a Z(F)
en (0;0; 1) satisface la ecuacién

a5T1 + gLy = 0.

La recta x5 = 0 es tangente a la cibica C cuando, y sélo cuando,
as = 0y, como consecuencia de la definicion de punto singular, ag # 0.

Sin perder generalidad, podemos suponer que ag = 1.

Si suponemos que C es irreducible, entonces ag y as no se anulan
simultdneamente, ya que si ag = ap = 0 tendriamos

2 2 3 2 2
F(z1,20,23) = a1xiTy + a3r1T5 + a1 T2X3 + QT + rT523 + Toly
2 2 2
= Iy (alxl + a3T1X2 + 041 T3 + Ty + Qrrax3 + xg)
de donde, el polinomio F' no seria irreducible.
Cabe recordar que una curva de grado d = 3 tiene al menos uno,
y a lo mas tres puntos de inflexién, en particular, podemos suponer
que (0;0;1) es un punto de inflexién de la curva Z(F), y ésto sucede
cuando, y solamente cuando el hessiano de F' evaluado en (0;0;1) es
cero, de donde —8ay = 0.
Bajo estas hipdtesis
F _ 3 2 2
(x1,29,23) = Qox] + xiTy + a3T125 + 1 ToT3

3 2 2
+agTy + arryxs + Tors.
Realizando la transformacion proyectiva

T(xl,arz,xg) = ($17$3,$2)a
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obtenemos
F _ 3 2 2
(x1,29,23) = aox] + qxirs + (3T1X3 + QuT1T3T2
3 2 2
+agrs + arrsTy + 1375 ap # 0.

Ya que oy # 0, tenemos que la curva C estd dada como los puntos
(w1; 22; x3) € P? que son solucién de la ecuacién

2 2 3 2 2 3
T3T3 + Q41 XoX3 + Q7laT3 = Qx| + QTTT3 + Q3T1X3 + Qexs3.

Por otra parte, si hacemos el cambio de variables proyectivo

( ) X
T1,T2,x3) = | —/— z
1,42,43 \?/—ana

obtenemos:

2 3 2 o3
L1223 + T2y = X7 + 752123 + a:lxg + a6x3

Qy
1
3
AVAR( ol Vo
Definicion 4.5. Una curva eliptica es proyectivamente equivalente a
una curva algebraica que satisface una ecuacién de la forma

2

E Y’z 4+ ajwyz + asy® = 2° + axx’z + ayx2® + a2’ (2)

Y la ecuacion (2)) se denomina la ecuacion candnica, o ecuacion de
Weierstrass de la curva eliptica £.

Si aplicamos ahora el cambio de variables proyectivo

a
(xaya Z) = <x/>yl - Ell‘l, Zl) )

a la curva eliptica dada en la ecuacién obtenemos una ecuacién
donde se ha eliminado el término xyz, a saber

1 1
E vy r4asy? =2+ (Za% + &2) %2 + (Ealag + a4) 2?4 ag2".

Y ahora, si consideramos

(xlvylaz/) = (ZL’ - %273/ - %Z,Z>

3 2
obtenemos
vz = 2° +
a1a3 a 1042 ay 2
ag+ ————— =) zz
+ ( 4+ 6 3 )
a% 2(12 ala3  ayasaz  asay 5
- - Qg | 2.
4 36 6 3

Finalmente, si
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2
(,y, 2) = (X + ﬂz,Y,Z)

12
tenemos
2 2 4
Y2y — X3 e R o e B | X 7?2
+(a4+ 2 6 3 48

6 2.2 4 3 2 2 3
—l—(al ajas = ajay ajaz  ajay a3 2a;

864 18 72 24 12 "4 o7
ai1a2a3 Q204

6 3

es decir, una curva eliptica es proyectivamente equivalente a una curva
algebraica que satisface una ecuacién de la forma

+ Cl6> ZS

E:y*z—a® —arz® —b2*=0, con a,beC. (3)

3

Nétese que, si F(z,y,2) = y*2 — 2® — axz? — bz>, entonces

VF = (-3 2 - CL22, 2yz, y2 —2axz — 3bz2),

por lo que, si 4a® + 27b? # 0, entonces Z(F) es una curva no singular,
y si 4a® 4 27b* = 0, la curva Z(F)) es singular.

Sin embargo, no toda curva algebraica que satisfaga una ecuacion de
la forma es una curva eliptica. El siguiente resultado nos proporcio-
na una caracterizacion de las curvas cubicas, y en particular nos dice
cuando una curva cibica es una curva eliptica.

Teorema 4.1 (Caracterizacién de las curvas elipticas). Dada la curva
cibica Eqp : y?z = 23 + axz® + 023, con a,b € C, entonces

1. E,p es una cubica y define una curva eliptica si, y solamente s,
4a® + 270* # 0.

2. Toda curva eliptica es isomorfa a una curva de la forma E,p.

3. Dos curvas E,p y Ey iy Son proyectivamente equivalentes cuando,
y solamente cuando, existe X € C tal que a' = Na y ¥ = M\;
ademds el isomorfismo estd dado por

plw;y;2) = (s y; 2).
Para una demostracion de éste resultado véase [3, teo. 5.3, p. 23], o
bien, [4, prop. 1.4, p. 45].
Si 2 +ax +b= (x—z1)(x — x9)(x — x3), realizando el cambio de

coordenadas proyectivo (x;y;2) — (X — 2,7;Y; Z) tenemos Y2Z =
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Por otra parte, si ahora realizamos el cambio de coordenadas proyec-
tivas (X;Y; Z) = ((22 — 21)z; (22 — 21)*/%y; 2) obtenemos

Y2z = (- 2) <;E— 1:3—3712).

To — T

Definicion 4.6. La expresion
Ex itz =a(r — 2)(z — \2), (4)

T3 — X1

donde A = se conoce como la forma de Legendre de la curva
T2 — T

eliptica &,.

Reciprocamente, si y?z = x(z — z)(z — Az) con A # 0, 1, por medio
del cambio de variables proyectivo

A+1
(x;y; 2) — (X+%Z,Y,Z).

Se obtiene la forma de Weierstrass,
Eap Y’z = 2° + axz® + b2°,

donde

A2 A+1 2 1 2
S N A AT L I
“ 3 ot Tt TAT 7

Notese ademas que
40 + 270% = =M 4207 = A2 = —AZ(N2 =20+ 1) = =A% (A — 1)%,

de donde 4a® + 27b* = 0 si, y solamente si, A\ =00 \ = 1.
La forma de Legendre y?*z = z(x — 2)(z — \z) es la forma comtin de
escribir una curva eliptica.
El valor
4a3 (A2 =X+1)3

(Eap) = 1728 — - — 9562 2"/
J&ar) 403 + 271? N\ —1)?

es un invariante proyectivo. Véase [3, lema 10.15, p. 48].

1 1 A A—
N I-NA-17 T
de j(&)), v por ende, las curvas elipticas asociadas a estos valores son
proyectivamente equivalentes.

= (&)

dan el mismo valor

Los valores A\, 1 — A

Teorema 4.2 (Caracterizando las curvas cibicas). Toda cibica irre-

ducible es proyectivamente equivalente a una de las siguientes:

1. y*2 = 23, es una curva singular con su punto cuspide en (0;0;1).

2. v’z = 2%(x + 2), es una curva singular con un nodo simple en
(0;0;1).

3. y*z = z(x — 2)(x — A2), donde A € C\ {0,1}. Esta curva es no
singular.
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Demostracion. Para una demostracién véase el libro [4, prop. 1.7]. O

5. La ley de grupo para curvas elipticas

Consideremos la ciibica no singular £ en su forma candnica
vz = 23 + ax2? + b8

En particular 4a® + 276 # 0, y el punto O = (0; 1;0) es un punto de
inflexion en &, el cual corresponde al punto al infinito de la curva afin
E. 1 y? = 23 + ax + b. Por definicién el punto O es el neutro aditivo del
grupo €.

Geométricamente, la ley de grupo sobre la curva £ queda determi-
nada como sigue:

SiP=(x;y;1) € £ entonces —P = (x; —y; 1) y ademds P+Q+R =
O si P, (Q y R son colineales.

P Q+R

Figura 8. La ley de grupo en £.

Como se muestra en la figura anterior, si @, R € £ y { es la linea
que pasa por () y R, como consecuencia de la versiéon débil del teorema
de Bezout [2, cap. 5, §3], existe P € £ tal que, ¢ interseca la curva &
exactamente en los puntos P, y R, lo cual denotaremos como (.£ =
P+Q+R. (SiQ = Rlarecta { es la tangente a £ en ().) Sin embargo,
no es 1util definir la suma de ) con R como P, pues en este caso no
habria un elemento identidad.

Por esta razén se define O como el punto al infinito de la curva &£
en Uy y Q+ R = —P, es decir, si ¢ es la recta que pasa por O y P,
entonces existe un punto S € £ tal que /.£ = O + P + S. El punto S
es, por definicion, —P = @ + R.

Claramente la operacion es cerrada, conmutativa, todo elemento tie-
ne un inverso, asi el unico problema es mostrar que la operacién es
asociativa, lo cual es consecuencia de la siguiente proposicién.
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Proposicién 5.1. Si dos curvas cibicas en P? se intersecan en exac-
tamente nueve puntos, entonces cada curva cubica que pasa por ocho
de los puntos también pasa por el noveno.

Para una demostracion de éste resultado puede verse el libro de Ful-
ton [2, cap. 5 §6 prop. 3, p. 124], o bien, el libro de Walker [5], cap. III,
6.2].

Para ver la asociatividad de la ley de grupo, si P,Q, R € £,y {7 es la
recta que pasa por Py @, entonces existe S" € £ tal que /1.€ = P+Q+
S’. Ademads, si m; es la recta que pasa por O y S’, se tiene que existe
S € &€ tal que m.€ = O+ S + 9. Finalmente, existe una recta £, con
loNE = S+ R+T. Andlogamente, moNE = Q+R+U, (3NE = O+U+U’
ymsNE=P+U+T", como se muestra en la siguiente figura:

P,
mi
QA= R S—P+Q
mo U’ T = (P+Q)+R
T/:T//
U=Q+R
se demuestra que T = T", asi
E
e (P+Q)+R=T=P+(Q+R)
S
U

€2 msa /:,)
Figura 9. La propiedad asociativa de la ley de grupo.

Como (P+Q)+R=—-T"y P+ (Q+ R) = —T", si consideramos la
cubicas & = l1lyls v E" = mymoms, entonces

EE=0+P+Q+R+S+S5+U+U+T,

y

EL"=0+P+Q+R+S+5+U+U+1"
como consecuencia de la proposicion (5.1) se tiene 7" = T", lo cual
implica que la suma es asociativa. O

Atn mas, los puntos de orden dos distintos de cero, es decir P+ P =
O, son de la forma (x;0;1) donde x es una raiz cibica de p(x) =
%+ ax + b.
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6. La superficie asociada

Dada la curva eliptica Ey : y*z = z(z —2)(2 — \z2), la aplicacién natural

7 By — P!
(z3y;2) = (7;2), para 2z #0,
(0;1;0) = (150).

es un cubriente doble de la esfera de Riemann P! ~ S2?, el cual se
ramifica exactamente sobre los puntos 0,1, \, 0o € P!,

Si realizamos cortes por curvas simples que no se intersecan, digamos
de 0 alyde\aooy pegamos apropiadamente los lados correspon-
dientes, podemos ver que localmente F\ es homeomorfo a un abierto en
C, que corresponde a una superficie de Riemann compacta de género
uno, esto es, una superficie compacta con una estructura compleja y que
topolégicamente es un toro como se muestra en la figura a continuacion:

A‘ ‘
(a) Marcando (b) Copiando (c) Cortando (d) Pegando

Figura 10. Una curva eliptica es un toro.

Pero un toro es homeomorfo a S' x S!, o equivalentemente, a C/Z?,
por ende, el dominio fundamental de £, es un paralelogramo.

Para la reticula A = Zw; 4+ Zws,, con Im(w;/we) > 0, los puntos
0,wr, w1 + wsy, ¥ we son los vértices de un paralelogramo, denominado
el paralelogramo fundamental de A.

) w1 + wa

0 w1

La funcién P de Weierstrass asociada a la reticula A se define como
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1 1 1
POy (1)
at 2\
con w = mywy + maws, y A* = A\ {(0,0)}.

El desarrollo en serie de Laurent de la funcién P de Weierstrass es
de la forma

[e o]

P(C) = % +) = % + ) (2= 1)G P2,
¢S ¢S

donde

1
Gr = Z 2% "
w
weA*
De lo anterior es facil ver que la funcion P satisface lo siguiente:

PE) = é +3G9¢% + 5G3Ct + - - -
P'(¢) = —% + 6G2C 4 20G5C3 4 - - -
P'(¢)? = % + 36% + 60G3 + - - -
4P(¢)* = %+2—§+60G3+m
60GoP(¢) = 60% +0+---
Consecuentemente

P'(¢)* — 4P(¢)* + 60P(¢) = —140G3 + - - -

es una funciéon doblemente peridédica, y sin polos.
Por lo tanto

P'(¢)* =4P(()* — 60G2P(¢) — 140Gs
Si go = 60G4y v g3 = 140G la ecuacion anterior se transforma en
P'(¢)* =4P(¢)° — 92P(C) — g5 (5)

La cual es una ecuacién diferencial de primer orden en P(().
La ecuacion puede resolverse explicitamente como:

dw
¢ = + constante.
VAw? — gaw — gs

Es decir, la funcién P de Weierstrass es la inversa de una integral
eliptica.
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De manera mas precisa

P(©) dw
C - CO = 3 )
Pleo) VAW? — gaw — g3

donde la trayectoria de integracién es la imagen bajo P de una trayec-
toria de (o a ¢ que evita los ceros y polos de P’({), y donde el signo de
la raiz cuadrada debe ser igual al de P’(().

Supongamos que

P'(¢)* = 4P(¢)* — 92P(C) — g5
(P(¢) = e))(P(C) — e2)(P(C) — es),

donde ey, €5 ¥ e3 son las raices del polinomio 4w? — gow — gs.
Para encontrar los valores e, se determinan los ceros de P'(() :

Plwi—¢) =P() = Plwr—¢)=-P()
Asi P'(w1/2) = 0. Andlogamente:

Plw2/2) =0y P((wr +w2)/2) = 0.

De donde ﬂ,ﬂ y L+ Wy
272 2

A. Por lo tanto, estos puntos son precisamente los tres ceros simples de
P’((), es decir

61273(%),@2:p<%>’63:73<m—;w2>'

Esto es, la curva eliptica

no son congruentes por pares modulo

?/2 = 4z° — g2 — g3

queda parametrizada por x = P((), y = P'(().
Por ejemplo, si y?> = 42® — x, los periodos se expresan como las
integrales elipticas

o dz
w = 2 ———— = 3.7081,
' /1/2 Vidad — o

-1/2 dr
oo VA3 — =z

En este caso, la curva eliptica tiene como dominio fundamental un
cuadrado, cuyos lados se identifican para formar el toro.

Wy = 2 ~ 3.70811.
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7. Conclusiéon

Asi, a lo largo de la presente nota hemos visto que, cuando trabajamos
sobre el campo de los nimeros complejos, una curva eliptica siempre
admite una representacién candnica, también conocida como su forma
de Weierstrass y, via un cambio de variables, la curva eliptica puede
reescribirse en la forma 3%z — 2% — az2? — b2® = 0 la cual tiene un tnico
punto al infinito en O = (0;1;0). Que una curva cibica satisfaga una
ecuacién de Wierstrass no implica que la curva sea una curva eliptica,
ya que puede tener puntos singulares, y la condicién 4a® + 270* # 0
equivale a pedir que dicha curva sea no singular Ademas, las curvas
elipticas admiten una estructura de grupo, lo cual es importante en la
teoria de codigos y la criptografia.

Vimos que una curva eliptica también tiene asociada una forma de
Legendre, y que dos curvas elipticas son equivalentes cuando tienen el
mismo j—invariante, lo cual demuestra que las curvas elipticas estan
parametrizadas por un ntimero complejo A, médulo razén cruzada.

Al escribir una cubica no singular en su forma de Legendre, se tiene
asociada de manera natural, un superficie de género uno ramificada
sobre los puntos 0,1,00, A\. Y como toda superficie de género uno es
de la forma C/A, para un reticulo A. La funcién P de Weierstrass
asociada a A, es una funcion meromorfa, que satisface una ecuacién
diferencial de primer orden en P, la cual es la inversa de una integral
eliptica, de aqui el nombre de curvas elipticas. A su vez, la curva eliptica
y? = 423 — gox — g3, queda parametrizada por x = P((),y = P'(C).

En otras palabras, un objeto algebraico, a saber una ecuacion polino-
mial, determina un objeto geométrico la superficie de Riemann asociada
C/A, y este a su vez un objeto analitico, la funcién meromorfa P, de
Weierstrass, y reciprocamente.

A curvas de grados superiores se les puede asociar superficies de
Riemann, esto es, las superficies de Riemann son dominios de funciones
multivariables. Sin embargo, las curvas de grados superiores no tienen
una estructura de grupo, se les puede asociar de manera natural un
grupo topoldgico encajable en un espacio proyectivo, denominado su
variedad jacobiana, y el estudio de la curva, la superficie de Riemann
asociada y la variedad jacobiana son equivalentes.

Ademas, las superficies de Riemann de géneros superiores son los lu-
gares naturales para resolver algunas ecuaciones diferenciales parciales
tales como la ecuacién del calor, la ecuacion Kadomstev Petviashvilli
que es una ecuacion diferencial parcial que ayuda a describir el movi-
miento de onda no lineal y la ecuacién Korteweg de Vries que describe,
en una dimensién espacial, la propagacion de ondas de longitud de onda
larga en medios dispersivos.
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Esperamos que el presente trabajo motive a los jovenes en el estu-
dio del presente tema, asi como el de las areas afines, entre las cuales
tenemos:

Geometria
Anélisis Algebra
, Ecuaciones
Formas Geometria
. Diferen-
Modulares Algebraica '
ciales

Teoria de Topologia
Numeros Algebraica

Teoria de

Cédigos
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