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Durante estas ultimas décadas el interés hacia la ciencia en general y
las matemadticas en particular se estd reduciendo. Disminuyen el ni-
vel y la calidad de la educacion matematica, en primer lugar en los
paises desarrollados. Esta situacion se debe sobre todo al uso excesivo
de computadoras, calculadoras y, especialmente, del Internet que con-
vierten el aprendizaje creativo en un proceso utilitario de bisqueda de
“informacion necesaria” presentada frecuentemente en “forma mastica-
da”. Se esta gestando una actitud puramente consumidora e indiferen-
te hacia las teorias cientificas que frecuentemente contienen ideas que
emocionan la imaginacién (cuando uno la tiene). Ademads se incremen-
ta el escepticismo y la actitud negativa hacia la ciencia considerandola
como una actividad destructora de la naturaleza, que estd en contra-
diccién con una vida armoénica “natural”. Sin duda, el medio ambiente
patolégico en las grandes megalopolis combina mal con una vida dig-
na, pero jqué tiene que ver con esto el desarrollo de la tecnologia y la
ciencia? Sin sombra no hay luz y la aplicacién de los logros cientificos
y técnoldgicos a veces dan frutos destructivos. No obstante, al abor-
dar un avién estamos “casi seguros” de que aterrizaremos felizmente
en nuestro punto de destino. Poco se piensa en la cantidad enorme de
resultados e ideas cientificos y en particular matematicos que han sido
necesarios para crear los sistemas que garantizan la seguridad del vuelo
y aterrizaje. Para construir tales sistemas es necesario aplicar resulta-
dos obtenidos en diferentes areas de la teoria de probabilidad y procesos
estocasticos al desarrollo de las cuales hizo una aportacién fundamen-
tal el matemadtico ruso y soviético Andrey Kolmogorov (1903 - 1987).
A. N. Kolmogorov fue uno de los creadores mas sobresalientes de las
matematicas contemporaneas las cuales, si dejamos de lado el pragma-
tismo arriba mencionado, son una gran conquista de la cultura del siglo
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XX, y poseen su propia belleza y poesia proveyendo fuentes inagotables
para el desarrollo de las capacidades creativas de la juventud.

1. El universalismo matematico

Tal vez no es casualidad que la vida adulta de A. N. Kolmogorov prac-
ticamente transcurrié durante la época de la existencia de Unién So-
viética. En este lapso historicamente muy corto, fue creada una de las
escuelas matematicas mas fuertes y la mejor ensenanza matematica
en el mundo (segin las evaluaciones de muchos expertos). Kolmogo-
rov fue el representante mas sobresaliente y creador de esta escuela.
Contribuyé ademas en el desarrollo de la educacion matematica del
pais. Por un lado, su creatividad se manifiesta en el enfoque profun-
damente innovador en las areas tradicionales de matematicas y en la
fundacion de teorias matematicas contemporaneas importantes como la
teoria axiomatica de la probabilidad y de los procesos estocasticos y la
teoria algoritmica de aleatoriedad. Por otro lado, sorprende la diversi-
dad de sus intereses cientificos y logros importantes en diferentes ramas
de las matemadticas contemporaneas. En el articulo [13] estan citadas
las 21 4reas en las cuales trabajé Kolmogorov y donde obtuvo (en oca-
siones con la colaboracién de sus alumnos) resultados fundamentales.
Mencionemos solamente una parte de las areas en matematicas donde
trabajo con el mayor éxito:

= fundamentos de la teoria de probabilidad y teoremas limite;

procesos de Markov y procesos aleatorios estacionarios;
= légica constructiva matematica;

= sistemas dinamicos y mecédnica celeste;

= mecdnica estadistica;

= estadistica matematica;

= teoria de funciones de variable real;

» teoria algoritmica de aleatoriedad;

= teorias de aproximacion;

= probabilidad aplicada.
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Este universalismo y la diversidad de los logros son sorprendentes para
el siglo XX cuando se produjo un desarrollo exponencial de las investiga-
ciones en matematicas puras y aplicadas estimuladas por las necesida-
des de la fisica, la técnica y el desarrollo de armamentos. Las matemati-
cas se volvian cada ano mas extensas, ramificadas y especializadas. Es
natural que esto ocasionara, casi inevitablemente, la especializacién (a
veces muy exagerada) entre los mateméticos y especialistas en las apli-
caciones. Sin duda, en este sentido el “dltimo matemético universal”
Kolmogorov puede ser adscrito al gremio de los matematicos célebres
del pasado tales como L. Euler, K. Gauss, B. Riemann y, la excelen-
cia de sus logros lo pone al nivel del gran innovador y fundador de las
matematicas contemporaneas, Henri Poincaré. Vale la pena subrayar
que, a diferencia del gigante solitario Poincaré, Kolmogorov doné parte
de su talento a sus multiples alumnos que se convirtieron en notables
matematicos soviéticos. Como resultado, A. N. Kolmogorov fundé vi-
gorosas escuelas matematicas en diferentes areas de las matemaéticas
contemporaneas, pero sobre todo, en la teoria de probabilidad y proce-
sos estocdsticos.

Se estima que el nimero de trabajos publicados por Kolmogorov
(incluyendo los articulos de investigacion, libros, manuales, memorias
de congresos, articulos educativos y de divulgacién cientifica) es cercano
a los 500.

En sus memorias, los colegas y alumnos senalan su generosidad al
compartir sus ideas originales y productivas, asi como el formidable ta-
lento de A. N. Kolmogorov para descubrir relaciones profundas entre
fendmenos matematicos aparentemente muy diferentes y encontrar “so-
luciones sencillas” a problemas muy dificiles. Algunos autores senalan
con sorpresa “jpor qué nadie antes se di6 cuenta de esto, si es tan
facil?”. En la tdltima seccion trataremos de ilustrar algunos descubri-
mientos “naturales” pero fundamentales de A. N. Kolmogorov.

2. Biografia comentada

2.1. Los anos de formacién

Andrey Nikolaevich Kolmogorov nacié en abril de 1903 en Tambov
(ciudad rusa situada al sureste de Moscti), en la época del florecimiento
prerrevolucionario del arte y la ciencia en Rusia. Desafortunadamente
su madre, M. Ya. Kolmogorova, descendiente de la nobleza rusa, mu-
ri6 durante el parto. Su padre, N. M. Kataev, agronomo, que no estuvo
formalmente casado con M. Ya. Kolmogorova, no participé en la educa-
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ci6én de su hijo (en parte no por su voluntad). Andrey fue adoptado por
la hermana de su madre, V. Ya. Kolmogorova, quien la sustituyo e hizo
todo lo posible para darle una buena educacion. En 1910 la familia se
mudé a Mosci donde Andrey Kolmogorov ingresé a uno de los nuevos
colegios de “orientacion democratica”. Para los alumnos de primarias
y secundarias de hoy seria instructivo leer los siguientes recuerdos de
A. N. Kolmogorov sobre la atmosfera reinante en este colegio, que pro-
piciaba la aficién a los estudios!:

“Los grupos eran pequenos (de 15 a 20 alumnos). Una parte consi-
derable de los maestros eran apasionados de la ciencia. Habia algunos
maestros universitarios. Nuestra maestra de geografia participaba en
expediciones interesantes. Muchos alumnos competian entre si en el
estudio independiente del material extra, a veces con las intenciones
insidiosas de usar los conocimientos para avergonzar a los maestros....
En matemaéticas fui uno de los primeros de mi clase, pero mis pasiones
principales y mas serias en la escuela fueron inicialmente la biologia y
después la historia rusa”.

En el ano 1920, ya en los tiempos dificiles de ruina postrevoluciona-
ria, A. N. Kolmogorov ingresa simultaneamente a la Facultad de Ma-
temadticas de la Universidad de Moscu y al Instituto (Superior) Quimico
- Tecnolégico D.I. Mendeleev. Pronto los intereses matematicos ocupan
el lugar principal y deja el Instituto. Para sostenerse tiene que realizar
periédicamente trabajos rutinarios (un tiempo fue cobrador de tranvia,
por ejemplo). Sin embargo, ademés de sus brillantes estudios en la uni-
versidad, Andrey Nikolaevich encontraba tiempo para participar en el
trabajo del circulo de aficionados de historia donde realizé su primer
trabajo de investigacién dedicado a la historia antigua de Rusia (el ma-
nuscrito fue encontrado después de su muerte y publicado). Es intere-
sante senalar que, en sus anos de madurez, Kolmogorov volvio a realizar
investigaciones en ciencias humanas, elaborando métodos probabilisti-
cos en lingiiistica (y aplicindolos, por ejemplo, para el andlisis de las
estructuras lingiiisticas del gran poeta ruso Alexander Pushkin).

En la universidad, el estudiante capaz pronto fue detectado por el
fundador de la escuela rusa de funciones de variable real N. N. Luzin.
A. N. Kolmogorov se convirtié en uno de sus discipulos. A la edad
de 19 afios, siendo estudiante de segundo ano de licenciatura, A. N.
Kolmogorov construyd y publicé (ver [5]) un contraejemplo inesperado
en la teorfa de funciones. A saber, construyé una funcién f : [0,27) —

ITraduccién del inglés de la cita de [4]
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R, tal que fozw |f(t)|dt < oo, y para la cual serie de Fourier:
Y Fme™, telo,2m), (*)

donde f(n) == L [F"f(t)e ™dt, n e {...,-2,-1,0,1,2,...},
diverge en “casi todos” los puntos del intervalo [0,27) (y por eso no
representa la funcién f). Mas tarde Kolmogorov perfeccioné el ejemplo
demostrando la divergencia en todos los puntos del intervalo [0, 27).
Las integrales involucradas en las formulas se entienden en el sentido de
Lebesgue (puesto que la funcién en este ejemplo no puede ser continua).

Cabe senalar que en 1966, Carleson demostré que sip > 1y

[ o < s,
0

entonces la serie de Fourier (*) converge a la funcién f en “casi todos”
los puntos del intervalo. Es decir,

) =3 fn)e™

para la “mayoria” de puntos de [0, 27). Gracias a su descubrimiento, el
estudiante Kolmogorov adquirié en tan sélo algunos meses fama inter-
nacional en el mundo de las matematicas.

Al terminar los 5 anos de universidad, en 1925, A. N. Kolmogorov
ingreso al doctorado bajo la asesoria de N. N. Luzin y durante los si-
guientes cuatro anos publicé 14 trabajos de investigacion en teoria de
funciones, en teoria de probabilidad y en légica constructiva matemati-
ca. En particular, realizé una serie de trabajos fundamentales en logica
constructiva que le dieron amplio renombre internacional.

2.2. La profesion

Durante el doctorado y los siguientes anos de trabajo en la Universi-
dad de Moscu, la colaboracién con el gran especialista en la teoria de
probabilidad A. Khinchine y el conocimiento de los trabajos de las es-
cuelas de probabilidad rusa y francesa (Markov, Lyapunov, Bernstein,
Borel, Levy) alimentaron el interés de Kolmogorov hacia los problemas
de la teoria de probabilidad. Demostré una serie de teoremas (actual-
mente clasicos) relacionados con las leyes de grandes ntimeros y la ley
del logaritmo iterado. En 1933 publicé en alemén su libro sobre fun-
damentos de la teoria de probabilidad (ver su traduccién al inglés [6])
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en el cual construyé la axiomatica de la teoria de probabilidad y de-
mostré algunos teoremas fundamentales que actualmente son la base de
la teoria de probabilidad y procesos estocéasticos. La aparicion de este
libro, asi como la fuerte influencia de las nuevas tecnologias en forma-
cién (por ejemplo, la radiolocalizacién), llevaron al desarrollo intensivo
de los métodos de la teoria de probabilidades y procesos estocasticos
en la Unién Soviética, Francia, EEUU y otros paises.

En 1941 A. N. Kolmogorov creé la teoria de alisamiento y predic-
cién de las sucesiones aleatorias estacionarias, que fue redescubierta (se
afirma que en forma independiente) en 1949 por el cientifico norteame-
ricano N. Wiener. Esta teoria, que encontré importantes aplicaciones en
radiolocalizacién y otras ramas de la tecnologia, fue llamada “método
de Wiener”. Solamente en anos posteriores comenzé a llamarse “método
de Wiener - Kolmogorov”.

Un poco antes, Kolmogorov publicé un articulo en el cual estable-
ci6 las relaciones profundas entre las teorias de procesos de Markov y de
ecuaciones diferenciales que a primera vista no tienen nada en comun.

Durante la Segunda Guerra Mundial la mayoria de los cientificos
soviéticos trabajo sobre problemas aplicados a la defensa del pais. A.
N. Kolmogorov no fue la excepciéon. Un poco antes de la guerra obtuvo
y publicé en 1941 resultados importantes en el estudio de turbulencia.
Durante mucho tiempo el fenémeno de turbulencia (en cierto sentido
el “movimiento cadtico de liquidos o gases”) ha sido un obstaculo pa-
ra construir aviones de reaccion aerodinamicamente estables. En este
tiempo, Kolmogorov también se ocupd del analisis y la optimizacién de
distribucion de la caida de proyectiles de artilleria.

2.3. Formacion de la Escuela

En la historia de las matematicas soviéticas, y de posiblemente de to-
da la ciencia soviética, no ha habido un cientifico como Kolmogorov,
con la cantidad de alumnos que se convirtieron en especialistas famo-
sos a nivel mundial. Citemos, entre otros, a matematicos como V. Ar-
nold (sistemas dindmicos, ecuaciones diferenciales y otros), A. Maltzev
(algebra), A. Shiryaev (procesos aleatorios y matematicas financieras),
V. Uspensky (teoria de algoritmos), Yu. Prokhorov, A. Borovkov, V.
Zolotarev (teoria de probabilidad), I. Gelfand (andlisis funcional), P.
Martin-Lof (aleatoriedad algoritmica), y Ya. Sinay (teoria ergddica).
Muchos colegas y alumnos senalan [11] la enorme capacidad de
Kolmogorov para generar una multitud de ideas nuevas, interesantes
e inesperadas, y compartirlas generosamente con los que lo rodeaban,
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especialmente con sus alumnos, de los que apreciaba, por encima de
cualquier otra virtud, la independencia creativa y los impulsaba para
que trataran de resolver problemas matemaéaticos muy dificiles e impor-
tantes.

Kolmogorov prodigaba sus ideas cientificas no sélo por su caracter
generoso, sino porque entendia perfectamente que el tiempo es limitado,
y que solo no podria llevar a cabo sus miultiples proyectos. Ademsds, le
gustaba buscar las soluciones principales de problemas que presentaban
retos, pero no le agradaba ocuparse de detalles técnicos, de la investi-
gacion de todas las inferencias y de todas las aplicaciones posibles.
Trataba de encargar esta parte de trabajo a otros. A veces formulaba
los teoremas sin ofrecer su demostracion. Un ejemplo ilustrativo es la
creacion de las bases de la teoria famosa de mecéanica clasica conoci-
da actualmente como KAM-teorfa (Kolmogorov, Arnold, Moser). En
1954 Kolmogorov publicé un articulo corto en el cual expuso un nuevo
método del estudio de perturbaciones y estabilidad de las trayectorias
de los sistemas dindmicos analiticos (definidos por las ecuaciones dife-
renciales). Este método fue un avance serio en la solucién del problema
(presente desde los tiempos Newton y Laplace) de la estabilidad de mo-
vimiento de tales sistemas como el sistema solar. El teorema principal
del articulo fue presentado por Kolmogorov sin demostrar. En 1962 el
matematico suizo J. Moser generalizé el teorema de Kolmogorov del
caso de las funciones analiticas al caso de funciones 333 veces diferen-
ciables (%5°111).

Como escribe Arnold [1]: “Esto fue un logro formidable porque el
mismo Kolmogorov consideraba que ni siquiera bastaria con un ntiimero
infinito de derivadas...”

En 1963 V. Arnold publicé la demostracion del teorema de Kolmo-
gorov del 1954 y en los anos subsiguientes continud el desarrollo de la
teoria de estabilidad cualitativa de sistemas dindmicos. Al mismo tiem-
po, a mediados de los anos 60, aparecieron los articulos norteamericanos
que contenian las aplicaciones y generalizaciones del “método de Mo-
ser”. Arnold (completamente apoyado por Moser) se pronuncié enérgi-
camente en contra de los intentos de atribuir la autoria del método
de Kolmogorov a Moser. La teoria KAM se hizo clasica en mecanica
y encontré multiples aplicaciones en fisica. Aunque la teoria KAM no
puede aplicarse directamente al analisis de la estabilidad del sistema
n cuerpos, como el sistema solar, V. Arnold y M. Sevriuk demostra-
ron posteriormente que para “casi todas” las condiciones iniciales, el
movimiento de estos sistemas es estable y que la “probabilidad” de las
evoluciones que llevan a las catastrofes (como, por ejemplo, las colisio-
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nes entre planetas) es pequena.

Otro resultado de la colaboracion entre estos grandes matematicos
fue la solucién del problema 13 de Hilbert? que podemos formular me-
diante la siguiente pregunta jes posible representar toda funcién con-
tinua de tres variables como la composicion de funciones continuas de
dos variables? (D. Hilbert suponia que no).

Los esfuerzos conjuntos de Kolmogorov y Arnold llevaron a la solu-
cién de un problema més general que el problema propuesto por Hilbert
(con el resultado opuesto a la hipétesis del ultimo). En 1956 A. N. Kol-
mogorov demostré que cualquier funcién continua de n (n > 3) varia-
bles reales puede ser representada como una composicién de funciones
continuas de 3 variables. Con esto elaboré el método que permitio a su
alumno V. I. Arnold demostrar lo mismo utilizando solamente compo-
siciones de funciones de dos variables. El acorde final fue el resultado
de Kolmogorov, obtenido en 1957 (véase [7]), donde establecié que toda
funcién continua de n (n > 2) variables puede ser expresada mediante
sumas y composiciones de funciones continuas de una variable.

No es nuestro propésito hacer una descripcion de todos los logros
matematicos de Kolmogorov, aunque mencionaremos algunos en la sec-
cién final.

2.4. Las controversias

Kolmogorov, un matematico brillante y generoso en muchos aspectos,
se vié envuelto sin embargo en algunas situaciones que arrojan algo de
sombra sobre su personalidad. La vida de una persona y el retrato de
esta vida como aparece en los articulos conmemorativos y memorias
suelen diferir.

2.4.1. El caso Luzin

Hubo en la vida de A. Kolmogorov y algunos otros matemaéticos de
su generacién un episodio desagradable conocido como el “proceso de
Luzin” (ver [14]). En 1936 la élite partidista inici6é una accién contra el
viejo fundador de la escuela matematica moscovita, donde se formaron,
entre otros, los brillantes A. Khinchine, P. Alexandrov, A. Kolmogorov.
Este “proceso”, que afortunadamente no llegd hasta sus ultimas conse-
cuencias, fue emprendido en 1936 por razones puramente politicas. En

2V. 1. Arnold considera [1] que los famosos “problemas de Hilbert” (formulados
en el Congreso de matematicos en 1900) y su solucién no ejercieron una influen-
cia considerable en desarrollo de las matematicas en el siglo XX, a diferencia de
resultados, ideas y predicciones de H. Poincaré.
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visperas de la guerra con Alemania, los mejores matematicos soviéticos
publicaban en el extranjero, en especial, en Alemania. A pesar de que se
trataba de una préactica comun, este argumento fue utilizado contra N.
N. Luzin, para mostrar su falta de patriotismo. Con el fin de inculpar
a Luzin, todavia fuera de tribunales, se organizé una comision especial
de la Academia de Ciencias de la URSS. Se atrajeron en calidad de
“acusadores potenciales” a colegas y alumnos de Luzin. Y si bien al-
gunos matematicos conocidos de la generacién mayor (S. Bernstien, A.
Krylov, I. Vinogradov) se pronunciaron en su defensa justamente opi-
nando que los “errores” reales y ficticios de N. Luzin no correspondian
ni a la décima parte de las acusaciones que le imputaban, muchos de
sus jovenes alumnos (A. Khinchine, P. Alexandrov, A. Kolmogorov en-
tre otros) y colegas (B. Sigal, S. Sobolev) apoyaron las acusaciones. Es
notable que el acusador mas agresivo fuera el conocido topélogo P. S.
Alexandrov (amigo cercano de Kolmogorov) quien ya en aquel entonces
2] tenia serios conflictos con Luzin. La postura tan hostil y agresiva de
una parte de la comunidad matematica soviética, que llegé hasta acu-
sarlo de causar dano a la URSS y casi de espiar a favor de Alemania,
hubiera podido llevar a que Luzin, ya de avanzada edad y destruido mo-
ralmente, compartiera el destino de su maestro, el famoso matematico
D. Egorov que fallecié en el campo de concentracion. Afortunadamen-
te, como creen los autores de la investigacién [2], Stalin considerd que
la “leccion de patriotismo” ya habia sido impartida y dio érdenes de
poner fin al “proceso”.

Desde aquél entonces y durante varias décadas los matematicos so-
viéticos publicaron sus trabajos unicamente en la URSS. Es curioso
que a pesar de todos sus méritos cientificos, P. S. Alexandrov no pudo
ser elegido a la Academia de Ciencias de la URSS hasta la muerte de
N. Luzin en 1950 (la membresia de la Academia de Ciencias era muy
prestigiosa y bien pagada.)

2.4.2. La reforma educativa

Otro episodio ensombrecid los tltimos anos de Kolmogorov. A fina-
les de los anos 60 tanto en el medio pedagdgico como, en parte, en
el cientifico, surgio la inquietud de que la ensenanza de las matemati-
cas en la escuela “se encontraba en retraso respecto de las exigencias
de la época”. Posiblemente estas afirmaciones eran estimuladas por el
proceso de la “bourbakizacién” de las matemaéticas®. La “bourbakiza-
ciéon” en las escuelas y las universidades produjo que se remplazara

3Terminologia de V. Arnold propuesta en honor del autor colectivo francés “N.
Bourbaki”, conocido de sus monografias matematicas que se distinguian por la
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la ensenanza intuitiva (directa) y razonablemente formalizada (en par-
ticular, con el uso de multiples ejemplos) por el enfoque puramente
formal basado en la teoria de conjuntos. De acuerdo con la opinién de
Arnold [1], en Francia (y, parcialmente, en EEUU) esto llevé con el
tiempo a la caida catastrofica e irrecuperable del nivel de la educacion
matematica en escuelas y universidades. No obstante, en los anos 60
se difundié profusamente la idea de “bourbakizar” la educacién, y en
la URSS se decidi6 llevar a cabo una reforma en la ensenanza de las
matematicas y la fisica en escuela (que duré hasta finales de los afos
70).

Uno de los idedlogos y lideres de la reforma de la educacién mate-
matica fue A. N. Kolmogorov. Con la “bendiciéon” de Kolmogorov y
otros lideres de la reforma se escribieron nuevos manuales de algebra
elemental y de geometria, obligatorios para el uso en las secundarias y
preparatorias y se editaron los materiales de apoyo para los maestros.
Cabe senalar que en aquel entonces en la URSS los programas y los ma-
nuales eran estandares y obligatorios para todas las escuelas del pais lo
que se puede ver como reminiscencias del “totalitarismo”, pero también
puede argumentarse que con esto se aseguraba un nivel promedio alto
de la educacion.

Segun la opinién de la inmensa mayoria de los matematicos repu-
tados de la Unién Soviética la reforma de la ensenanza matematica
fracaso. Los manuales resultaron mal disenados desde el punto de vista
pedagogico, sobrecargados de definiciones formales y de demostraciones
poco ilustrativas y poco intuitivas. La mayoria de los escolares y parte
considerable de los maestros no podian entender mucho de lo escrito
en estos libros. Esto produjo grandes problemas con la ensenanza y la
comprensién. Por si esto no fuera suficiente, la exposicién formal impi-
di6 que los escolares lograran dominar los procedimientos practicos del
uso de las matematicas (lo que es importante para muchas especialida-
des).

A modo de ejemplo, el eminente matemaético soviético L. S. Pontrya-
gin en el libro de memorias [10], en referencia al nuevo manual de dlge-
bra elemental para el segundo ano de la secundaria (para nifos de 12-13
anos), escribe (traduccién del ruso):

“...Después de esto en el sexto grado se introducia el concepto de
funcién basandose en la nocién de relacién: Se dice que una funcion es
la relacion con la cual cada punto x del conjunto P se encuentra en la
correspondencia con no mas de un punto del conjunto @). El subconjunto
del conjunto P que comprende todos x que se encuentran en la relacién

exposicién extremadamente formal.
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con algunos puntos y del conjunto ), se llama dominio de la funcién...”

Como resultado, a finales de los anos 70, la reforma de la educacion
fue detenida y la seccion de las matemaéticas de la Academia de Ciencias
de la URSS tomo6 la decisiéon de preparar nuevos libros de texto de
matematicas, més realistas y de mejor calidad.

Una parte de la responsabilidad por la reforma fracasada de la edu-
cacion matemaética y la cierta disminucién del nivel de la educacién
matematica masiva recayo en el lider de la reforma, A. N. Kolmogo-
rov. Segun la opinién de Pontryagin [10] una de las posibles razones
del fracaso puede ser encontrada en el caracter de A. N. Kolmogorov
que con frecuencia se entusiasmaba con un quehacer nuevo pero que no
podia llevar a cabo las tareas rutinarias. Por consiguiente, el trabajo
real de la preparacién de libros de texto quedd en las manos de perso-
nas frecuentemente no calificadas o poco concienzudas (arribistas de la

Academia de Ciencias Pedagdgicas de la URSS).

Otra razon plausible del fracaso es la insuficiencia del sentido de
realidad frecuentemente propia de las personalidades altamente creati-
vas. El trato con los mejores estudiantes de la Universidad de Moscu y
los escolares talentosos de su internado fisico-matematico podia contri-
buir a la impresién errénea de Kolmogorov sobre el nivel promedio de
la educacién y el intelecto de los escolares y sus maestros en el pafis.
Posiblemente Kolmogorov creia que el alto grado del pensamiento abs-
tracto es accesible para la mayoria de la juventud. Result6 que esto no
era del todo cierto, ni siquiera en la URSS que contaba con una buena
educacién primaria, ni qué decir de la situacién en otros lugares como
Francia donde, segtin la opinién de V. Arnold [1], el 20 % de los reclutas
de las fuerzas armadas no saben leer.

Es posible suponer que la reforma fracasada de la educacion en los
anos 70 sirvié de prototipo de la “seudo-reforma” de finales de los atios
80 que comenzé cuando en la Unién Soviética realmente se presentd una
crisis. En vez de encontrar los medios (que en realidad habia) para
superar esta crisis en los margenes y con los métodos del socialismo,
las fuerzas influyentes tanto en el interior, como en el exterior del pais
prefirieron, bajo la observacion pasiva de la poblacién, destruir tanto el
sistema como el pais. Entre las consecuencias graves de la “Perestroika”
se encuentran las reformas sin fin de la escuela secundaria, preparatoria
y superior, con las cuales la educaciéon matemética (hablando de una
educacion real) se muere lenta, pero inexorablemente.
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2.5. La labor pedagogica de A. N. Kolmogorov

A. N. Kolmogorov era generoso no solamente en ideas cientificas. Ayu-
daba con frecuencia a sus colegas y estudiantes a resolver problemas
cotidianos relacionados con el estudio y el trabajo (por ejemplo, cuan-
do era decano de la Facultad de Mecanica y Matematicas de la Uni-
versidad de Moscii). Otro dato relevante: Kolmogorov gasté gran parte
de los recursos que obtuvo por el prestigioso Premio Bolzman (1963)
en crear y mantener la biblioteca especializada en teoria de probabi-
lidad, procesos aleatorios y estadistica mateméatica en la Universidad
de Mosci. Merece mencionar que en la Unién Soviética era comun la
ausencia de la aspiracién de acumular riquezas entre la gente de profe-
siones creativas. Las condiciones de trabajo y su caracter creativo eran
mas importantes. Por otro lado, la gente de este medio, como regla,
tenia relativamente buenos ingresos, suficientes para una vida de cali-
dad (en las condiciones cuando, por ejemplo, el nivel de servicio médico
o la accesibilidad y la calidad de educacién de los nifios practicamente
no dependian de nivel de ingresos).

En los ultimos 25 anos de su vida A. N. Kolmogorov dedicé mu-
cho tiempo a la educaciéon matematica de los escolares. En 1963 orga-
nizé un internado fisico-matematico adjunto a la Universidad Estatal
de Moscu para los adolescentes talentosos. Por medio de las olimpia-
das escolares buscaban a los jovenes capaces (hombres y mujeres) y les
proponian vivir y estudiar en este colegio especializado. Muchos de los
egresados del internado se convirtieron posteriormente en cientificos co-
nocidos (no solamente en fisica o las matemaéticas). Andrey Nikolaevich
dedicaba muchas fuerzas y tiempo al internado. Elaboraba programas
y daba, él mismo, conferencias y seminarios alli (hasta 10 horas por
semana). Las clases que impartia no se limitaban a las matematicas, a
veces eran dedicadas al arte y literatura.

En 1970 A. Kolmogorov, junto con el conocido fisico I. Kikoin,
fundé y empezo a redactar una revista fisico-matematica ilustrada para
los escolares y maestros del magisterio. Recuerdo bien que las ediciones
de la revista, como regla, contenian articulos de divulgacién cientifica
muy interesantes (escritos por cientificos famosos), excelentes proble-
mas y sus soluciones originales, buenas ilustraciones a color, etc. Esta
revista jugd un papel importante en la capacitacion de los maestros, el
mejoramiento de la calidad de educacién y la estimulacién del interés
hacia las ciencias exactas entre los escolares.
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2.6. Algunas observaciones adicionales

No hace falta decir que laborando toda su vida en la Universidad es-
tatal de Moscu, A. N. Kolmogorov prepard y dio una cantidad enorme
de cursos generales y especializados en diversas areas de las matemati-
cas. A veces ofrecia conferencias para un auditorio amplio (escolares y
demads) sobre cuestiones filoséficas de las matemaéticas y la cibernética.
Se dice que sus conferencias especializadas eran un modelo del proceso
creativo, pero que no siempre eran comprensibles para los oyentes. En
aquel entonces se decia: “los estudiantes de doctorado pueden entender
las conferencias de Kolmogorov para los escolares, los doctores en cien-
cias pueden entender las conferencias para los estudiantes de doctorado
y las conferencias para los doctores en ciencias son sélo accesibles pa-
ra el propio Kolmogorov”. El autor de estos apuntes tuvo la suerte de
poder escuchar en ocasiones conferencias de Kolmogorov en congresos
matematicos y puede confirmar lo justo de esta opinidn.

En muchas memorias mencionan la perfecta condicién fisica de Kol-
mogorov quien practico activamente el deporte hasta la edad de 70 anos.
Hablando acerca de su personalidad, sin duda podemos creer a A. Shir-
yaev (quien traté a Kolmogorov a lo largo de varias décadas) en que
Andrey Nikolaevich se distinguia por “la suprema honestidad cientifica,
la objetividad, la modestia, la sensibilidad y la generosidad” [11].

A. N. Shiryaev, su alumno y famoso especialista en el area de proce-
sos estocdsticos, testifica documentalmente (ver [11]) que Kolmogorov
en 1943 (cerca de cumplir los 40 afios) hizo y anoté en su diario un
plan bastante detallado de la actividad que desarrollaria en los siguien-
tes cuarenta anos (qué investigaciones realizar, qué monografias, ma-
nuales y articulos escribir, qué materias nuevas ensenar, etc.). En [11]
fue notado que el plan se ha cumplido en su totalidad, a excepcion del
ultimo punto “escribir las memorias de mi vida”. Los 40 anos mencio-
nados de la vida de A. N. Kolmogorov fueron saturados con una intensa
actividad cientifica, cientifico-organizacional y pedagdgica que trajeron
muchos resultados formidables en diversas dreas de las matemaéticas (y
no solamente de matemaéticas) y sus aplicaciones.

3. Comentarios acerca de algunas ideas
“naturales” de A. N. Kolmogorov
En esta secciéon expondremos, sin entrar en demasiados detalles, cua-

tro descubrimientos matematicos de Kolmogorov en diferentes areas de
las matematicas. Aunque parecen “sencillos”, el primer descubrimiento
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sento las bases del desarrollo de las teorias de probabilidad y proce-
sos estocdsticos en el siglo XX, el segundo resulté més tarde ser clave
para formular y demostrar muchos teoremas limite para los procesos
aleatorios y procedimientos estadisticos (incluyendo el procedimiento
de reconocimiento de imégenes), el tercero establecié los fundamentos
de la teoria algoritmica de aleatoriedad, y el cuarto resulto ser extre-
madamente 1til en la estadistica no paramétrica aplicada.

3.1. Axiomatica de la teoria de probabilidad
y procesos estocasticos

Los primeros célculos probabilisticos relacionados con el analisis de los
juegos de azar aparecieron a finales del siglo XV y los dos primeros teo-
remas serios de la teoria de probabilidad fueron demostrados al inicio
del siglo XVIII por J. Bernoulli y A. de Moivre. Ademas del algebra
elemental, las herramientas matematicas se reducian a la formula de
Stirling para factoriales (que descubrié De Moivre, al parecer antes de
Stirling). Después, a diferencia, por ejemplo, del célculo o de las ecua-
ciones diferenciales, durante casi 250 anos no se observo un desarrollo
significativo de la teoria de probabilidad hasta el dltimo cuarto del si-
glo XIX cuando gracias a los esfuerzos de la “escuela rusa” (Chebyshev,
Mérkov, Lyapunov) se inicié la elaboracién de métodos de la teoria de
probabilidad y, a comienzos del siglo XX, A. Lyapunov demostré un
teorema del limite central muy general. Paralelamente en Francia, E.
Borel aplico las nuevas ideas de la teoria de medida para demostrar una
version de la ley fuerte de grandes ntimeros y P. Levy inici6 el fructife-
ro desarrollo de la teoria de convergencia débil de sumas de variables
aleatorias independientes.

A pesar de estos éxitos evidentes completados por el desarrollo in-
tenso de la estadistica matematica, en los anos 20 del siglo pasado, la
teoria de probabilidad, al igual que la teoria de procesos aleatorios y
la estadistica matematica, no estaba basada en un fundamento sélido
(axiomética). Contrariamente a lo sucedido, por ejemplo en el anali-
sis, donde la definicién de funcién continua habia sido establecida de
manera logicamente irreprochable basada en la teoria de conjuntos,
en la teoria de probabilidad, aparte de algunos casos particulares, no
era claro como precisar y definir formalmente conceptos bésicos tales
como “evento”, “probabilidad”, “independencia”, “promedio”, “espe-
ranza condicional”, etc. No habfa ni siquiera una definicién general
satisfactoria del objeto central de la teoria de probabilidad: variable
aleatoria (o de vector aleatorio).
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Por otra parte, en esa época ya existia la teoria de la medida y Le-
besgue habia desarrollado la teoria la integracion en espacios abstractos
con respecto a una medida. Aprovechando estas dos teorias y partiendo
de los descubrimientos iniciales de E. Borel, A. N. Kolmogorov cons-
truyo al inicio de los afios 30 la axiomatica de la teoria de probabilidad
(y procesos estocésticos) que publicé en Alemania en el afio 1933 en un
libro pequeno (véase la traduccion al inglés [6]).

La nocién base de esta axiomatica es el espacio de probabilidad
(Q, F, P), donde € es un conjunto arbitrario pero fijo, F = {A, B, ...}
es la familia dada de subconjuntos de €2 que satisface ciertas condicio-
nes (o-algebra). Los elementos de F se denominan eventos. Finalmen-
te, P : F — [0,1] es la funcién que define una medida de probabili-
dad en F, es decir, para cada evento A € F se define su probabilidad
P(A) € [0,1]. La probabilidad debe satisfacer las siguientes condiciones

P(Q)=1; P(A;UAU...)=P(A) + P(Ay) + ... (1)

para cualesquiera eventos Aj, Ay, ... disjuntos. La propiedad (1) se
llama o-aditividad de la probabilidad.

Un wvector aleatorio X, se define como una funcion X : Q@ — R”
que satisface ciertas condiciones muy generales (de “medibilidad”). Es
decir, para cada w € €) se pone en correspondencia el vector X (w) € R"
que representa uno de los valores posibles de X. Cuando n = 1, X se
llama variable aleatoria. A partir de las probabilidades

P(XeB):=Pwe: X(w)eB), BCR"

se define la distribucion del vector aleatorio X.
La esperanza matemdtica EX (valor promedio) de una variable alea-
toria X se define como el siguiente ntimero real

EX = /Q X (w)P(dw). 2)

En la parte derecha de la igualdad (2) se utiliza la integral de Lebes-
gue, la cual se calcula, por ejemplo, como: EX =), X (wy)P(wg), si el
espacio muestral €2 es numerable o finito, o bien se reduce a la integral
habitual de Riemann cuando Q = R* y X es una funcién “suficien-
temente buena” (por ejemplo, continua). Ademds de la definicién de
promedio, la integral de Lebesgue se utiliza eficientemente para otros
objetivos en la teoria construida sobre la base de axiomatica de Kolmo-
gorov. La nocion de la integral de Riemann es insuficiente para realizar
estos objetivos.
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Una de las nociones centrales en la teoria de probabilidades —la
nocién de independencia— se define en los términos del producto de
distribuciones. Usando los conceptos de la teoria de la medida y la
teoria de funciones, se introducen diferentes tipos de convergencia de
vectores aleatorios y variables aleatorias y otras nociones fundamentales
para la teoria de probabilidad, la teoria de procesos estocasticos y la
estadistica matematica.

Es importante subrayar que en el libro de Kolmogorov [6] junto con
algunos teoremas bésicos de la teoria de probabilidad (tales como la
versién general de la ley fuerte de los grandes nimeros) estan demos-
trados dos teoremas fundamentales que predeterminaron el desarrollo
de la teoria contemporanea de procesos estocasticos:

(a) El teorema de existencia y unicidad de la distribucién infinito-
dimensional con distribuciones finito-dimensional dadas.

b) El teorema general de existencia y unicidad de la esperanza con-
g
dicional.

Para demostrar el teorema mencionado en el inciso (b), Kolmogorov
utilizo6 la integral de Lebesgue (del tipo (2)) y el concepto de la “deri-
vada” de una medida con respecto a otra. En ciertos casos la derivada
usual también puede ser considerada como la derivada de la medida pu
definida por la relacién

(B = / f()dt, BCR
B
con respecto a la medida de Lebesgque ¢ generada por {([a,b]) := b —

a (la longitud del intervalo). En efecto, tomando B = [z,x + Azx] y
suponiendo que f es continua en z, obtenemos:

+Ax
p([z,z + Az]) = / f(t)dt = f(x)Az, lo que implica:
o oplmredd) o f@As
ar @ = A e e A T Am TAr @

El teorema en el inciso (a) en particular, establece la existencia
de espacios de probabilidad apropiados para el estudio de fenémenos
aleatorios muy diversos. Ademds, este teorema ha tenido muchas apli-
caciones fuera de la teoria de probabilidad.

El axioma (1) de la o-aditividad lleva a “paradojas” del siguiente
tipo. Supongamos que “arrojamos al azar” un punto (matemético, sin
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tamano) al intervalo (0,1) de tal manera que P(caida en B) := {¢(B) (la
medida de Lebesgue que se reduce a longitud cuando B es un intervalo).
Sea @@ C (0,1) el conjunto de todos los nimeros racionales de (0,1)
(numerable y denso en (0,1)). Entonces por (1),

P(el punto caerd en Q) = ZP({l’}) = Zﬁ([x, z]) = ZO =0,

z€EQ z€Q z€Q

y, por otra parte
P(el punto caera en el conjunto de nimeros irracionales) =1 —0 = 1.

Sin embargo, al realizar cualquier medicién fisica (o cualquier otro
tipo) siempre obtenemos un nimero racional. La naturaleza de esta
“paradoja” ilusoria podria ser relacionada con la definicion de velocidad
instantédnea V' (t) en fisica
_dS(t) S(t+ At) — S(t)

Vit)=—— = Jim A ()

donde S(t) es la posicién del cuerpo en el instante t. Para realizar
“calculos reales” (o “mediciones reales”) nadie puede tomar en cuenta
los intervalos de tiempo At, digamos menores que 107" (tal vez,
intervalos de tiempo de esta magnitud ni siquiera existen). Es decir, el
limite en (3) “carece de sentido fisico”. No obstante, el uso de limites
abstractos como él que aparece en (3), estd en la base de una gran parte
de las ciencias exactas contemporaneas, sin las cuales la civilizaciéon no
seria lo que es ahora.

La axiomética propuesta en [6] fue apreciada en su justo valor por la
inmensa mayoria de los investigadores de fenémenos aleatorios y desde
entonces sirve como base para el desarrollo de la teoria de probabili-
dad, procesos estocésticos y la estadistica matemadtica (aunque existen
las axiomédticas alternativas). El papel excepcional del libro [6] en la
historia de la ciencia es senalada por los clasicos de la teoria de pro-
cesos aleatorios D. L. Doob (EEUU) y K. Ito (Japén). El hecho de
que la axiomatica de Kolmogorov es adecuada para la construccién y
el desarrollo de las teorias mencionadas se demuestra por sus multi-
ples aplicaciones exitosas casi en todas las ciencias exactas, ingenierias,
economia, medicina, industria, agricultura, etc.

3.2. e-entropia de conjuntos compactos

En la recta real R = (—o00,00) con la distancia (métrica) d(z,y) :=
|z —y|; x,y € R, la “esfera” cerrada B, con radio ¢ > 0 y centro en el
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punto xg es el conjunto
B. = Be(zg) :=={z € R: d(xp,z) <€} =[xo— €, 20+ €.

Llamaremos e-esfera al conjunto B..

Para cualquier intervalo acotado cerrado (i.e. compacto) K = [a, b]
C R (a < b), el numero minimo de e-esferas (¢ > 0) que cubren [a, b],
es igual a

N.(K,) = {b_“} <Ce!, (4)
2¢
donde {y} denota el minimo nimero entero mayor o igual a y, y C' =
C[K] es una constante que depende solamente de a y b. En la desigual-
dad (4), y en lo que sigue, consideramos € > 0 “pequenos”, es decir nos
interesamos en el caso cuando € — 0.

En el plano R? con la métrica

d(x,y) = méx{|z1 =y, |2 —val}; @ = (21,22), y = (y1,42) € R?, (5)
la “e-esfera” cerrada B con centro en T = (¢, yo) serd el conjunto:
B. = Be(zo,0) = {z € R* 1 d(,7) < e} = [mo—e¢, zo+e] X [yo—¢, yo+¢]

que es, en realidad, un cuadrado.
No es dificil entender porqué el niimero minimo N (K5) de e-esferas
que cubren el rectdngulo Ky = [a,b] X [c,d], se estima mediante

N.(Ky) < Ce™?, (6)

donde C' es una constante que depende solamente de Ks.
Consideremos ahora el espacio euclideano n-dimensional R™ con
la métrica euclidiana (o cualquier otra métrica equivalente, como por
ejemplo la generalizacién de la dada en (5)). Sea K, cualquier compacto
en R™ (conjunto acotado y cerrado, como una esfera o un paralelepipe-
do). Generalizando (4) y (6), observamos que el nimero minimo N, (K,)
de e-esferas con las cuales se puede cubrir el conjunto K, satisface la
desigualdad
N (K,) <Ce™, (7)

con alguna constante C' que depende de K,. Notemos que cuando el
compacto K, es “verdaderamente n-dimensional”, es imposible dismi-
nuir el exponente n en (7). Sin embargo, atin en la recta R hay sub-
conjuntos compactos no numerables para los cuales N, crece mas lento
que 1/e cuando € — 0 (los llamados “conjuntos de dimensién fractal”).
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Por ejemplo, para el conocido compacto de Cantor K. C [0, 1] se tiene
que:
N(K.) < Ce™, (8)

In2
donde d = o= ~ 0.631 (el valor de d se interpreta como la dimensién

n
fractal del conjunto K.).

En el trabajo de Kolmogorov y Tikhomirov (ver [8]) fueron investi-
gadas las tasas de crecimiento (cuando € — 0) de los tamanos de recu-
brimientos minimos finitos por e-esferas de compactos en los diferentes
espacios métricos cuyos elementos son funciones (espacios funcionales).
Examinemos un ejemplo sencillo. Para un segmento dado [a,b] en R,
sea Cla, b] el conjunto de todas las funciones continuas ¢ : [a,b] — R.
Para cada par de funciones ¢, f € C|[a, b] se define la métrica uniforme

(g, f) == méx |p(x) — f(z)].

z€[a,b]

La e-esfera cerrada B, (con centro en fy € Cla,b]) que corresponde
a esta distancia es el siguiente subconjunto de Cfa, b]:

Be = Be(fo) = {p € Cla,b] - max |p(z) = fo(r)] <€} (9)

z€a,b]

La desigualdad en esta definicién significa que ¢ € B.(fo) si y sélo si
el wvalor ¢(x) se encuentra en el intervalo [fo(z) — €, fo(x) + €] para
cada = € [a,b]. Consideremos el subconjunto compacto K de Cla, b
que se compone de todas las funciones ¢ derivables en [a, b] tales que
|/ ()] < 1 para todo = € la,b]. Denotemos por N.(K) el ntmero
minimo de e-esferas que cubren K. De la compacidad K se sigue que
N (K) es finito para cualquier € > 0. Los resultados obtenidos en [8]
implican que existen constantes positivas b; y by, tales que para cada
e >0,

N.(K) < exp (a2 + (b — a))/e} (10)

N(K) = exp {b2[2 + (b —a)]/e} . (11)

A diferencia de (7) donde la cantidad de e-esferas que cubren el
compacto aumenta, cuando € — 0, como una funciéon de potencias

(—) , en (10) la tasa del crecimiento es exponencial. Esto refleja el
€

hecho de que el espacio métrico C|a, b] tiene “dimensién infinita”.

Las desigualdades del tipo (10) y (11) tienen aplicaciones ttiles,
sobre todo en la teoria de la aproximacién de funciones (la cual, a su
vez, se usa en mateméaticas numéricas). Para e > 0 dado, escogiendo en
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cada una de las e-esferas B, que cubren al conjunto K una funcién suave
conveniente f; (por ejemplo un spline), se construye un conjunto finito
M = {f;} que aprozima a K en el sentido de que para cada funcién ¢ €
K es posible encontrar una funcion f; € M, tal que |o(x) — fi(z)| <€
para todo z € [a, b].

Las desigualdades (10) y (11) proporcionan la estimacién del nime-
ro minimo de funciones aproximantes f; (los elementos del conjunto
Considerando un espacio métrico arbitrario (X, d) y un compacto
K C X, para cada € > 0, el nimero In[N.(K)| se denomina e-entropia
de K. De las desigualdades (8), (10) y (11) se sigue que para los com-
pactos n-dimensionales la e-entropia es proporcional a In(1/¢) (aumenta
muy lentamente con el crecimiento de 1/e cuando € — 0), mientras que
la e-entropia de K C C'a, b] en el ultimo ejemplo crece, cuando € — 0,
con velocidad proporcional a 1/e. Existen espacios compactos y conjun-
tos compactos en ellos donde la e-entropia aumenta mucho mas rapido.

Entre 10 y 15 anos después de la publicacion del trabajo [8] quedé cla-
ro que el estudio de tasas del crecimiento de e-entropia de los compactos
en algunos espacios funcionales (no necesariamente con la métrica uni-
forme como en (9)) es decisivo para el desarrollo de las siguientes areas
importantes de la teoria de probabilidad contemporanea:

= investigacién de las propiedades de trayectorias de procesos es-
tocésticos gaussianos generales;

» los teoremas limite (del tipo del teorema limite central) para los
elementos aleatorios en espacios funcionales;

= los teoremas limite uniformes para los procesos aleatorios empiri-
cos (construidos con base en funciones de distribucién empiricas,
ver seccién 3.4) y sus aplicaciones en la estadistica.

En efecto, fue posible demostrar algunos teoremas importantes en
estas teorias solamente bajo la condicion de que la e- entropia de ciertos
compactos en espacios funcionales no aumente, cuando ¢ — 0, “dema-
siado rapido”. Aparecieron muchos trabajos que desarrollan la investi-
gacion aparecida en [8] y muchos resultados que utilizan el concepto de
e-entropia. Con respecto a esto el lector puede consultar el libro [12]
o el articulo [3] (y encontrar alli otras referencias). En su tiempo (a
mediados de los afios 80) el autor de estas notas utilizé e-entropia de
los compactos y estimaciones de tasa de su crecimiento para construir
procedimientos de control adaptado para procesos de Markov a tiempo
discreto.
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3.3. Aleatoriedad algoritmica

La axiomatizacion matematica de conceptos basicos tales como alea-
toriedad, probabilidad, independencia, etc. propuesta por A. N. Kol-
mogorov llevo al desarrollo de una teoria profunda y con aplicaciones
exitosas. No obstante, en el contexto mas amplio, los conceptos arriba
mencionados son filoséficos (y, en un sentido, hasta cotidianos). Por eso
las discusiones sobre su naturaleza y las interpretaciones no han cesado
de manifestarse a través de los siglos.

Estda muy difundido el enfoque “matematico-pragmatico” en el cual,
independientemente de la interpretacion, la teoria de probabilidad se
utiliza para modelar tales fenémenos aleatorios para los cuales ésta
demuestra su eficiencia y adecuacién. Con esto se considera (justifica-
damente) importante la posibilidad de verificar los resultados de apli-
caciones, y evitar las aplicaciones especulativas, como el célculo de la
probabilidad de existencia de civilizaciones extraterrestres (ver comen-
tarios al respecto en [9]).

Por otro lado, muchas mentes extraordinarias (H. Poincaré, por
ejemplo) emprendieron intentos serios para entender la naturaleza de
la aleatoriedad y su relacion con la “determinabilidad”. En las dltimas
décadas el interés hacia estos problemas se incrementé en relacién con
el descubrimiento y la investigacion de “conducta cadtica” de algunos
sistemas dindmicos deterministas.

Hace falta mencionar algunas de las interpretaciones de aleatoriedad
y probabilidad que se formaron y se difundieron en el siglo XX.

(1) La interpretaciéon “objetivista” de los fenémenos aleatorios como
particularidad inmanente y dada objetivamente de algunos pro-
cesos en la naturaleza y la sociedad. Este enfoque es tipico, por
ejemplo, para la fisica cudntica donde los cambios (la dindmica)
del estado cuédntico tienen naturaleza probabilistica. (Aunque los
partidarios de la tal llamada “hipdtesis de parametros ocultos”
no lo consideran asi).

(2) La aleatoriedad como caracteristica de fenémenos “masivos”, por
ejemplo de las “pruebas aleatorias” repetidas multiples veces en
las cuales puede realizarse uno u otro “evento aleatorio”. La fre-
cuencia limite de la aparicién del evento se interpreta como su
probabilidad. Basandose en la existencia de frecuencias limites de
eventos (como un postulado) R. von Mises construyé al inicio del
siglo XX una axiomética de la teoria de probabilidad. Como se
vi6 después, ésta resultd inconsistente (es decir, tenfa contradic-
ciones internas). En la teoria de probabilidad basada en la axio-
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matica de A. Kolmogorov la coincidencia de la frecuencia limite de
un evento con su probabilidad se demuestra en los teoremas, co-
mo leyes fuertes de grandes nimeros. (Por ejemplo, aumentando
ilimitadamente el nimero de lanzamientos de un dado simétrico
la frecuencia de “6” se aproxima a 1/6.)

(3) El enfoque “termodindmico” con respecto a la aleatoriedad se da
cuando, sin tener la posibilidad de la descripcién detallada de un
sistema complejo (un gas, por ejemplo), se supone un compor-
tamiento estocdstico del “conjunto total de moléculas” (con los
promedios correspondientes y las fluctuaciones alrededor de los
promedios). Este enfoque resulté exitoso en la fisica estadistica,
la economia matematica y otras ciencias, pero llevo a dificulta-
des serias relacionadas con la compatibilidad entre la irreversi-
bilidad termodindmica (de la cual se analiza la aleatoriedad de
las moléculas, por ejemplo, en la difusién) y la reversibilidad en
tiempo de las ecuaciones que describen la dindmica de moléculas
que forman parte del conjunto.

(4) El enfoque “subjetivo” hacia la interpretacion de la probabilidad
como grado de desconocimiento de algo o la inseguridad en al-
go. Este enfoque se realiza en las declaraciones, como: “Es muy
probable que esta persona haya cometido este crimen”.

Independientemente de la opinion mencionada de los “pragmati-
cos”, los problemas de la interpretacién de los conceptos basicos de la
teoria de probabilidad: aleatoriedad, probabilidad, valores promedio,
independencia - dependencia, influyen frecuentemente en la eficiencia
de unas u otras aplicaciones y la adecuacion de la interpretacion de
los resultados obtenidos. Con frecuencia los métodos de la teoria de
probabilidad y procesos estocésticos se aplican incorrectamente con los
“resultados” que llevan a conclusiones erréneas. Digamos que algunas
“verdades” obtenidas con ayuda de los métodos estadisticos ya se con-
virtieron en el tema de anécdotas (como, por ejemplo, la “prueba” de
que el consumo de los pepinos es mortalmente peligroso puesto que la
gran mayoria de las personas que murieron comian pepinos).

En los anos 60 A. N. Kolmogorov propuso un nuevo enfoque con
respecto a aleatoriedad de una sucesion de simbolos (digamos, ceros y
unos). Sus trabajos y, también, los esfuerzos de sus seguidores (Chaitin,
Levin) llevaron a la creacién de la teorfa de aleatoriedad algoritmica
donde la ultima se define en los términos de la complejidad del algoritmo
(o del programa) que genera (o describe) la sucesién, la aleatoriedad
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de la cual se analiza. Otra teoria de aleatoriedad (cercana) fue creada
por el alumno de Kolmogorov, el cientifico sueco P. Martin-Lof. No
teniendo la posibilidad de describir aqui ni siquiera en la forma mas
breve la teoria de aleatoriedad algoritmica, nos limitaremos a hacer
unas observaciones. Antes que todo en la teoria de Kolmogorov se define
la aleatoriedad de una sucesién finita de ceros y unos que contienen n
simbolos (para un n arbitrario pero fijo).
Consideremos las tres siguientes sucesiones (n = 12):

{00000000000 0} (12)
(01010101010 1} (13)
(100101110100} (14)

Intuitivamente, vemos que las sucesiones (12) y (13) son “regulares”,
mientras que la (14) “se asemeja” a una sucesién aleatoria. Imaginemos
un “experimento aleatorio” que consiste en 12 lanzamientos indepen-
dientes de una moneda simétrica, en los cuales la salida del “aguila”
se marca con el simbolo “1”7, y del “sol” con el simbolo “0”. Entonces
las sucesiones en (12) - (14) representan tres posibles resultados de este
experimento. Alguien podria decir que los resultados en las (12) y (13)
son “poco probables” mientras que el resultado en la (14) “tiene mayor
probabilidad”.

Utilizando la axiomdtica de Kolmogorov (véase la seccién 3.1), los
resultados del experimento se describen por el espacio de probabilidad
(2, F, P), donde el espacio muestral finito {2 se compone de todos 2!2
posibles resultados, es decir de todos los arreglos posibles de ceros y
unos que forman un vector con 12 componentes. Con esto, la proba-
bilidad de cada vector equivale (por razén de la independencia de los

_ 11 /1\"
lanzamientos) a = - = - - —==
2 2 2 2

Por eso, las probabilidades de los resultados de los lanzamientos de
la moneda representadas en (12), (13) y (14) son iguales y equivalen a
1/4096. De tal manera, la definicién “cldsica” de la probabilidad en el
“conjunto de todos los resultados posibles del experimento” (es decir,
en el espacio muestral €2) no le atribuye una “mayor o menor aleatorie-
dad” a diferentes elementos w € Q (o sea, de diferentes resultados del
experimento como, por ejemplo, las presentadas en (12) - (14)).

Por otro lado esta claro que para la descripcién de las sucesiones
en (12) y (13) (o para la descripcién de un programa que genera estas
sucesiones) son suficientes las cuatro palabras: “repite “0” 12 veces”
o “repite “01” 6 veces”. Al mismo tiempo para una descripcion de la

= 1/4096 ~ 0.00024414.
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sucesion (14) son necesarias muchas méas palabras, y una cantidad mini-
ma de tales palabras (tamano minimo del programa o algoritmo) no se
diferencia mucho de la cantidad de los simbolos n = 12. Esta particula-
ridad de las sucesiones “no regulares” o “no descriptibles brevemente”
fue puesta por Kolmogorov en la base de la definicién de aleatoriedad.
Simplificando la idea, una sucesién finita se llama aleatoria si la longitud
minima de un programa (algoritmo) que genera esta sucesién es “casi
igual” a la longitud de la misma sucesién. En caso contrario la suce-
sién se interpreta como no aleatoria (“regular”, ver (13)). Kolmogorov
extendio esta definicién de la aleatoriedad algoritmica a las sucesiones
de simbolos infinitos. Esta generalizacion resulté inconsistente porque
pronto Martin-Lof demostré que no existen las sucesiones de simbolos
infinitas que satisfacen dicha definicion.

Unos anos después Levin y Chaitin propusieron utilizar en la defi-
nicion de Kolmogorov una variante modificada de la complejidad. Esto
permitié superar la dificultad del paso al limite cuando n — oo. Final-
mente resulto exitosa la teoria de aleatoriedad basada en la complejidad
algoritmica.

Retornando a la cuestién general de naturaleza de la aleatorie-
dad, notemos que probablemente no exista su soluciéon universal. Por
ejemplo, el enfoque de complejidad algoritmica no concuerda con el
fenémeno de aleatoriedad (o de “caoticidad”) en algunos sistemas dind-
micos deterministas, a veces muy sencillos.

Consideremos, por ejemplo, las famosas ecuaciones recurrentes logis-
ticas. Supongamos que el estado inicial xy € (0, 1) es un nimero irracio-

nal dado. Definimos una sucesion de ntmeros reales xg, x1,...,Zp,...
de la siguiente manera
r1 =4xo(l—x), xo=4dx1(1—21),..., 2001 =4z, (1—2,),.... (15)

Tomando, por ejemplo, o = 1/7 y calculando en computadora o calcu-
ladora, digamos, los primeros 100 términos de la sucesién {z,, n > 0}
en (15), es facil descubrir su conducta “extremadamente irregular” y
que la sucesion de los niimeros zg, T1,...,T,,... Se asemeja a la rea-
lizacién de la trayectoria de un proceso aleatorio. Por ejemplo, para
x9 = 1/m una calculadora sencilla proporciona los siguientes valores
para los primeros quince términos de la sucesién (redondeados hasta
los cinco signos decimales):

n 0 1 2 3 4 5 6
T, 0.31831; 0.86795; 0.45844; 0.99309; 0.02745; 0.10678; 0.38152
7 8 9 10 11 12 13 14
0.94385; | 0.21200; 0.66823; 0.88679; 0.10039; 0.36126; 0.92300; 0.28427

Las trayectorias que presentan tal comportamiento se suelen llamar
“cadticas” y, en realidad, ellas satisfacen algunos criterios “estadisticos”
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que se utilizan para diferenciar las sucesiones “aleatorias” de las “regu-
lares”. Por otra parte, tedricamente la trayectoria xg,z1,...,2,,. ..
es absolutamente predecible, es decir, conociendo el valor exacto
del estado inicial de z( es posible calcular con precision el valor de x,,
para cualquier nimero n > 1.

Es bien conocido que la caoticidad arriba mencionada es debida a
la sensibilidad extremadamente alta de los valores x,, en (15) (para n
suficientemente grande) con respecto a variaciones infinitesimales del
valor inicial zy. En la practica aunque se use la mejor computadora
en el mundo, se introducird el valor inicial zy (jun nimero irracional!)
con un error inevitable, posiblemente muy pequefnio, pero no nulo (la
computadora opera solamente con nimeros racionales). Aunque sea
minimo, el error en xy implicard desviaciones grandes en los valores x,,
para n suficientemente grande. Es decir, la trayectoria xg, x1, ..., Ty, . ..
del sistema dindmico (15) es absolutamente impredecible (cadtica).
Por ejemplo, al escoger en vez del estado inicial xy = 1/7, el estado
x( = 1/7+0.001, los célculos dan la siguiente tabla (), ; = 4] (1—x7,),

n=0,1,2...):

n 0 1 2 3 4 3 6
xl, 0.31931; 0.86940; 0.454162; 0.99160; 0.03334; 0.12890; 0.44913
7 8 9 10 11 12 13 14
0.98965; | 0.04097; 0.15717; 0.52987; 0.99643; 0.01422; 0.05607; 0.21170

Comparando las dos tablas presentadas arriba, vemos que desde n =
8 los valores z,, y z], difieren notoriamente. No hace falta decir que
el algoritmo (15) que genera {x,, n > 1} no es complejo en ningin
sentido.

Los “sistemas complejos” en contextos mas amplios, como los econé-
micos o financieros, muestran con frecuencia alta sensibilidad con res-
pecto a cambios pequenios en algunos de los parametros. Esto puede ser
fuente de aleatoriedad (manifestada en “caos”, impredecibilidad, hasta
“catastrofes” o “crisis econdmicas globales”). Por otra parte y bajo cier-
tas condiciones, en algunos sistemas complejos (no lineales e inequilibra-
dos) que inicialmente manifiestan una “conducta puramente aleatoria”
pueden surgir espontdneamente fenoémenos de “auto-organizacién”: la
apariciéon de un movimiento ordenado con alto grado de predecibili-
dad. Tal autoorganizacién a veces surge a cuenta del fortalecimiento
de algunas fluctuaciones aleatorias, o sea, se puede decir que en estos
casos la aleatoriedad ocasiona unos procesos ordenados que “matan” la
aleatoriedad. Experimentos recientes en biofisica muestran que, proba-
blemente, la generacién de formas primarias de la vida fue resultado de
estos procesos de auto-organizacién espontanea.
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3.4. Prueba estadistica de Kolmogorov-Smirnov

Un resultado puramente matematico, publicado por A. N. Kolmogorov
en 1933 (y complementado por N. V. Smirnov en 1939), encontré un
amplio uso en la estadistica aplicada.

Supongamos que, como resultado de las observaciones estadisticas,
se obtuvieron n valores independientes X1, X5, ... X, de una variable
aleatoria X con la funcion de distribucion Fx continua:

Fx(z) = P(X <z}, z e R. (16)

Supongamos que Fx es desconocida para el estadistico. ;De qué ma-
nera utilizando los datos X7, X», ... X,, es posible verificar la hipotesis
estadistica de que Fy coincide con cierta funcion de distribucion F' da-
da? Introducimos la funcion de distribucion empirica F,, que se define
como sigue

~ 1<
Fo() =~ > Iixe<ey, TER, (17)
k=1

1 si X, <z,
0 si X, > .
(Aqui I{x, <z es la indicadora del evento {X; < x}.) Para cada

donde Iix, <z} =

z, Fo(z) en (17) representa la frecuencia de los eventos {X; < z} (el
numero de realizaciones de estos eventos dividido entre el tamano de
la muestra n). De acuerdo con la ley fuerte de grandes numeros la
frecuencia F,(z) converge cuando n — oo a la probabilidad del evento
{ X < x}, es decir al nimero P(X;, < z) = P(X <z) = Fx(z) (véase
(16)). Entonces para cada = € R, ﬁn(x) — Fx(x) con probabilidad 1
cuando n — oo, (o bien, cuando el tamano de la muestra X, Xs, ..., X,
crece ilimitadamente).

Se demuestra (el teorema de Glivenko-Cantelli) que la desviacién
maxima de ﬁn con respecto a Fy también se acerca al cero con probabi-
lidad 1 cuando n — oo. (Subrayemos que F}, es una funcién de distribu-
cion aleatoria porque depende de las variables aleatorias X7, Xo, ..., X,
(ver (17)). De tal modo tenemos, con probabilidad 1, que

D, = méﬂi( |Fo(z) — Fx(z)] = 0, cuando n — oo. (18)

Te
La variable aleatoria D,, en (18) se llama la estadistica de Kolmogorov.
Si la hipdtesis F'y = F es cierta, entonces al sustituir en (18) Fx por
F obtenemos que los valores de D,, = méx,cg |F,,(x) — F(z)| son cerca-
nos al cero para n suficientemente grandes. Si la hipdtesis no es cierta,
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es decir, Fiy # F, entonces la variable aleatoria max,eg |Fy(z) — F(2)]
no se acerca al cero a medida que n — oco. La prueba de Kolmogorov
usa estas propiedades de D,,, rechazando la hipotesis F'xy = F' siempre
y cuando R

mix |F(2) ~ F(2)] > K, (19)

donde K, > 0 es un walor critico asignado. ;Coémo se escoge K,7
Esta claro que debido al cardcter aleatorio de la funcién de distribucion
empirica F,, la desigualdad (19) puede cumplirse con una probabilidad
positiva atn si la hipotesis F'xy = F' es verdadera. En este caso la prueba
(19) rechaza erréneamente la hipotesis correcta. Usualmente los valores
de K, se escogen a partir de la condicion

P(mix |Fy(z) — F(z)| > K.) = P(D, > K,) ~ a, (20)

donde « es un nivel aceptable del error (por ejemplo, a = 0.05). En
(20) F, es la funcién de distribucién empirica definida en (17) bajo la
condicién de que la hipdtesis Fy = F es cierta (es decir, cuando las
variables aleatorias X1, Xs, ... X, tienen la funcién de distribucién F').

El siguiente resultado de Kolmogorov permite calcular aproxima-
damente (para valores grandes de n) las probabilidades en la parte iz-
quierda de (20), y por lo tanto escoger el valor critico K, que satisface
(20).

Para cualquier z > 0,

lim P(v/nD, > z) =2 (—1)"exp(—2j%2?). (21)
En la demostracién de (21) se usa un proceso aleatorio relacionado
con el movimiento browniano. El hecho admirable consiste en que la
distribucion limite en (21) no depende de la funcién de distribucién
concreta F' (aunque F' participa en la definicién de D,, en (20)).

La estadistica bimuestral de Kolmogorov-Smirnov:

Dy = I;léiﬁ( |Fo(z) — G()]

compara dos funciones de distribucion empiricas obtenidas a partir de
dos diferentes muestras X, Xs,... X, e Y1,...,Y,,. La estadistica D, ,
se usa para verificar la hipotesis de que la distribucién de las variables
aleatorias X (1 < k < n) coincide con la distribucion de las variables
aleatorias Yy (1 < k < m). Para dicha estadistica, Kolmogorov y
Smirnov también encontraron una distribucién limite universal (cuando
n,m — 00).
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