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Resumen

Consideramos una clase de sistemas de control estocésti-
co que evoluciona a tiempo discreto de acuerdo a una
ecuacion en diferencia de la forma xypy = F(xy,a4,&),
t = 0,1,..., donde z; y a; representan el estado y el
control aplicado al tiempo t, y {&} es una sucesion de
variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucion desconocida. En este articulo
se presentan algunas ideas del método de estimacion y
control para aproximar el costo 6ptimo y la politica 6pti-
ma bajo el criterio de optimalidad de costo descontado.

1. Introduccién

La Teoria de Control Optimo trata con problemas de optimizacion de
sistemas que evolucionan en el tiempo. Sus aplicaciones se presentan en
situaciones donde es necesario controlar o manipular el comportamiento
de sistemas dinamicos que aparecen en muchas areas como por ejemplo,
Economia, Finanzas, Biologia e Ingenieria; y el objetivo es determinar
las acciones o decisiones de control que debe tomar un controlador
durante la evolucién del sistema para obtener un menor costo o mayor
ganancia en su operacion. Estas acciones se determinan por medio de
sucesiones de reglas de decisién o funciones a las que se le conocen
como politicas de control, o simplemente politicas. El comportamiento
de las politicas lo mide un funcional al cual se le conoce como Indice de
Funcionamiento, y mediante este indice, el controlador puede conocer
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qué politica proporciona una mejor respuesta (menor costo o mayor
ganancia) que otra. Al problema de buscar una politica que minimice o
maximice el indice de funcionamiento se le llama Problema de Control
Optimo. En este articulo nos centraremos en analizar el problema de
minimizar un funcional de costo.

En muchos de los campos de aplicacion surge la necesidad de con-
siderar elementos aleatorios que representen alguna incertidumbre que
influye en el comportamiento del sistema dindmico, si este es el ca-
so diremos que tenemos un Problema de Control éptimo Estocastico.
Al conjunto de componentes que determinan la evolucién del sistema
dinamico y que definen el problema de control éptimo le llamaremos
Modelo de Control.

La teoria de control tuvo sus origenes en el cdlculo de variaciones, y
fue hasta los anos 50’s cuando se le di6 gran impulso al desarrollarse
diferentes técnicas para resolver el problema de control. Una de ellas
fué la Programacion Dindmica propuesta por Bellman en el ano de
1951 (véase, e.g., [2]), la cual toma gran importancia ya que se puede
extender directamente al caso estocdstico. A partir de ese momento el
interés por el estudio de la teoria de control 6ptimo estocastico crecid
vertiginosamente, lo cual permitié explorar nuevas teorias y variantes
del problema de control original que fueran mas realistas o que se ape-
garan mas a las condiciones de los problemas que surgian en las areas
de aplicacién. Uno de ellos es el que a continuacién presentamos.

Generalmente, en los problemas de aplicacion, algunas de las com-
ponentes del modelo de control no son completamente conocidas por el
controlador. Esto nos lleva a implementar esquemas que nos permitan
ir aprendiendo o recolectando informacién acerca de las componentes
desconocidas durante la evolucion del sistema, y de esta manera poder
elegir una decisién o un control con la mayor informaciéon posible. Si
lo anterior es posible de realizar, decimos que tenemos un problema de
control estocastico adaptado, para el cual debemos de disenar politicas
de control que minimicen un indice de funcionamiento.

Una clase de sistemas de control estocédstico que nos puede llevar a
un problema de control adaptado la constituyen aquellos sistemas cuya
evolucion a tiempo discreto se determina por medio de una ecuacién en
diferencia estocastica de la forma

Tir1 = F(mt,at,ft), t e NO = {0, 1, Ce }, (1)

donde F' es una funcién conocida, x; y a; representan el estado del
sistema y el control (o accién) elegido por el controlador al tiempo t,
respectivamente. Ademds, {£;} es una sucesién observable de variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas (i.i.d.) con dis-
tribuciéon comun 6.
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Es claro que la evolucién del sistema es aleatoria y el comportamien-
to probabilistico lo determina la distribucion 6. Es decir, la distribucion
0 es fundamental para estudiar la dinamica del sistema . Sin embar-
go, en muchos problemas, por ejemplo en finanzas donde &; representa
la tasa de interés o en sistemas de inventarios donde &; representa la
demanda de cierto articulo, el suponer que 6 es conocida podria resul-
tar poco realista. Entonces, el problema que se nos presenta al suponer
que 6 es desconocida por el controlador lo podemos plantear como un
problema de control adaptado. En efecto, como las variables aleato-
rias {&} son observables, durante la evolucién del sistema podemos ir
recolectando informacion de tal forma que en cada etapa t sea posible
construir un estimador 0, = 6,(&o, &1, ..., &—1) de 0. Bajo este escenario,
las acciones se seleccionaran tomando 6, como la distribucién verdade-
ra. Por lo tanto, entre més observaciones del proceso {&;} se tengan, se
contara con mejor informaciéon acerca de la distribucion desconocida 6.
A este procedimiento de controlar el sistema se le conoce como Proceso
de FEstimacion y Control, el cual fue propuesto, de manera indepen-
diente por Kurano y Mandl en [22] 23], respectivamente, y a la politica
resultante la llamaremos politica adaptada.

Esta es la clase de sistemas de control estocédstico y problemas de
control éptimo que estudiaremos en el presente articulo.

El estudio de los problemas de control se puede dividir, por ejemplo:

1. Segun el tipo de espacios de estados:
(a) espacio numerable;
(b) espacio no numerable e.g., R o en general un espacio de Borel
(i.e. subconjunto de Borel de un espacio métrico separable y
completo);
2. Segun el tipo de indice de funcionamiento:
(a) costo descontado;
(b) costo promedio;
(c) costo total.
3. Segun la dindamica del sistema
(a) tiempo discreto;
(b) tiempo continuo.

Con el fin de ilustrar de una forma més amigable la teoria y presen-
tar las ideas en términos generales sin entrar en formalismos, nuestra
exposicién se centrard en el estudio de sistemas de control estocéstico
a tiempo discreto de la forma con espacios de estados numerable,
bajo el criterio de optimalidad de costo descontado y cuando la dis-
tribucién de las variables aleatorias {&;} es desconocida por el contro-
lador. En particular proponemos un esquema de estimacion y control
usando la distribucién empirica como estimador. Este problema, pe-
ro considerando espacios y escenarios mas generales y bajo diferentes
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criterios de optimalidad, ha sido ampliamente estudiado (véase, e.g.,
[, 111, 2] 13], 14], 15, 17, 18|, 24], 25, 26], 27] y sus referencias).

El articulo esta estructurado de la siguiente manera. En la seccién
2 se introduce la clase de modelos de control que estudiaremos. En la
seccion 3 se define el criterio de optimalidad de costo descontado asi
como el problema de control éptimo asociado. Después en la seccién 4
presentamos el proceso de estimacién y control con el cual se obtiene
un algoritmo de aproximacion a la funcion de costo 6ptimo y a la politi-
ca optima. Finalmente, concluimos con la seccién 5 presentando otros
criterios de optimalidad relacionados con el costo descontado donde se
han implementado esquemas de estimacién y control.

2. El modelo de control

Las componentes que describen un sistema de control estocéstico de la
forma se agrupan en el siguiente arreglo al cual se le conoce como
modelo de control:

M = (X, A, {A(z) C Az € X}, S, F,0,c) 2)

En nuestro caso, estas componentes satisfacen las siguientes condicio-
nes. El espacio de estados X, el espacio de control A y el espacio de
perturbaciones aleatorias S son conjuntos numerables. Para cada esta-
do z € X, A(x) es un subconjunto finito no vacio de A que representa
el conjunto de acciones admisibles cuando el sistema se encuentra en el
estado x. Definimos el conjunto

K:={(z,a) :z € X,a € A(x)}

de pares admisibles estado-accién el cual es un subconjunto del produc-
to cartesiano de X y A. La funcién F': X x A x S — X, como en (1)),
es una funcién conocida y representa la dindmica del sistema. Ademas,
0 denota la funcién de probabilidad comtun de las variables aleatorias
(v.a.) independientes e identicamente distribuidas (i.i.d.) & en (1)), las
cuales toman valores en el espacio S y estan definidas en un espacio de
probabilidad (€2, F, P). Es decir,

O(s)=P (& =s),teNy, se€S. (3)

Finalmente, el costo por etapa c(z,a) es una funcién no negativa y
acotada ¢ : K — R, i.e., existe una constante positiva M tal que

c(x,a) < M, V(z,a) € K. (4)

A lo largo del articulo, supondremos que el espacio de probabilidad
(Q, F, P) es fijo, y a.s. significa casi sequramente con respecto a P.
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El modelo M colecciona todas las componentes que desciben el sis-
tema estocdstico controlado ([1)). En efecto, si al tiempo t el sistema se
encuentra en el estado z; = x € X, el controlador elige un control ad-
misible a; = a € A(z). Entonces se genera un costo ¢(z,a) y el sistema
evoluciona al nuevo estado x;1; =y € X cuya distribucién condicional
es determinada por la distribucién 8 de la siguiente manera

P,y,(a) : =Pl =ylr,=12,a, = al

= P[F(xs,a1,&) = ylvy = v,0, = a] = Z 0(k), (5)

donde
Sy ={seS:F(x,a,s)=y}.

Las acciones se eligen de acuerdo a reglas de decision las cuales son
funciones que determinan el control en cada etapa. Estas reglas de
decision forman lo que llamaremos politicas de control, cuya definicién
presentamos a continuacion.

Definimos el espacio de historias admisibles hasta el tiempo ¢ como
Hy := X y H; := (K x S)" x X, ¢ > 1. De esta manera, un elemento de
H,; toma la forma

ht = ((E07 agp, 507 ceey Tp—1, Qy—1, gtfla xt)-
Definimos ademas el conjunto
F:={f: X — A f(x) e A(x)}.

Una regla de decision en la etapa ¢, es una funcién g, : H;— A tal
que g¢(h:) € A(z:). Es decir, mediante la funcién g¢; se eligen controles
admisibles tomando en cuenta la historia del proceso: a; = g¢(h;). Una
regla de decision es markoviana si existe f; € F tal que g;(h) = fi(x).
Es decir, una regla de decision markovina elige los controles tomando
en cuenta solo el estado actual del sistema: a; = f;(zy).

Definicion 2.1. a) Una politica de control es una sucesién de reglas de
decision m = {g:}. Si las reglas de decisién son markovianas diremos
que 7 es una politica markoviana.

(b) Una politica markoviana m = {f;} es estacionaria si existe f € F
tal que f; = f Vt € Ny. En este caso la politica toma la forma 7 =

{f, f,...} :={f}, de tal manera que a; = f(z;).

Denotaremos por II al conjunto de todas las politicas, por II,, al
conjunto de politicas de Markov, y por Ilg al conjunto de politicas
estacionarias. Por lo tanto IIg C II,, C II.

Observacién 2.1. Consideremos el sistema de control estocdstico (1]).
Observe que bajo una politica markoviana = = {fi}, el proceso {x;} se
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genera mediante la ecuacion
Ty = (g, fo(@), &), t € No.

A partir de este hecho, es facil mostrar que {x;} es una cadena de Mar-
kov con probabilidades de transicion dadas por (@ (véase, e.g., [20]).
En el caso de una politica estacionaria m = {f}, el proceso {x;} que se
genera es una cadena de Markov homogenea en el tiempo.

2.1 Ejemplos

A continuacién presentamos algunos ejemplos clasicos de sistemas de
control estocéstico de la forma .

Sistemas cash-balance. El problema consiste en controlar el nivel de
dinero en efectivo de una firma (banco, cajero, etc.) para satisfacer la
demanda de efectivo de los clientes (véase e.g., [19]). Las variables que
intervienen en en el sistema son:

x; = dinero en efectivo que se tiene disponible al tiempo ¢, represen-
tando el estado del sistema;

a; = variable de control que representa la cantidad de dinero que se
decide retirar —a; (si a; < 0), o la cantidad de dinero que se decide
suministrar a; (si a; > 0). El dinero que quede disponible después
de tomar ésta decision es para satisfacer la demanda de efectivo
al tiempo t;

&, = demanda de efectivo durante el periodo t. Una demanda positi-
va significa que se retira dinero, mientras una demanda negativa
significa depdsito.

Entonces, el proceso cash-balance {x;} evoluciona de acuerdo a una
ecuacion en diferencia estocastica de la forma
Tyl = Ty + ap + &

Sistemas de produccion-inventario. El problema en un sistema de

inventario es controlar la cantidad de articulos que se ordena o produce

para poner en existencia con el fin de satisfacer la demanda. En este
caso las variables son:

xr; = cantidad de articulos en el inventario al principio del periodo t;

a; = cantidad de articulos que se decide ordenar o producir al inicio
del periodo t para satisfacer la demanda;

& = demanda del articulo durante el periodo t.

Por lo tanto, la evolucién en el tiempo del proceso de inventario {z;}
es:
T = (2 +ar — &) = méx {0,z + a, — &) (6)
En general, ecuaciones de la forma

Ty = 2 £ ap £ &,
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ya sea que consideran la parte positiva como en @ o no, modelan los
llamados sistemas de almacenamiento dentro de los cuales se encuen-
tran, ademds de los ejemplos anteriores, sistemas de espera (colas),
modelos de teoria de riesgo en seguros, sistema de control de presas y
algunos modelos de telecomunicaciones (véase, e.g., [28, [31]).

Existen otras familias de sistemas de control estocastico clasicos como
por ejemplo los procesos autorregresivos usados en el area de economia
los cuales tienen la forma

T = plag)x, + &,

donde p es una funcién apropiada. También se encuentran sistemas con
dindmicas lineales que aparecen en muchas areas de la ingenieria:

Tpp1 = Pay + yag + &

Otra variedad de ejemplos se pueden encontrar en [3] [16, [32].

3. El problema de control 6ptimo

Es claro que el comportamiento del sistema depende de la condicion
inicial o = ¢ € X y de la politica de control que se aplica para de-
terminar los controles en cada etapa. Su evolucion en el tiempo esta
determinada por las probabilidades de transicién ({5)). Por lo tanto, el
indice de funcionamiento o funcion objetivo que mide el rendimien-
to de una politica de control serd un funcional de costo definido por
medio de un valor esperado. La forma especifica de este funcional de
costo esperado o indice de funcionamiento depende de las condiciones
del problema y de los objetivos del controlador. Entre los indices mas
comunes tenemos los siguientes.

e Costo total esperado con horizonte finito N < oo, cuando se aplica
la politica m € Il y el estado inicial es xg = x € X :

N-1

In(m,x) = E | Y el a) + Cn(zy) | (7)

t=0

donde Cj es una funcién de costo terminal.
e Costo descontado total esperado cuando se aplica la politica © € 11
y el estado inicial es g = x € X :

Vm,x) = EZatc(xt,at), (8)

t=0

donde a a € (0,1) se le conoce como el factor de descuento.
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e Costo promedio por etapa cuando se aplica la politica w € Il y el
estado inicial es zg =2z € X :

J(m,x) := lim lE c(xy, ay). 9)

t=0

El indice costo total es el mas natural para fines practicos ya
que regularmente el nimero de etapas en las que se quiere controlar el
sistema es finito; sin embargo, para N muy grande resulta inconveniente
desde el punto de vista computacional. En estos casos se recurre a
los indices con horizonte infinito y @ Dentro de estos tltimos,
el costo descontado refleja el comportamiento en las primeras etapas
de operacion, es decir, las decisiones tomadas en las primeras etapas
influyen més en el costo total. Esto se debe a que el factor de descuento
« es un numero entre 0 y 1, de tal forma que después de transcurrido
un determinado nimero de etapas el factor a! se desvanece a cero. A
partir de este hecho, sus aplicaciones se encuentran principalmente en
problemas donde V' tiene una interpretacion monetaria, y en este caso
el factor de descuento toma la forma a = %ﬂ donde i es la tasa de
interés. Entonces, el término o! representa el descuento para obtener el
valor presente t periodos después.

Por otro lado, a diferencia del costo descontado, el costo promedio @
mide el comportamiento asintotico del sistema, y es en este sentido que
sus aplicaciones se encuentran en problemas donde es necesario llevar
a cabo un analisis de estabilidad.

En este trabajo solo nos centraremos en estudiar el indice de cos-
to descontado . Bajo este contexto, el problema de control optimo
(PCO) puede establecerse de la siguiente manera:

Dado un modelo de control M (véase (2)) y una familia de politicas
I1, el PCO para el criterio de optimalidad de costo descontado consiste
en encontrar una politica 7* € II tal que

V(r*, z) = miﬁl V(m,z), Vre X.
T

A la politica 7* se le llama politica 6ptima. Ademads, a la funcién

V*(z) = min V(m,x)

le llamaremos funcién de valor éptimo.

Como podemos observar, la solucién al PCO no es trivial; minimizar
un funcional de costo definido como el valor esperado de una serie de
funciones, sobre un conjunto de sucesiones de funciones (politicas), lo
hace un problema dificil. Existen varias técnicas de solucién del PCO
como por ejemplo, Programacién Dindmica, Programacién Lineal, Prin-
cipio del Maximo y Programaciéon Convexa. Dentro del contexto de
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estimacién y control la Programacion Dindmica (PD) es la més conve-
niente debido a que su formulacién es mediante algoritmos iterativos.
En términos generales, la idea de la PD es descomponer el problema
original en sub-problemas de optimizacion correspondientes a cada eta-
pa v que resultan mas sencillos de resolver, y luego obtener algoritmos
recursivos y combinarlos con técnicas de solucién de ecuaciones funcio-
nales estudiadas en los textos de Anélisis Funcional. Para fijar ideas,
sea B(X) el espacio lineal normado de todas las funciones acotadas
v: X — R con la norma

[|v]| := sup |v(x)]. (10)

zeX

Se sabe (véase [21]) que B(X) es un espacio de Banach, i.e., un espacio
vectorial, normado y completo. Para u € B(X) definimos el operador

Tu(x) : = min) {c(z,a) + aFE [u(F(x,a,§))|}

acA(z

= min {c(x, a) + aZu(F(az, a, s))ﬁ(s)} :

acA(@) ses

Por calculos directos es facil mostrar que el operador T satisface las

siguientes propiedades:

T1 Tue€ B(X) siu € B(X);

T2 T es un operador de contracciéon médulo a € (0, 1), i.e., para cada
par de funciones u,v € B(X),

[|Tu —Tv|| < al|lu—v|.

Definamos el siguiente proceso iterativo. Para una funcién arbitraria
v € B(X),

vp(x) = Tv,_1(x) (11)
= aga) {c(az‘, a) + aSEZSUnI(F(:E, a, 5))9(5)} , n>1.

A partir del hecho de que B(X) es un espacio de Banach, las propieda-
des T1 y T2 implican el siguiente resultado (el cual es conocido como
el Teorema de Punto Fijo de Banach (véase, e.qg., [21])).

Lema 3.1. (a) Existe una tunica funcion v* € B(X) que es punto fijo
del operador T, i.e., Tv*(x) = v*(z), v € X.
(b) Para cualquier funcion vy € B(X),

[lvn — %] < a"[Jvo —v7|].



14 J. ADOLFO MINJAREZ-SOSA

En particular, para vo = 0 tenemos
[lon = v7[| < ™[ |v7]].

Este resultado es la base para proponer un método de solucién del
PCO asi como un procedimiento de aproximacion. Especificamente te-
nemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1. a) La funcion de valor V*(z) es la dnica funcion en
B(X) que satisface la ecuacion

V*(x) = min z,a) + « V*[F(z,a,8)]0(s) p, ze€X, (12
() aeA(x){ SV (o) <>} (12
e., V* es el unico punto fijo del operador T', TV* = V*.
b) Existe f* € F tal que f*(z) € A(x) minimiza el lado derecho de
(@, i.€.,

V(z) = cla, () + @ > VT [F(z, f*(2),5)0(s), zeX. (13)
ses
¢) La politica estacionaria 7 = {f*} € Ilg es dptima para el PCO,
1.€.,
Vi (z)=V(r*,z), xe€X.
d) Para cadan € N, ||v, —V*|| < fé_
00,

. Por lo tanto, cuando n —
a

vp(x) = Vi(z), zelX.

A la ecuacién se le conoce como Ecuacion de Optimalidad (EO)
o FEcuacion de Programacion Dindmica.

La demostracién de la parte (a) del teorema consiste en mostrar
que v* = V* (ver lema [.1)). La parte (b) se sigue del hecho de que
el conjunto A(z) es finito, mientras que para obtener la parte (c) se
deben aplicar argumentos de programacién dinamica. Para demostrar
la parte (d), observemos que para cualquier politica = € II y estado
inicial g =z € X,

— E Zatc(xt,at)] S Mzat e
t=0 t=0

V*(z) =minV(mr, z) < M

mell 1—0(7

Por lo tanto

lo cual implica

. M
V< —

Entonces la parte (d) se sigue del lema B-1|(b), del teorema[3.1a) y de
la desigualdad anterior.
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A la ecuacion ([11)) se le conoce como Algoritmo de Iteracién de Va-
lores, y proporciona un esquema de aproximacion a la funcién de valor
6ptimo con una tasa de convergencia geométrica dada por el teorema

3-1(d).
4. Estimacién y control

Consideremos el modelo de control asociado al sistema de control
estocastico :
Tep = Fxg, a, &), t € No.

Ahora supondremos que {&} es una sucesién observable de v.a. i.i.d.
cuya distribucién € es desconocida por el controlador. Observemos que
la solucién al PCO dada en el teorema|3.1{no es accesible para el contro-
lador ya que la ecuacién de optimalidad depende fuertemente de la
funcién de probabilidad desconocida . El objetivo ahora es introducir
un procedimiento que combine métodos de estimacion estadistica para
0 y procesos de control para aproximar a la funcién de valor éptimo y
a la politica 6ptima. En particular usaremos la distribucién empirica
como estimador, la cual se define como:

0 =1 Y (&) (14

donde
1, si fj = k',
Ik(fj ) =
0, si & #Ek.

En términos generales, el proceso de estimacion y control consiste
en lo siguiente. En la etapa ¢, cuando el proceso se encuentra en el
estado x; = x € X, antes de elegir el control a; y con el conocimiento
de la historia observada & := (&,&1,...,&-1), el controlador obtiene
una estimacién 6;(&;) de 6 por medio de . Enseguida elige el control
a; = a;(0;) = a € A(x;) y sucede lo siguiente: (a) se genera un costo
c(x,a), y (b) el proceso avanza a un nuevo estado ;.1 = y € X de
acuerdo a la probabilidad de transicion

P, (a) := Plri = yloe =x,00 = a] = Z 0(k),
kes,
donde
Sy:={seS:F(z,a,s) =y}

Una vez en el estado y, el proceso se repite una y otra vez. Los costos
se acumulan de acuerdo al indice de costo descontado.
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Observe que para cada k € S, por la ley fuerte de los grandes nime-
ros,
0,(k) — 0(k) a.s. cuando t— oo. (15)

Ademss, para cualquier funcion acotada v,

Z (k)0 (k) = - Z v(;) —>Z a.s., cuando t— oo,

kes kes
(16)
lo cual implica (debido a que V* es una funcién acotada)
ZV*[ (x,a,k)] %ZV* (x,a,k)]0(k) a.s., cuando t — oo,
kes kes
(17)

para cada (x,a) € K. De hecho, la convergencia en (17]) es uniforme en
(x,a) € K, i.e., cuando t — oo.

N = Ssup ZV* (x,a, k)] ZV* (x,a,k)]0(k)] — 0 a.s.
(z,0)€K | og kes
(18)
Estas propiedades de la distribucién empirica son bien conocidas (véase
e.g., [4, 16, 29] para contextos mas generales).

Las relaciones — proporcionan diferentes propiedades del pro-
ceso de estimacion empirico de la distribucion 6, de las cuales se deduce
que entre mas observaciones se tengan de la v.a. & mejor es la estima-
cién. Sin embargo, el hecho de que el indice de costo descontado le dé
mas importancia a las decisiones tomadas en las primeras estapas, pre-
cisamente donde el método de estimacion proporciona una informacién
pobre respecto a la distribuciéon desconocida @, implica que la politica
resultante de este proceso no necesariamente sea 6ptima. Por lo tanto la
optimalidad de politicas que combinan estimacion estadistica y control
se estudia en un sentido asintético, cuya definicion es motivada por el
siguiente hecho.

Sea ¢ : K — R la funcién definida como

O(x,a) :=c(x,a +aZV* (x,a,s)]0(s) — V*(z). (19)

ses
Observemos que del teorema (b), si f* € IF satisface , entonces
O(z, f*(x)) = 0, y por el teorema (¢c) m = {f*} € Il es una

politica 6ptima. De aqui, la optimalidad asintotica puede definirse de
la siguiente manera (véase, e.g., [30]).

Definicion 4.1. Una politica de control m = {g¢;} € Il es asintéticamente
optima para el modelo de control M si, para x € X,

tli}?oE [®(2, g¢(hy)] = 0.
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4.1 Politicas asintéticamente éptimas

A continuacion introducimos un esquema de construccién de una politi-
ca asintéticamente éptima. Este esquema consiste en combinar el algo-
ritmo de iteracién de valores con el método de estimacion empirica.
Especificamente, sea {V;} la sucesién de funciones en B(X) definida co-
mo Vo =0, yparat>1

a€A(x) pre

V,(z) = min {c(x,a)—i—ozzvt1(F(x,a,s))9t(s)}. (20)

Es facil mostrar, por induccién, que

Vi(z) < te Ny, z e X.

1—a’

Ademads, como A(x) es finito, tenemos que, para cada t € N, existe
fi = fl* € F tal que

Vi(z) = c(@, fiz)) + @Y _ Vi (F(x, fi(x),s)0i(s) as.  (21)

sesS

Las reglas de decisién f; provienen de la combinacién del método
de estimacion empirica y el proceso de minimizacién. La politica mar-
koviana que determinan estas reglas de decision la denotaremos como
T = {ft} € I, donde fy € F es arbitraria. El objetivo, por lo tanto,
es mostrar que V; «aproxima» a la funcién de valor V* y que 7 es una
politica asintéticamente 6ptima. Esto lo establecemos en el siguiente
resultado.

Teorema 4.1. (a) ||V, = V*|| = 0 a.s. cuandot — co.
b) E [®(x¢, fi(z:)] = 0 cuandot — oo, i.e., T es una politica asintdti-
camente optima.

Demostracion. De las ecuaciones y , paracadar € X yt €N

V*(z) = Vi(z)] < sup |a) V*[F(z,a,s)]6(s)
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Sumando y restando a > _o V* [F(x,a,s)]6:(s) y agrupando términos

obtenemos

V¥ () = Vi(z)]

seS

<  sup aZV*[F(m,CLS —aZV* (x,a,s)]0:(s)
a€A(@) | eg s€s
+ sup aZV*[F(was —OZZth (x,a,s))0(s)
a€A() sesS seS
< mAalVE=Viall o (por (18))
De aqui
V*=Vill <+ [VF = Vil as. (22)

Sea A := limsup,_, ||V* — V;|| < co. Entonces, tomando limite supe-
rior en ambos lados de la desigualdad , de tenemos que A < a,
lo cual, como « € (0, 1), implica que A = 0. Por lo tanto

lim |[V* =V =0 a.s.
t—o0
(b) Para cada t € N, definimos la funcién

Oy(z,a) :=c(x,a) + az Vi1 [F(z,a,$)]0(s) — Vi(z). (23)

seS

Observe que por la definicién de la politca 7 (ver (21))
®y(z, fi(z)) =0, v € X,teN.
Entonces
O(xy, fi(w)) = | (s, filwr) = @uly, filwn))| < [V (2r) = Vi)

+ sup aZV* [F(x¢,a,s)] —aZV} 1(F(z¢,a,5))0:(s)
a€A(zt) ses seS
< ||V* = Vi||[+ sup ZV*[F(x,as Z%l (z,a,$))0(s)].
(z,0)€K seS seS

Ahora, sumando y restando ) o V* [F(z,a, s)] 0;(s)

® (w0, Flw)) < IV — Vil

+ sup ZV* (x,a,s) ZV* (x,a,5))0(s)
(@)€K | se5 s€s

+ sup ZV* (x,a,s)] Zth (x,a,s))0(s)
(@0)€K | se5 s€s

< VF =Vl VT = Vieall + e
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Entonces, de y la parte (a) del teorema tenemos que
® (¢, fi(z)) = 0 as., cuando ¢ — oco. (24)

Finalmente, como ® es una funcién acotada, la convergencia casi segura
en (24) implica la convergencia en media (véase, e.g., [1])

EP (mt, ﬂ(xt)) — 0, cuando t — oo,

lo cual demuestra el teorema. O

5. Otros criterios de costo descontado

Concluimos el articulo exponiendo algunos modelos no usuales, pero
interesantes por sus aplicaciones, relacionados con el criterio de cos-
to descontado, donde se han implementado esquemas de estimacion y
control.

El criterio de costo descontado es el indice de funcionamiento més
estudiado en la teoria de control 6ptimo, ya sea por lo atractivo y fécil
en términos matematicos y/o por su natural interpretacién en modelos
de economia y finanzas. En ambos casos, regularmente se supone que
el factor de descuento permanece constante durante la evolucion del
sistema, y esto es precisamente lo que simplifica su analisis matemati-
co. Sin embargo, desde el punto de vista de las aplicaciones, que « sea
constante puede ser demasiado restrictivo o poco realista en algunos ca-
sos. En efecto, en ciertos modelos financieros, los factores de descuento
son regularmente funciones de las tasas de interés, las cuales a su vez
son inciertas. Tal incertidumbre se puede deber a la cantidad de dinero
circulando y /o decisiones de ciertas empresas lideres en el mercado y/o
factores aleatorios externos cuya distribucién es imposible de conocer.
Por tanto, un factor de descuento constante dificilmente modelaria esta
situacién. A continuaciéon presentamos dos indices de funcionamiento
con factor de descuento no constante que sirven para modelar proble-
mas como los anteriores.

Modelos con factores aleatorios y exponencialmente descontados.

Estos modelos tratan con sistemas que evolucionan de acuerdo a las
ecuaciones en diferencia

Ti41 = F(xtaahataft)v

apr = Glag,n),

donde F'y G son funciones conocidas, x;, oy v a; son el estado, el factor
de descuento y el control al tiempo ¢, respectivamente. Ademés {&;} y
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{n:} son sucesiones de v.a. i.i.d. con distribuciones desconocidas 6° y
0", respectivamente.

El costo descontado cuando se usa la politica m € 11, dado el estado
inicial g = x y el factor de descuento inicial oy = «, se define como

V(m,z,a) = F Zexp(—St)c(xt,at) : (25)
t=0

donde S; = Zf;é a; sit > 1, 5y = 0. El problema de estimacién y
control de esta clase de sistemas ha sido estudiado en [7, [8 9] [10].

Modelos con factores aleatorios que dependen del estado y control.

En este caso se considera que el factor de descuento es una funcién de
la forma

(T, gy Xe1),
donde x; y a; son el estado y el control al tiempo ¢, respectivamente, y
{xt} es una sucesién de v.a. i.i.d. con distribucién desconocida. Enton-
ces, el costo descontado cuando se aplica la politica m € II y el estado
inicial es o = z tiene la forma

V(m,z):=F thc(xt,at) : (26)
=0
donde
Iy = H@(Jik, ar,§py1) si teN, y Ty =1.
k=0

El problema de estimacién y control para esta clase de sistemas se
estudié en [27].
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