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Resumen

Consideramos una clase de sistemas de control estocásti-
co que evoluciona a tiempo discreto de acuerdo a una
ecuación en diferencia de la forma xt+1 = F (xt, at, ξt),
t = 0, 1, . . . , donde xt y at representan el estado y el
control aplicado al tiempo t, y {ξt} es una sucesión de
variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribución desconocida. En este art́ıculo
se presentan algunas ideas del método de estimación y
control para aproximar el costo óptimo y la poĺıtica ópti-
ma bajo el criterio de optimalidad de costo descontado.

1. Introducción

La Teoŕıa de Control Óptimo trata con problemas de optimización de
sistemas que evolucionan en el tiempo. Sus aplicaciones se presentan en
situaciones donde es necesario controlar o manipular el comportamiento
de sistemas dinámicos que aparecen en muchas áreas como por ejemplo,
Economı́a, Finanzas, Bioloǵıa e Ingenieŕıa; y el objetivo es determinar
las acciones o decisiones de control que debe tomar un controlador
durante la evolución del sistema para obtener un menor costo o mayor
ganancia en su operación. Estas acciones se determinan por medio de
sucesiones de reglas de decisión o funciones a las que se le conocen
como poĺıticas de control, o simplemente poĺıticas. El comportamiento
de las poĺıticas lo mide un funcional al cual se le conoce como Índice de
Funcionamiento, y mediante este ı́ndice, el controlador puede conocer
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qué poĺıtica proporciona una mejor respuesta (menor costo o mayor
ganancia) que otra. Al problema de buscar una poĺıtica que minimice o
maximice el ı́ndice de funcionamiento se le llama Problema de Control
Óptimo. En este art́ıculo nos centraremos en analizar el problema de
minimizar un funcional de costo.

En muchos de los campos de aplicación surge la necesidad de con-
siderar elementos aleatorios que representen alguna incertidumbre que
influye en el comportamiento del sistema dinámico, si este es el ca-
so diremos que tenemos un Problema de Control Óptimo Estocástico.
Al conjunto de componentes que determinan la evolución del sistema
dinámico y que definen el problema de control óptimo le llamaremos
Modelo de Control.

La teoŕıa de control tuvo sus origenes en el cálculo de variaciones, y
fue hasta los años 50’s cuando se le dió gran impulso al desarrollarse
diferentes técnicas para resolver el problema de control. Una de ellas
fué la Programación Dinámica propuesta por Bellman en el año de
1951 (véase, e.g., [2]), la cual toma gran importancia ya que se puede
extender directamente al caso estocástico. A partir de ese momento el
interés por el estudio de la teoŕıa de control óptimo estocástico creció
vertiginosamente, lo cual permitió explorar nuevas teoŕıas y variantes
del problema de control original que fueran más realistas o que se ape-
garan más a las condiciones de los problemas que surǵıan en las áreas
de aplicación. Uno de ellos es el que a continuación presentamos.

Generalmente, en los problemas de aplicación, algunas de las com-
ponentes del modelo de control no son completamente conocidas por el
controlador. Esto nos lleva a implementar esquemas que nos permitan
ir aprendiendo o recolectando información acerca de las componentes
desconocidas durante la evolución del sistema, y de esta manera poder
elegir una decisión o un control con la mayor información posible. Si
lo anterior es posible de realizar, decimos que tenemos un problema de
control estocástico adaptado, para el cual debemos de diseñar poĺıticas
de control que minimicen un ı́ndice de funcionamiento.

Una clase de sistemas de control estocástico que nos puede llevar a
un problema de control adaptado la constituyen aquellos sistemas cuya
evolución a tiempo discreto se determina por medio de una ecuación en
diferencia estocástica de la forma

xt+1 = F (xt, at, ξt), t ∈ N0 := {0, 1, . . . } , (1)

donde F es una función conocida, xt y at representan el estado del
sistema y el control (o acción) elegido por el controlador al tiempo t,
respectivamente. Además, {ξt} es una sucesión observable de variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas (i.i.d.) con dis-
tribución común θ.
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Es claro que la evolución del sistema es aleatoria y el comportamien-
to probabiĺıstico lo determina la distribución θ. Es decir, la distribución
θ es fundamental para estudiar la dinámica del sistema (1). Sin embar-
go, en muchos problemas, por ejemplo en finanzas donde ξt representa
la tasa de interés o en sistemas de inventarios donde ξt representa la
demanda de cierto art́ıculo, el suponer que θ es conocida podŕıa resul-
tar poco realista. Entonces, el problema que se nos presenta al suponer
que θ es desconocida por el controlador lo podemos plantear como un
problema de control adaptado. En efecto, como las variables aleato-
rias {ξt} son observables, durante la evolución del sistema podemos ir
recolectando información de tal forma que en cada etapa t sea posible
construir un estimador θt = θt(ξ0, ξ1, . . . , ξt−1) de θ. Bajo este escenario,
las acciones se seleccionarán tomando θt como la distribución verdade-
ra. Por lo tanto, entre más observaciones del proceso {ξt} se tengan, se
contará con mejor información acerca de la distribución desconocida θ.
A este procedimiento de controlar el sistema se le conoce como Proceso
de Estimación y Control, el cual fue propuesto, de manera indepen-
diente por Kurano y Mandl en [22, 23], respectivamente, y a la poĺıtica
resultante la llamaremos poĺıtica adaptada.

Esta es la clase de sistemas de control estocástico y problemas de
control óptimo que estudiaremos en el presente art́ıculo.

El estudio de los problemas de control se puede dividir, por ejemplo:

1. Según el tipo de espacios de estados:
(a) espacio numerable;
(b) espacio no numerable e.g., R o en general un espacio de Borel

(i.e. subconjunto de Borel de un espacio métrico separable y
completo);

2. Segun el tipo de indice de funcionamiento:
(a) costo descontado;
(b) costo promedio;
(c) costo total.

3. Según la dinámica del sistema
(a) tiempo discreto;
(b) tiempo continuo.

Con el fin de ilustrar de una forma más amigable la teoŕıa y presen-
tar las ideas en términos generales sin entrar en formalismos, nuestra
exposición se centrará en el estudio de sistemas de control estocástico
a tiempo discreto de la forma (1) con espacios de estados numerable,
bajo el criterio de optimalidad de costo descontado y cuando la dis-
tribución de las variables aleatorias {ξt} es desconocida por el contro-
lador. En particular proponemos un esquema de estimación y control
usando la distribución emṕırica como estimador. Este problema, pe-
ro considerando espacios y escenarios más generales y bajo diferentes
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criterios de optimalidad, ha sido ampliamente estudiado (véase, e.g.,
[5, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 24, 25, 26, 27] y sus referencias).

El art́ıculo está estructurado de la siguiente manera. En la sección
2 se introduce la clase de modelos de control que estudiaremos. En la
sección 3 se define el criterio de optimalidad de costo descontado aśı
como el problema de control óptimo asociado. Después en la sección 4
presentamos el proceso de estimación y control con el cual se obtiene
un algoritmo de aproximación a la función de costo óptimo y a la poĺıti-
ca óptima. Finalmente, concluimos con la sección 5 presentando otros
criterios de optimalidad relacionados con el costo descontado donde se
han implementado esquemas de estimación y control.

2. El modelo de control

Las componentes que describen un sistema de control estocástico de la
forma (1) se agrupan en el siguiente arreglo al cual se le conoce como
modelo de control :

M := (X,A, {A(x) ⊂ A|x ∈ X} , S, F, θ, c) (2)

En nuestro caso, estas componentes satisfacen las siguientes condicio-
nes. El espacio de estados X, el espacio de control A y el espacio de
perturbaciones aleatorias S son conjuntos numerables. Para cada esta-
do x ∈ X, A(x) es un subconjunto finito no vaćıo de A que representa
el conjunto de acciones admisibles cuando el sistema se encuentra en el
estado x. Definimos el conjunto

K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)}

de pares admisibles estado-acción el cual es un subconjunto del produc-
to cartesiano de X y A. La función F : X ×A× S → X, como en (1),
es una función conocida y representa la dinámica del sistema. Además,
θ denota la función de probabilidad común de las variables aleatorias
(v.a.) independientes e identicamente distribuidas (i.i.d.) ξt en (1), las
cuales toman valores en el espacio S y están definidas en un espacio de
probabilidad (Ω,F , P ). Es decir,

θ(s) = P (ξt = s) , t ∈ N0, s ∈ S. (3)

Finalmente, el costo por etapa c(x, a) es una función no negativa y
acotada c : K→ R, i.e., existe una constante positiva M tal que

c(x, a) ≤M, ∀(x, a) ∈ K. (4)

A lo largo del art́ıculo, supondremos que el espacio de probabilidad
(Ω,F , P ) es fijo, y a.s. significa casi seguramente con respecto a P .
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El modelo M colecciona todas las componentes que desciben el sis-
tema estocástico controlado (1). En efecto, si al tiempo t el sistema se
encuentra en el estado xt = x ∈ X, el controlador elige un control ad-
misible at = a ∈ A(x). Entonces se genera un costo c(x, a) y el sistema
evoluciona al nuevo estado xt+1 = y ∈ X cuya distribución condicional
es determinada por la distribución θ de la siguiente manera

Px,y(a) : = P [xt+1 = y|xt = x, at = a]

= P [F (xt, at, ξt) = y|xt = x, at = a] =
∑
k∈Sy

θ(k), (5)

donde

Sy := {s ∈ S : F (x, a, s) = y}.
Las acciones se eligen de acuerdo a reglas de decisión las cuales son

funciones que determinan el control en cada etapa. Estas reglas de
decisión forman lo que llamaremos poĺıticas de control, cuya definición
presentamos a continuación.

Definimos el espacio de historias admisibles hasta el tiempo t como
H0 := X y Ht := (K× S)t×X, t ≥ 1. De esta manera, un elemento de
Ht toma la forma

ht = (x0, a0, ξ0, . . . , xt−1, at−1, ξt−1, xt).

Definimos además el conjunto

F := {f : X → A; f(x) ∈ A(x)} .

Una regla de decisión en la etapa t, es una función gt : Ht→ A tal
que gt(ht) ∈ A(xt). Es decir, mediante la función gt se eligen controles
admisibles tomando en cuenta la historia del proceso: at = gt(ht). Una
regla de decisión es markoviana si existe ft ∈ F tal que gt(ht) = ft(xt).
Es decir, una regla de decisión markovina elige los controles tomando
en cuenta solo el estado actual del sistema: at = ft(xt).

Definición 2.1. a) Una poĺıtica de control es una sucesión de reglas de
decisión π = {gt}. Si las reglas de decisión son markovianas diremos
que π es una poĺıtica markoviana.

(b) Una poĺıtica markoviana π = {ft} es estacionaria si existe f ∈ F
tal que ft = f ∀t ∈ N0. En este caso la poĺıtica toma la forma π =
{f, f, . . . } := {f}, de tal manera que at = f(xt).

Denotaremos por Π al conjunto de todas las poĺıticas, por ΠM al
conjunto de poĺıticas de Markov, y por ΠS al conjunto de poĺıticas
estacionarias. Por lo tanto ΠS ⊂ ΠM ⊂ Π.

Observación 2.1. Consideremos el sistema de control estocástico (1).
Observe que bajo una poĺıtica markoviana π = {ft}, el proceso {xt} se
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genera mediante la ecuación

xt+1 = F (xt, ft(xt), ξt), t ∈ N0.

A partir de este hecho, es fácil mostrar que {xt} es una cadena de Mar-
kov con probabilidades de transición dadas por (5) (véase, e.g., [20]).
En el caso de una poĺıtica estacionaria π = {f}, el proceso {xt} que se
genera es una cadena de Markov homogenea en el tiempo.

2.1 Ejemplos

A continuación presentamos algunos ejemplos clásicos de sistemas de
control estocástico de la forma (1).
Sistemas cash-balance. El problema consiste en controlar el nivel de
dinero en efectivo de una firma (banco, cajero, etc.) para satisfacer la
demanda de efectivo de los clientes (véase e.g., [19]). Las variables que
intervienen en en el sistema son:

xt = dinero en efectivo que se tiene disponible al tiempo t, represen-
tando el estado del sistema;

at = variable de control que representa la cantidad de dinero que se
decide retirar −at (si at < 0), o la cantidad de dinero que se decide
suministrar at (si at > 0). El dinero que quede disponible después
de tomar ésta decisión es para satisfacer la demanda de efectivo
al tiempo t;

ξn = demanda de efectivo durante el peŕıodo t. Una demanda positi-
va significa que se retira dinero, mientras una demanda negativa
significa depósito.

Entonces, el proceso cash-balance {xt} evoluciona de acuerdo a una
ecuación en diferencia estocástica de la forma

xt+1 = xt + at + ξt.

Sistemas de producción-inventario. El problema en un sistema de
inventario es controlar la cantidad de art́ıculos que se ordena o produce
para poner en existencia con el fin de satisfacer la demanda. En este
caso las variables son:

xt = cantidad de art́ıculos en el inventario al principio del peŕıodo t;
at = cantidad de art́ıculos que se decide ordenar o producir al inicio

del peŕıodo t para satisfacer la demanda;
ξt = demanda del art́ıculo durante el peŕıodo t.

Por lo tanto, la evolución en el tiempo del proceso de inventario {xt}
es:

xt+1 = (xt + at − ξt)+ := máx {0, xt + at − ξt} . (6)

En general, ecuaciones de la forma

xt+1 = xt ± at ± ξt,
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ya sea que consideran la parte positiva como en (6) o no, modelan los
llamados sistemas de almacenamiento dentro de los cuales se encuen-
tran, además de los ejemplos anteriores, sistemas de espera (colas),
modelos de teoŕıa de riesgo en seguros, sistema de control de presas y
algunos modelos de telecomunicaciones (véase, e.g., [28, 31]).

Existen otras familias de sistemas de control estocástico clásicos como
por ejemplo los procesos autorregresivos usados en el área de economı́a
los cuales tienen la forma

xt+1 = ρ(at)xt + ξt,

donde ρ es una función apropiada. También se encuentran sistemas con
dinámicas lineales que aparecen en muchas áreas de la ingenieŕıa:

xt+1 = βxt + γat + ξt.

Otra variedad de ejemplos se pueden encontrar en [3, 16, 32].

3. El problema de control óptimo

Es claro que el comportamiento del sistema depende de la condición
inicial x0 = x ∈ X y de la poĺıtica de control que se aplica para de-
terminar los controles en cada etapa. Su evolución en el tiempo está
determinada por las probabilidades de transición (5). Por lo tanto, el
ı́ndice de funcionamiento o función objetivo que mide el rendimien-
to de una poĺıtica de control será un funcional de costo definido por
medio de un valor esperado. La forma espećıfica de este funcional de
costo esperado o ı́ndice de funcionamiento depende de las condiciones
del problema y de los objetivos del controlador. Entre los ı́ndices mas
comunes tenemos los siguientes.

• Costo total esperado con horizonte finito N <∞, cuando se aplica
la poĺıtica π ∈ Π y el estado inicial es x0 = x ∈ X :

JN(π, x) := E

[
N−1∑
t=0

c(xt, at) + CN(xN)

]
, (7)

donde CN es una función de costo terminal.
• Costo descontado total esperado cuando se aplica la poĺıtica π ∈ Π

y el estado inicial es x0 = x ∈ X :

V (π, x) := E

∞∑
t=0

αtc(xt, at), (8)

donde a α ∈ (0, 1) se le conoce como el factor de descuento.
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• Costo promedio por etapa cuando se aplica la poĺıtica π ∈ Π y el
estado inicial es x0 = x ∈ X :

J(π, x) := ĺım
n→∞

1

n
E

n−1∑
t=0

c(xt, at). (9)

El ı́ndice costo total (7) es el más natural para fines prácticos ya
que regularmente el número de etapas en las que se quiere controlar el
sistema es finito; sin embargo, para N muy grande resulta inconveniente
desde el punto de vista computacional. En estos casos se recurre a
los ı́ndices con horizonte infinito (8) y (9). Dentro de estos últimos,
el costo descontado refleja el comportamiento en las primeras etapas
de operación, es decir, las decisiones tomadas en las primeras etapas
influyen más en el costo total. Esto se debe a que el factor de descuento
α es un número entre 0 y 1, de tal forma que después de transcurrido
un determinado número de etapas el factor αt se desvanece a cero. A
partir de este hecho, sus aplicaciones se encuentran principalmente en
problemas donde V tiene una interpretación monetaria, y en este caso
el factor de descuento toma la forma α = 1

1+i
donde i es la tasa de

interés. Entonces, el término αt representa el descuento para obtener el
valor presente t peŕıodos después.

Por otro lado, a diferencia del costo descontado, el costo promedio (9)
mide el comportamiento asintótico del sistema, y es en este sentido que
sus aplicaciones se encuentran en problemas donde es necesario llevar
a cabo un análisis de estabilidad.

En este trabajo solo nos centraremos en estudiar el ı́ndice de cos-
to descontado (8). Bajo este contexto, el problema de control óptimo
(PCO) puede establecerse de la siguiente manera:

Dado un modelo de controlM (véase (2)) y una familia de poĺıticas
Π, el PCO para el criterio de optimalidad de costo descontado consiste
en encontrar una poĺıtica π∗ ∈ Π tal que

V (π∗, x) = mı́n
π∈Π

V (π, x), ∀x ∈ X.

A la poĺıtica π∗ se le llama poĺıtica óptima. Además, a la función

V ∗(x) := mı́n
π∈Π

V (π, x)

le llamaremos función de valor óptimo.
Como podemos observar, la solución al PCO no es trivial; minimizar

un funcional de costo definido como el valor esperado de una serie de
funciones, sobre un conjunto de sucesiones de funciones (poĺıticas), lo
hace un problema dif́ıcil. Existen varias técnicas de solución del PCO
como por ejemplo, Programación Dinámica, Programación Lineal, Prin-
cipio del Máximo y Programación Convexa. Dentro del contexto de
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estimación y control la Programación Dinámica (PD) es la más conve-
niente debido a que su formulación es mediante algoritmos iterativos.
En términos generales, la idea de la PD es descomponer el problema
original en sub-problemas de optimización correspondientes a cada eta-
pa y que resultan más sencillos de resolver, y luego obtener algoritmos
recursivos y combinarlos con técnicas de solución de ecuaciones funcio-
nales estudiadas en los textos de Análisis Funcional. Para fijar ideas,
sea B(X) el espacio lineal normado de todas las funciones acotadas
v : X → R con la norma

||v|| := sup
x∈X
|v(x)|. (10)

Se sabe (véase [21]) que B(X) es un espacio de Banach, i.e., un espacio
vectorial, normado y completo. Para u ∈ B(X) definimos el operador

Tu(x) : = mı́n
a∈A(x)

{c(x, a) + αE [u(F (x, a, ξ))]}

= mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∑
s∈S

u(F (x, a, s))θ(s)

}
.

Por cálculos directos es fácil mostrar que el operador T satisface las
siguientes propiedades:

T1 Tu ∈ B(X) si u ∈ B(X);
T2 T es un operador de contracción módulo α ∈ (0, 1), i.e., para cada

par de funciones u, v ∈ B(X),

||Tu− Tv|| ≤ α||u− v||.

Definamos el siguiente proceso iterativo. Para una función arbitraria
v ∈ B(X),

v0 = v;

vn(x) = Tvn−1(x) (11)

= mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∑
s∈S

vn−1(F (x, a, s))θ(s)

}
, n ≥ 1.

A partir del hecho de que B(X) es un espacio de Banach, las propieda-
des T1 y T2 implican el siguiente resultado (el cual es conocido como
el Teorema de Punto Fijo de Banach (véase, e.g., [21])).

Lema 3.1. (a) Existe una única función v∗ ∈ B(X) que es punto fijo
del operador T, i.e., Tv∗(x) = v∗(x), x ∈ X.

(b) Para cualquier función v0 ∈ B(X),

||vn − v∗|| ≤ αn||v0 − v∗||.
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En particular, para v0 = 0 tenemos

||vn − v∗|| ≤ αn||v∗||.

Este resultado es la base para proponer un método de solución del
PCO aśı como un procedimiento de aproximación. Espećıficamente te-
nemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1. a) La función de valor V ∗(x) es la única función en
B(X) que satisface la ecuación

V ∗(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θ(s)

}
, x ∈ X, (12)

i.e., V ∗ es el único punto fijo del operador T , TV ∗ = V ∗.
b) Existe f ∗ ∈ F tal que f ∗(x) ∈ A(x) minimiza el lado derecho de

(12), i.e.,

V ∗(x) = c(x, f ∗(x)) + α
∑
s∈S

V ∗ [F (x, f ∗(x), s)] θ(s), x ∈ X. (13)

c) La poĺıtica estacionaria π∗ = {f ∗} ∈ ΠS es óptima para el PCO,
i.e.,

V ∗(x) = V (π∗, x), x ∈ X.

d) Para cada n ∈ N, ‖vn − V ∗‖ ≤
αnM

1− α
. Por lo tanto, cuando n→

∞,
vn(x)→ V ∗(x), x ∈ X.

A la ecuación (12) se le conoce como Ecuación de Optimalidad (EO)
o Ecuación de Programación Dinámica.

La demostración de la parte (a) del teorema 3.1 consiste en mostrar
que v∗ = V ∗ (ver lema 3.1). La parte (b) se sigue del hecho de que
el conjunto A(x) es finito, mientras que para obtener la parte (c) se
deben aplicar argumentos de programación dinámica. Para demostrar
la parte (d), observemos que para cualquier poĺıtica π ∈ Π y estado
inicial x0 = x ∈ X,

V (π, x) := E

[
∞∑
t=0

αtc(xt, at)

]
≤M

∞∑
t=0

αt =
M

1− α
.

Por lo tanto

V ∗(x) = mı́n
π∈Π

V (π, x) ≤ M

1− α
,

lo cual implica

‖V ∗‖ ≤ M

1− α
.

Entonces la parte (d) se sigue del lema 3.1(b), del teorema 3.1(a) y de
la desigualdad anterior.
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A la ecuación (11) se le conoce como Algoritmo de Iteración de Va-
lores, y proporciona un esquema de aproximación a la función de valor
óptimo con una tasa de convergencia geométrica dada por el teorema
3.1(d).

4. Estimación y control

Consideremos el modelo de control (2) asociado al sistema de control
estocástico (1):

xt+1 = F (xt, at, ξt), t ∈ N0.

Ahora supondremos que {ξt} es una sucesión observable de v.a. i.i.d.
cuya distribución θ es desconocida por el controlador. Observemos que
la solución al PCO dada en el teorema 3.1 no es accesible para el contro-
lador ya que la ecuación de optimalidad (12) depende fuertemente de la
función de probabilidad desconocida θ. El objetivo ahora es introducir
un procedimiento que combine métodos de estimación estad́ıstica para
θ y procesos de control para aproximar a la función de valor óptimo y
a la poĺıtica óptima. En particular usaremos la distribución emṕırica
como estimador, la cual se define como:

θt(k) =
1

t

t−1∑
j=0

Ik(ξj), (14)

donde

Ik(ξj) =

 1, si ξj = k,

0, si ξj 6= k.

En términos generales, el proceso de estimación y control consiste
en lo siguiente. En la etapa t, cuando el proceso se encuentra en el
estado xt = x ∈ X, antes de elegir el control at y con el conocimiento
de la historia observada ξ̄t := (ξ0, ξ1, . . . , ξt−1), el controlador obtiene
una estimación θt(ξ̄t) de θ por medio de (14). Enseguida elige el control
at = at(θt) = a ∈ A(xt) y sucede lo siguiente: (a) se genera un costo
c(x, a), y (b) el proceso avanza a un nuevo estado xt+1 = y ∈ X de
acuerdo a la probabilidad de transición

Px,y(a) := P [xt+1 = y|xt = x, at = a] =
∑
k∈Sy

θ(k),

donde

Sy := {s ∈ S : F (x, a, s) = y}.
Una vez en el estado y, el proceso se repite una y otra vez. Los costos
se acumulan de acuerdo al ı́ndice de costo descontado.
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Observe que para cada k ∈ S, por la ley fuerte de los grandes núme-
ros,

θt(k)→ θ(k) a.s. cuando t→∞. (15)

Además, para cualquier función acotada v,∑
k∈S

v(k)θt(k) =
1

t

t−1∑
j=0

v(ξj)→
∑
k∈S

v(k)θ(k) a.s., cuando t→∞,

(16)
lo cual implica (debido a que V ∗ es una función acotada)∑
k∈S

V ∗ [F (x, a, k)] θt(k)→
∑
k∈S

V ∗ [F (x, a, k)] θ(k) a.s., cuando t→∞,

(17)
para cada (x, a) ∈ K. De hecho, la convergencia en (17) es uniforme en
(x, a) ∈ K, i.e., cuando t→∞.

ηt := sup
(x,a)∈K

∣∣∣∣∣∑
k∈S

V ∗ [F (x, a, k)] θt(k)−
∑
k∈S

V ∗ [F (x, a, k)] θ(k)

∣∣∣∣∣→ 0 a.s.

(18)
Estas propiedades de la distribución emṕırica son bien conocidas (véase
e.g., [4, 6, 29] para contextos más generales).

Las relaciones (15)-(18) proporcionan diferentes propiedades del pro-
ceso de estimación emṕırico de la distribución θ, de las cuales se deduce
que entre más observaciones se tengan de la v.a. ξt mejor es la estima-
ción. Sin embargo, el hecho de que el ı́ndice de costo descontado le dé
más importancia a las decisiones tomadas en las primeras estapas, pre-
cisamente donde el método de estimación proporciona una información
pobre respecto a la distribución desconocida θ, implica que la poĺıtica
resultante de este proceso no necesariamente sea óptima. Por lo tanto la
optimalidad de poĺıticas que combinan estimación estad́ıstica y control
se estudia en un sentido asintótico, cuya definición es motivada por el
siguiente hecho.

Sea Φ : K→ R la función definida como

Φ(x, a) := c(x, a) + α
∑
s∈S

V ∗α [F (x, a, s)] θ(s)− V ∗(x). (19)

Observemos que del teorema 3.1 (b), si f ∗ ∈ F satisface (13), entonces
Φ(x, f ∗(x)) = 0, y por el teorema 3.1 (c) π = {f ∗} ∈ ΠS es una
poĺıtica óptima. De aqúı, la optimalidad asintótica puede definirse de
la siguiente manera (véase, e.g., [30]).

Definición 4.1. Una poĺıtica de control π = {gt} ∈ Π es asintóticamente
óptima para el modelo de control M si, para x ∈ X,

ĺım
t→∞

E [Φ(xt, gt(ht)] = 0.
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4.1 Poĺıticas asintóticamente óptimas

A continuación introducimos un esquema de construcción de una poĺıti-
ca asintóticamente óptima. Este esquema consiste en combinar el algo-
ritmo de iteración de valores (11) con el método de estimación emṕırica.
Espećıficamente, sea {Vt} la sucesión de funciones en B(X) definida co-
mo V0 = 0, y para t ≥ 1

Vt(x) = mı́n
a∈A(x)

{
c(x, a) + α

∑
s∈S

Vt−1(F (x, a, s))θt(s)

}
. (20)

Es fácil mostrar, por inducción, que

Vt(x) ≤ M

1− α
, t ∈ N0, x ∈ X.

Además, como A(x) es finito, tenemos que, para cada t ∈ N, existe
f̄t = f̄ θtt ∈ F tal que

Vt(x) = c(x, f̄t(x)) + α
∑
s∈S

Vt−1(F (x, f̄t(x), s))θt(s) a.s. (21)

Las reglas de decisión f̄t provienen de la combinación del método
de estimación emṕırica y el proceso de minimización. La poĺıtica mar-
koviana que determinan estas reglas de decisión la denotaremos como
π̄ =

{
f̄t
}
∈ ΠM , donde f0 ∈ F es arbitraria. El objetivo, por lo tanto,

es mostrar que Vt ((aproxima)) a la función de valor V ∗ y que π̄ es una
poĺıtica asintóticamente óptima. Esto lo establecemos en el siguiente
resultado.

Teorema 4.1. (a) ‖Vt − V ∗‖ → 0 a.s. cuando t→∞.
b) E

[
Φ(xt, f̄t(xt)

]
→ 0 cuando t→∞, i.e., π̄ es una poĺıtica asintóti-

camente óptima.

Demostración. De las ecuaciones (12) y (20), para cada x ∈ X y t ∈ N

|V ∗(x)− Vt(x)| ≤ sup
a∈A(x)

∣∣∣∣∣α∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θ(s)

−α
∑
s∈S

Vt−1(F (x, a, s))θt(s)

∣∣∣∣∣ .
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Sumando y restando α
∑

s∈S V
∗ [F (x, a, s)] θt(s) y agrupando términos

obtenemos

|V ∗(x)− Vt(x)|

≤ sup
a∈A(x)

∣∣∣∣∣α∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θ(s)− α
∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θt(s)

∣∣∣∣∣
+ sup

a∈A(x)

∣∣∣∣∣α∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θt(s)− α
∑
s∈S

Vt−1(F (x, a, s))θt(s)

∣∣∣∣∣
≤ ηt + α ‖V ∗ − Vt−1‖ (por (18))

De aqúı
‖V ∗ − Vt‖ ≤ ηt + α ‖V ∗ − Vt−1‖ a.s. (22)

Sea λ := ĺım supt→∞ ‖V ∗ − Vt‖ < ∞. Entonces, tomando ĺımite supe-
rior en ambos lados de la desigualdad (22), de (18) tenemos que λ ≤ αλ,
lo cual, como α ∈ (0, 1), implica que λ = 0. Por lo tanto

ĺım
t→∞
‖V ∗ − Vt‖ = 0 a.s.

(b) Para cada t ∈ N, definimos la función

Φt(x, a) := c(x, a) + α
∑
s∈S

Vt−1 [F (x, a, s)] θt(s)− Vt(x). (23)

Observe que por la definición de la poĺıtca π̄ (ver (21))

Φt(x, f̄t(x)) = 0, x ∈ X, t ∈ N.
Entonces

Φ(xt, f̄t(xt)) =
∣∣Φ(xt, f̄t(xt))− Φt(xt, f̄t(xt))

∣∣ ≤ |V ∗(xt)− Vt(xt)|
+ sup

a∈A(xt)

∣∣∣∣∣α∑
s∈S

V ∗ [F (xt, a, s)] θ(s)− α
∑
s∈S

Vt−1(F (xt, a, s))θt(s)

∣∣∣∣∣
≤ ‖V ∗ − Vt‖+ sup

(x,a)∈K

∣∣∣∣∣∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θ(s)−
∑
s∈S

Vt−1(F (x, a, s))θt(s)

∣∣∣∣∣ .
Ahora, sumando y restando

∑
s∈S V

∗ [F (x, a, s)] θt(s)

Φ
(
xt, f̄t(xt)

)
≤ ‖V ∗ − Vt‖

+ sup
(x,a)∈K

∣∣∣∣∣∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θ(s)−
∑
s∈S

V ∗(F (x, a, s))θt(s)

∣∣∣∣∣
+ sup

(x,a)∈K

∣∣∣∣∣∑
s∈S

V ∗ [F (x, a, s)] θt(s)−
∑
s∈S

Vt−1(F (x, a, s))θt(s)

∣∣∣∣∣
≤ ‖V ∗ − Vt‖+ ‖V ∗ − Vt−1‖+ ηt.
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Entonces, de (18) y la parte (a) del teorema tenemos que

Φ
(
xt, f̄t(xt)

)
→ 0 a.s., cuando t→∞. (24)

Finalmente, como Φ es una función acotada, la convergencia casi segura
en (24) implica la convergencia en media (véase, e.g., [1])

EΦ
(
xt, f̄t(xt)

)
→ 0, cuando t→∞,

lo cual demuestra el teorema.

5. Otros criterios de costo descontado

Concluimos el art́ıculo exponiendo algunos modelos no usuales, pero
interesantes por sus aplicaciones, relacionados con el criterio de cos-
to descontado, donde se han implementado esquemas de estimación y
control.

El criterio de costo descontado es el ı́ndice de funcionamiento más
estudiado en la teoŕıa de control óptimo, ya sea por lo atractivo y fácil
en términos matemáticos y/o por su natural interpretación en modelos
de economı́a y finanzas. En ambos casos, regularmente se supone que
el factor de descuento permanece constante durante la evolución del
sistema, y esto es precisamente lo que simplifica su análisis matemáti-
co. Sin embargo, desde el punto de vista de las aplicaciones, que α sea
constante puede ser demasiado restrictivo o poco realista en algunos ca-
sos. En efecto, en ciertos modelos financieros, los factores de descuento
son regularmente funciones de las tasas de interés, las cuales a su vez
son inciertas. Tal incertidumbre se puede deber a la cantidad de dinero
circulando y/o decisiones de ciertas empresas ĺıderes en el mercado y/o
factores aleatorios externos cuya distribución es imposible de conocer.
Por tanto, un factor de descuento constante dif́ıcilmente modelaŕıa esta
situación. A continuación presentamos dos ı́ndices de funcionamiento
con factor de descuento no constante que sirven para modelar proble-
mas como los anteriores.

Modelos con factores aleatorios y exponencialmente descontados.

Estos modelos tratan con sistemas que evolucionan de acuerdo a las
ecuaciones en diferencia

xt+1 = F (xt, αt, at, ξt),

αt+1 = G(αt, ηt),

donde F y G son funciones conocidas, xt, αt y at son el estado, el factor
de descuento y el control al tiempo t, respectivamente. Además {ξt} y



20 J. ADOLFO MINJÁREZ-SOSA

{ηt} son sucesiones de v.a. i.i.d. con distribuciones desconocidas θξ y
θη, respectivamente.

El costo descontado cuando se usa la poĺıtica π ∈ Π, dado el estado
inicial x0 = x y el factor de descuento inicial α0 = α, se define como

V (π, x, α) := E

[
∞∑
t=0

exp(−St)c(xt, at)

]
, (25)

donde St =
∑t−1

i=0 αi si t ≥ 1, S0 = 0. El problema de estimación y
control de esta clase de sistemas ha sido estudiado en [7, 8, 9, 10].

Modelos con factores aleatorios que dependen del estado y control.

En este caso se considera que el factor de descuento es una función de
la forma

α̃(xt, at, χt+1),

donde xt y at son el estado y el control al tiempo t, respectivamente, y
{χt} es una sucesión de v.a. i.i.d. con distribución desconocida. Enton-
ces, el costo descontado cuando se aplica la poĺıtica π ∈ Π y el estado
inicial es x0 = x tiene la forma

V (π, x) := E

[
∞∑
t=0

Γ̃tc(xt, at)

]
, (26)

donde

Γ̃t =
t−1∏
k=0

α̃(xk, ak, ξk+1) si t ∈ N, y Γ̃0 = 1.

El problema de estimación y control para esta clase de sistemas se
estudió en [27].
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