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Resumen

Se presenta la relación del homenajeado con las transformacio-
nes de Lorentz desde un punto de vista matemático. Para Henri
Poincaré las transformaciones de Lorentz fueron usadas por su
maestro Hermite en el estudio de las formas cuadráticas indefi-
nidas. Posteriormente él identifica este grupo con el de las iso-
metŕıas de la geometŕıa no-euclidiana. Subgrupos discretos de
este grupo, son los que denomina grupos fuchsianos y kleinianos.
Reencuentra este grupo en las transformaciones de Lorentz del
espacio tiempo. Anuncia que se trata de un grupo de Lie. Escri-
be por primera vez las ecuaciones no triviales del álgebra de Lie
de este grupo al afirmar que el conmutador de los generadores 1
y 2 de boosts van en la dirección 3 del momento angular. Final-
mente vemos una versión divulgadora de la importancia de la
geometŕıa hiperbólica y de los grupos kleinianos en el estudio de
un nudo hiperbólico, y se representa el grupo del complemento
del nudo por medio de transformaciones de Lorentz.

1. Introducción

En este trabajo describo una de las aportaciones matemáticas debidas a
Henri Poincaré que se considera de mayor relevancia para la F́ısica. Este
trabajo rememora el centenario de su muerte y debe verse como parte
del homenaje que rendimos a la importancia de su presencia actual.
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Por supuesto debe considerarse como una visión incompleta porque la
valoración de su trabajo parece incrementarse monotónicamente con el
tiempo.

Henri Poincaré nace en Nancy en 1858 y muere en Paŕıs en 1912.
Se forma como ingeniero en la Escuela Normal e inicia sus actividades
profesionales como Ingeniero de Minas. Muy pronto se orienta hacia
las matemáticas. Inicia con una tesis sobre la teoŕıa de las ecuaciones
diferenciales [3].

Describir su obra nos llevaŕıa mucho tiempo y espacio por sus di-
mensiones enormes en diversos significados de la expresión porque pu-
blica más de quinientos trabajos y muchos libros en variedad de temas
importantes de matemáticas, ingenieŕıa, astronomı́a, f́ısica y filosof́ıa.

Dentro de la obra gigantesca de Henri Poincaré he seleccionado su
papel en el nacimiento y aplicación de las transformaciones de Lorentz.
El motivo para divulgar este trabajo tiene el propósito de destacar
algunos hechos comunes para la F́ısica que pueden ser de interés para
la Matemática y propiedades matemáticas muy conocidas que pueden
alcanzar resultados novedosos en la F́ısica.

En un trabajo de divulgación sobre transformaciones de Lorentz se
incluyen generalmente abundantes referencias principalmente a H. A.
Lorentz, A. Einstein y H. Minkowski, además de H. Poincaré. En este
trabajo al darle prioridad a los hallazgos de Poincaré voy a suprimir el
crédito debido a los otros cient́ıficos. Para reparar este hecho recomien-
do a los lectores interesados acudan para completar el panorama de la
acción colectiva de éstos, y otros menos importantes, a una fuente que
les dará una información equilibrada, y según yo bastante completa y
expĺıcita, de la creación y primeros desarrollos de las transformaciones
de Lorentz desde el punto de vista de la F́ısica. Me refiero al excelente
libro de W. Pauli Theory of Relativity [11].

Voy a iniciar con la definición de transformación de Lorentz, para
enseguida rememorar la trascendencia de Poincaré en la gestación de
estas substituciones lineales. Enseguida recuerdo la prehistoria de las
transformaciones de Lorentz, que para Poincaré se inicia con trabajos
de su maestro Hermite. Posteriormente encontramos el camino para re-
lacionar las transformaciones de Lorentz con la geometŕıa hiperbólica.
Para ello enfocamos la atención en el disco de Beltrami, en el semiplano
de Poincaré, en el disco de Poincaré; estos se incluyen en muchas pre-
sentaciones de la literatura de geometŕıa no-euclidiana o hiperbólica de
dos dimensiones. Nuestro punto de vista se extiende como de costumbre
de los modelos de dos a los de tres dimensiones, es decir a la 3-bola de
Poincaré y al semiespacio de Poincaré. La posibilidad de extender estas
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ideas a cualquier número de dimensiones se sigue trivialmente de estos
ejemplos. El tratamiento que hacemos se distingue del usual dando a
las transformaciones de Lorentz el rol principal haciendo evidente la re-
presentación de transformaciones isométricas de geometŕıa hiperbólica
por medio de transformaciones de Lorentz en el espacio de Minkowski.

El papel de la geometŕıa hiperbólica ha sido enfatizado por el f́ısico
emérito Roger Penrose que ha incluido una descripción muy clara de
esta geometŕıa y como un ingrediente importante de la f́ısica contem-
poránea en varios libros publicados para el no especialista [12].

Mi interés principal es tender puentes entre ideas matemáticas y
objetos f́ısicos. Las matemáticas se pueden usar para predecir cuan-
do se descubre la semejanza que existe entre el mundo matemático y
otros mundos donde existen similaridades. Para este objetivo se nece-
sita ingenuidad y considerar casos particulares sencillos para reconocer
paralelismos todav́ıa no develados.

La noticia para nosotros es que desde hace más de treinta años un
grupo de topólogos interesados en los nudos los han relacionado con la
geometŕıa hiperbólica, con las variedades en tres dimensiones, con la
teoŕıa de los grupos kleinianos. Con frecuencia estudian estas ideas en
el espacio de Minkowski de los f́ısicos. Como Henri Poincaré tuvo mucho
que ver tanto en estos temas de matemáticas, como en el nacimiento
de las transformaciones de Lorentz; y como además tengo en mi pen-
samiento la conjetura de que para Poincaré estos conceptos estuvieron
ı́ntimamente relacionados en su cerebro, voy a tratar de explicar con
un lenguaje matemático sencillo los temas que me parecen de mayor
interés.

2. Transformaciones de Lorentz

El nombre de transformaciones de Lorentz lo acuña Poincaré en 1905
[16], según su costumbre de resaltar la importancia de aquellos que
crearon conceptos matemáticos que le parećıan interesantes.

Definición 1. Las transformaciones de Lorentz L son transformacio-
nes lineales de coordenadas (x0, x1, x2, x3) εR4 → (x̂0, x̂1, x̂2, x̂3) εR4,
que dejan invariante la forma cuadrática indefinida

−(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = −(x̂0)2 + (x̂1)2 + (x̂2)2 + (x̂3)2 . (1)

Desde el punto de vista f́ısico, x1, x2, x3 son coordenadas cartesianas
que miden distancias a tres planos coordenados mutuamente ortogona-
les que se intersecan en un punto llamado origen de coordenadas, con
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una unidad de medición de distancias previamente convenida. La letra
x0 denota el tiempo de un reloj medido con la unidad de tiempo se-
gundo, multiplicado por la velocidad de la luz c. El producto ct = x0

tiene unidades de distancia, como x1, x2, x3 y juega un papel similar al
de éstas, forma con ellas las cuatro coordenadas del espacio tiempo. Se
supone que los tres planos ortogonales están en reposo respecto de tres
estrellas muy lejanas y brillantes como la estrella Deneb de la conste-
lación del Cisne y que el reloj que mide el tiempo t también está en
reposo respecto a esos planos o esas estrellas.

El sistema de coordenadas con acento circunflejo es similar y se
distingue f́ısicamente porque ahora las tres coordenadas x̂1, x̂2, x̂3 se
miden respecto a otros tres planos ortogonales, los cuales se mueven
con todos sus puntos respecto al sistema anterior con una velocidad
constante v de componentes v1, v2, v3, medida en el sistema coordena-
do sin acento circunflejo. Según Poincaré resulta del experimento de
Michelson y Morley [8] que el reloj que está en reposo en el sistema con
acento circunflejo y que se mueve con velocidad v respecto al sistema
sin acento circunflejo, mide tiempo y coordenadas diferentes dados por
las transformaciones lineales de Lorentz determinadas por la condición
de invariancia (1) con la misma velocidad de la luz c en ambos sistemas
de coordenadas.

Las transformaciones de Lorentz aparecen en la F́ısica a principios
del siglo xx como aquéllas necesarias para representar el resultado de
medir coordenadas y tiempo en dos sistemas de referencia que se mue-
ven uno respecto al otro con velocidad constante y que miden (Michel-
son y Morley) la misma velocidad de la luz.

La forma cuadrática que queda invariante ante transformaciones de
Lorentz tiene asociada la matriz de Minkowski como sigue

− (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 =

(x0, x1, x2, x3)


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




x0

x1

x2

x3

 .

Esta matriz cuyas componentes se denotan por ηij

(ηij) =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


queda invariante ante transformaciones de Lorentz. El signo de esta
matriz se ha elegido en este trabajo como se hace en f́ısica [21].
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En el espacio de Minkowski se define con la misma matriz una métri-
ca indefinida

(ds)2 = ηijdx
idxj ,

desde ahora los ı́ndices latinos repetidos se suman en esta sección de 0
a 3.

La métrica de Minkowski es invariante con respecto a la transfor-
mación de Lorentz, la cual es una transformación lineal en el espacio de
Minkowski, de las coordenadas xj εR4 a las coordenadas transformadas
x̂k εR4, definidas por

x̂k = Lkjxj ,

donde la matriz de transformación de Lorentz Lkj εR16 conserva inva-
riante la matriz métrica de Minkowski

ηijLikL
j
l = ηkl

con las ecuaciones invariantes escritas expĺıcitamente para la forma
cuadrática y para la métrica.

ηjkx
jxk = ηjkx̂

jx̂k , ηjkdx
jdxk = ηjkdx̂

jdx̂k .

Henri Poincaré juega un papel relevante en el nacimiento de las
transformaciones de Lorentz [16]. En base al trabajo anterior de Lo-
rentz, agrega condiciones para que las transformaciones formen un gru-
po. De forma mucho más clara y completa descubre cómo quedan inva-
riantes ante transformaciones de Lorentz las ecuaciones de Maxwell del
electromagnetismo, inclusive las densidades de carga y corriente eléctri-
ca y los dos escalares invariantes del campo electromagnético: E ·B y
E · E−B ·B. Es el primero en reconocer que dichas transformaciones
forman un grupo de Lie. Es el primero en escribir las ecuaciones no
triviales del álgebra de Lie; es decir, encuentra que el paréntesis de Lie
de dos ((boosts)) ortogonales es la componente perpendicular a ellos del
momento angular. Aclaremos que los f́ısicos llaman ((boost)) a una trans-
formación de Lorentz con velocidad a lo largo de un eje coordenado de
las coordenadas espaciales; la transformación de Lorentz afecta a esta
coordenda y al tiempo, pero deja invariantes las otras dos coordenadas
espaciales. Como un grupo matemático, sin relación al tiempo, Poin-
caré ha utilizado las transformaciones de Lorentz para dejar invariante
la métrica indefinida [15] con su maestro Hermite y las ha relacio-
nado con las transformaciones de Möbius isométricas de la geometŕıa
hiperbólica, 25 años antes de su aplicación a la f́ısica, como veremos
enseguida.
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3. Ruinas prehistóricas de las

transformaciones de Lorentz

Como este es un trabajo de divulgación con pocas pretensiones históri-
cas, damos enseguida una visión tuŕıstica de algunas ruinas prehistóri-
cas de las transformaciones de Lorentz que llaman la atención.

En 1881, un cuarto de siglo antes del nacimiento de la relatividad
especial, publica Poincaré un trabajo que inicia al recordar las subs-
tituciones lineales, estudiadas previamente por Hermite en 1854 [15],
que dejan invariante la métrica indefinida con matriz −1 0 0

0 1 0
0 0 1


y son en consecuencia ejemplos precursores de las transformaciones de
Lorentz. Por supuesto vienen a cuento un conjunto de aclaraciones que
podŕıan ser pertinentes. Se trata de transformaciones de Lorentz que no
son de cuatro sino de tres dimensiones. Además son transformaciones
que no involucran al tiempo y en consecuencia no son reconocidas como
hijas leǵıtimas de la F́ısica, ni de Lorentz. Por otra parte los elemen-
tos o componentes de las substituciones lineales son números enteros
para Hermite, lo cual las particulariza nuevamente. Poincaré no usa la
notación matricial en este trabajo y la aparición de dicha matriz en
sus Œeuvres es debida a la generosidad del comentador (A. C.) de las
mismas. Para no restar mérito a Poincaré aclaramos que él agrupa en
tablas ordenadas (sin paréntesis) a muchos conjuntos de variables: usa
matrices sin la notación matricial.

Lo que me pareció notable en este trabajo de Poincaré es la co-
nexión que él hace de la geometŕıa no-euclidiana, que fuera de tanto
interés para él, con el estudio de formas cuadráticas indefinidas que ha-
ce su maestro Hermite. Poincaré usa la palabra identiques al comparar
las transformaciones lineales que dejan invariante la métrica indefinida
(transformaciones de Lorentz) con las transformaciones isométricas de
la geometŕıa hiperbólica. Nuestra intención de divulgadores nos lleva a
hacer muy expĺıcita esta relación en la sección que sigue.

4. El hiperboloide de Poincaré

Los modelos a considerar en esta sección se identifican con superficies
de curvatura constante sumergidas en el espacio de Minkowski [10] de
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tres dimensiones. El espacio de Minkowski que se considera está deter-
minado por puntos con 3 coordenadas representadas por xj, donde el
ı́ndice j toma los valores 0 ≤ j ≤ 2.

Curvas en este espacio tienen una longitud de arco s definida por

(ds)2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 . (2)

La cual se escribe en forma compacta como

(ds)2 = ηjkdx
jdxk ,

donde se usa la convención de suma de Einstein, y donde se define la
métrica de Minkowski

ηjk =


−1 para j = k = 0
1 para j = k 6= 0
0 para j 6= k

.

Se denota un punto en el espacio de Minkowski por r εR3, es decir

r = (x0, x1, x2) . (3)

Escribiendo las tres coordenadas xj como funciones suaves de 2 coor-
denadas uα εR2, definen una variedad 2-dimensional que llamaremos
superficie. Ellas permiten definir una base de dos vectores en el espa-
cio de Minkowski tangentes a la superficie que se identifican por las
derivadas parciales

eα =
∂r

∂uα
=

(
∂x0

∂uα
,
∂x1

∂uα
,
∂x2

∂uα

)
, (α = 1, 2) . (4)

El producto punto de esta base produce el tensor métrico en la
superficie (R6 → R4)

gαβ = eα · eβ = ηjk
∂xj

∂uα
∂xk

∂uβ
, (5)

donde los ı́ndices latinos repetidos se suman en esta sección de 0 a 2.
La longitud de arco sobre la superficie se define por

(ds)2 = dr · dr = gαβdu
αduβ , (6)

donde ı́ndices griegos repetidos se suman en esta sección de 1 a 2.
Se define el vector unitario g εR3 perpendicular a la superficie con

las propiedades
g · g = −1 , eα · g = 0 . (7)
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El hecho de que este vector g tenga ((cuadrado)) negativo se explica por
la forma indefinida de la métrica de Minkowski y tiene que ver con el
hecho de que nos interesan superficies con métrica positiva definida.

Derivadas parciales de los vectores eα dan la ecuación

∂eα
∂uβ

= Γ γ
β αeγ + bαβg

que se expresa ahora en la base ampliada que incluye al vector g. Sus
componentes en esta base son los śımbolos de Christoffel [7] que se
pueden calcular por

Γ γ
β α =

1

2
gγµ
(
∂gαµ
∂uβ

+
∂gβµ
∂uα

− ∂gαβ
∂uµ

)
, (8)

donde gαµ son las componentes de la matriz inversa de la métrica gαµ.
Las otras componentes que aparecen en (4) forman la segunda forma

fundamental bαβ εR4 que se define por la misma ecuación como

bαβ = −g · ∂eα
∂uβ

=
∂g

∂uβ
· eα , (9)

la última expresión obtenida por integración por partes.
Una curva definida en el espacio de Minkowski, si se escriben las

tres coordenadas como funciones de un parámetro τ , tiene un vector
tangente, el cual, si se encuentra sobre la superficie, se puede expresar
con ayuda de la regla de la cadena en la base eα

dr

dτ
= eα

duα

dτ
. (10)

Su segunda derivada es

d2r

dτ 2
=

(
d2uα

dτ 2
+ Γ α

β γ

duβ

dτ

duγ

dτ

)
eα + bβγ

duβ

dτ

duγ

dτ
g , (11)

que se expresa ahora en la base ampliada que incluye al vector g.
Este ligero repaso de geometŕıa diferencial elemental tiene por ob-

jeto utilizar estas ecuaciones familiares en el estudio de una superficie
particular que llamamos aqúı el hiperboloide de Poincaré y se puede
definir en el espacio de Minkowski por la ecuación

r · r = ηjkx
jxk = −1 (12)

Queremos que al escribir las tres coordenadas xj como funciones
suaves de 2 coordenadas uα, produzca la misma superficie, para lo cual
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se requiere que al sustituir las xj funciones de las uα en el miembro
izquierdo se satisfaga idénticamente la ecuación (12). Al final de esta
sección daremos varios ejemplos. Para todos esos ejemplos vale lo que
sigue.

De la derivada con respecto a uα de la ecuación (12) del hiperboloide
de Poincaré viene

eα · r = 0 , (13)

por lo cual los vectores r y g obedecen las mismas ecuaciones. Compare
(12) con la primera de (7) y compare (13) con la segunda de (7). Por
tanto se puede elegir el signo de las componentes de g para tener la
propiedad caracteŕıstica del hiperboloide de Poincaré

g = r .

En este caso la ecuación (9) nos conduce a la ecuación

bαβ = gαβ .

Cuando estas dos ecuaciones se remplazan en (11) se obtiene

d2r

dτ 2
=

(
d2uα

dτ 2
+ Γ α

β γ

duβ

dτ

duγ

dτ

)
eα + gβγ

duβ

dτ

duγ

dτ
r .

Observamos que el último sumando puede escribirse como(
ds

dτ

)2

r .

Las geodésicas se definen [4] por las ecuaciones en función de la longitud
de arco s

d2uα

ds2
+ Γ α

β γ

duβ

ds

duγ

ds
= 0 ,

Por estos resultados se demuestra que la ecuación diferencial de las
geodésicas del hiperboloide de Poincaré es

d2r

ds2
= r ,

con la solución general

r(s) = a exp s+ b exp (−s),

donde a y b son vectores constantes de integración en el espacio de
Minkowski.
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Para estar contenida la geodésica en el hiperboloide, los vectores
constantes de integración deberán obedecer las condiciones

a · a = 0 , b · b = 0 , a · b = −1/2 , (14)

esto es: a y b son vectores luzaloides con producto interno menos un
medio.

La generalización de las ecuaciones de geometŕıa diferencial del ca-
so Euclidiano al caso de Minkowski son casi triviales [4]. Un aspecto a
tomar en cuenta es la conducta de vectores con respecto al producto
punto definido por medio de la métrica de Minkowski. Existen enton-
ces vectores reales en el espacio de Minkowski que tienen un cuadrado
negativo (temporaloide), positivo (espacialoide), o nulo (luzaloide). Es
posible ver que una base de tres vectores reales ortogonales en el es-
pacio de Minkowski de tres dimensiones, dos son espacialoides y uno
temporaloide. Estas propiedades de los vectores reales del espacio de
Minkowski las demuestra Synge [19], estableciendo los siguientes prin-
cipios de exclusión:

1. Un vector temporaloide no puede ser ortogonal a otro vector tem-
poraloide ni a un vector luzaloide.

2. Un vector luzaloide no puede ser ortogonal a un vector luzaloide
linealmente independiente.

Como la geodésica se ha escrito en la base de dos vectores luzaloides
a y b, la misma se puede escribir de otra forma con ayuda del vector
espacialoide c, ortogonal a los dos vectores luzaloides, es decir con las
propiedades c · c = 1 y c · a = c · b = 0. Entonces el vector de posición
de la geodésica es ortogonal al vector c por lo que c · r = 0, que es la
ecuación de un plano; la geodésica está en la intersección de este plano
con el hiperboloide. Otra forma de expresar la ecuación de la geodésica
es substituir en la ecuación del plano las ecuaciones del hiperboloide
escritas en términos de las coordenadas uα

c · r(uα) = −c0x0(uα) + c1x1(uα) + c2x2(uα) = 0 . (15)

Al mismo tiempo que Poincaré desarrollaba estas ideas a partir de
1880, W. Killing haćıa un uso similar del hiperboloide en el espacio de
Minkowski para estudiar geometŕıa hiperbólica. No existe evidencia de
comunicación de estas ideas entre ellos. Killing atribuye a Weirstrass el
origen de estas coordenadas en cursos atendidos por él. Eisenhart [4]
llama a estas coordenadas de Weirstrass en base a una cita de 1902 de
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L. Bianchi. Sin restar mérito a grandes matemáticos me concentro lo
más posible en Poincaré.

A continuación se presentan tres modelos de geometŕıa hiperbólica
descubiertos por E. Beltrami [2] que fueron utilizados con provecho por
Poincaré.

4.1. El disco de Beltrami

El disco se define por dos coordenadas u1 = u, u2 = v de los puntos del
hiperboloide de Poincaré (12) en el espacio de Minkowski

x0 =
1√

1− u2 − v2
, x1 =

u√
1− u2 − v2

, x2 =
v√

1− u2 − v2
,

(16)
coordenadas que están definidas en el disco

u2 + v2 < 1 .

El punto calculado de valores particulares de u y v está sobre el hi-
perboloide (12). La métrica del hiperboloide de Poincaré del tipo (6)
induce la métrica del disco de Beltrami

ds2 =
(1− v2)du2 + 2uvdudv + (1− u2)dv2

(1− u2 − v2)2
.

Las geodésicas se obtienen por substitución de (16) en la ecuación
(15), donde c es el vector espacialoide de componentes cj. La ráız cua-
drada es un divisor común que se suprime y se obtiene

c1u+ c2v = c0 ,

ésta es una ĺınea recta si u y v se consideran coordenadas cartesianas
del plano. La condición espacialoide implica que la ĺınea recta interseca
al disco unidad.

4.2. El semiplano de Poincaré

El semiplano de Poincaré se define por coordenadas u1 = ξ y u2 = η de
los puntos del hiperboloide de Poincaré (12) sumergido en el espacio de
Minkowski

x0 =
ξ2 + η2 + 1

2η
, x1 =

ξ

η
, x2 =

ξ2 + η2 − 1

2η
, (17)
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donde ξ, η se definen en el semiplano

η > 0 ,

para que las coordenadas del punto calculadas de los valores particu-
lares de ξ y η esté sobre el hiperboloide (12). La métrica de tipo (6)
sobre el hemiplano de Poincaré es

ds2 =
dξ2 + dη2

η2
. (18)

Las geodésicas se obtienen por substitución de (17) en (15)

−c0(ξ2 + η2 + 1) + c12ξ + c2(ξ2 + η2 − 1) = 0 ,

en el plano ξ, η ésta es la ecuación de un ćırculo ortogonal a la ĺınea
η = 0 para c2 6= c0. De otra forma es la ecuación de una ĺınea ortogonal
a la misma frontera.

La métrica (18) queda invariante ante las transformaciones de Mö-
bius

ξ̂ + iη̂ =
a(ξ + iη) + b

c(ξ + iη) + c
,

(
dξ2 + dη2

η2
=
dξ̂2 + dη̂2

η̂2

)
,

cuando los parámetros a, b, c, d están en R. Para lo que sigue supondre-
mos que se cumple la condición

ad− bc = 1 .

Esta isometŕıa corresponde en el espacio de Minkowski a una trans-
formación de Lorentz

ξ̂2+η̂2+1
2η̂
ξ̂
η̂

ξ̂2+η̂2−1
2η̂

 = L


ξ2+η2+1

2η
ξ
η

ξ2+η2−1
2η

 ,

donde la matriz L de la transformación de Lorentz se expresa en térmi-
nos de los parámetros reales a, b, c, d como

L =

 ad+ bc ac− bd ac+ bd
ab− cd 1

2
(a2 − b2 − c2 + d2) 1

2
(a2 + b2 − c2 − d2)

ab+ cd 1
2
(a2 − b2 + c2 − d2) 1

2
(a2 + b2 + c2 + d2)

 ,

la cual recuerda la expresión de Rodrigues para la matriz de rotación
en función de los parámetros de Euler-Rodrigues.
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4.3. El disco de Poincaré

El disco de Poincaré se define por coordenadas u1 = p y u2 = q de los
puntos del hiperboloide de Poincaré (12) sumergido en el espacio de
Minkowski

x0 =
1 + p2 + q2

1− p2 − q2
, x1 =

2p

1− p2 − q2
, x2 =

2q

1− p2 − q2
, (19)

donde p, q se definen en el ((disco))

p2 + q2 < 1 .

Se verifica, sin pena ni gloria, que los puntos (19) satisfacen idénti-
camente la ecuación (12) del hiperboloide de Poincaré. La métrica de
Minkowski induce una métrica (6) en el disco de Poincaré

(ds)2 =
4(dp2 + dq2)

(1− p2 − q2)2
. (20)

Las geodésicas se obtienen por substitución de (19) en (15)

−c0(1 + p2 + q2) + 2c1p+ 2c2 = 0 , (21)

la cual es la ecuación de un ćırculo ortogonal a la frontera del disco de
Poincaré (x2 + y2 = 1), si c0 es diferente de cero, de lo contrario es un
diámetro del disco.

La métrica (20) queda invariante ante las transformaciones de Mö-
bius

p̂+ iq̂ =
a(p+ iq) + b

b∗(p+ iq) + a∗
,

(
4(dp2 + dq2)

(1− p2 − q2)2
=

4(dp̂2 + dq̂2)

(1− p̂2 − q̂2)2

)
.

Para lo que sigue suponemos que se cumple la condición

bb∗ − aa∗ = 1 .

La cual se satisface idénticamente con los parámetros reales µ, α, β si

a = coshµ exp(iα) , b = senhµ exp(iβ) .

Esta isometŕıa corresponde en el espacio de Minkowski a una trans-
formación de Lorentz

1+p̂2+q̂2

1−p̂2−q̂2
2p̂

1−p̂2−q̂2
2q̂

1−p̂2−q̂2

 = L

 1+p2+q2

1−p2−q2
2p

1−p2−q2
2q

1−p2−q2

 ,
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donde la matriz L de la transformación de Lorentz se factoriza en tres
matrices en términos de los parámetros µ, α, β en forma similar a la
factorización de una matriz de rotación con los ángulos de Euler

L = L1L2L3 , (22)

con

L1 =

 cos(α + β) − sen(α + β) 0
sen(α + β) cos(α + β) 0

0 0 1

 ,

L2 =

 cosh 2µ 0 senh 2µ
0 1 0

senh 2µ 0 cosh 2µ

 ,

y

L3 =

 cos(α− β) − sen(α− β) 0
sen(α− β) cos(α− β) 0

0 0 1

 .

La matriz del medio, rodeada por dos rotaciones, es un boost, a lo largo
de la coordenada x1, con velocidad v = tanh 2µ.

5. Los grupos fuchsianos

Poincaré llega a interesarse en la geometŕıa hiperbólica a partir de sus
investigaciones en la teoŕıa de familias de ecuaciones diferenciales li-
neales de segundo orden en el plano complejo. Al usar la propiedad
de que la combinación lineal de soluciones, también es solución de las
ecuaciones, observa que al cociente de dos soluciones linealmente inde-
pendientes le corresponde, por esta propiedad, en una transformación
bilineal de Möbius del cociente de otras dos soluciones. Al considerar
conjuntos de transformaciones de Möbius que forman un grupo discreto
infinito, descubre funciones automorfas, soluciones de ecuaciones dife-
renciales, invariantes ante las transformaciones de dichos grupos. En el
plano complejo, asociadas a ellas, encuentra la relación de ecuaciones y
soluciones con la geometŕıa no euclideana como ha sido presentada por
Beltrami [2]. Relacionados a los estudios de Poincaré se tiene el trabajo
precursor de Schwarz [18], del cual copiamos la figura 1. Interpretado
el dibujo de Schwarz en el disco de Poincaré se descubre que desde el
punto de vista de la geometŕıa hiperbólica el disco se ha llenado com-
pletamente con triángulos idénticos, con lados formados por geodésicas
ortogonales a la frontera del disco de Poincaré, y la figura es simétrica
ante rotaciones y reflexiones hiperbólicas. Se tiene una red cristalina de
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triángulos ((iguales)), con ángulos en sus vértices iguales a π/2, π/4 y
π/5. Por ejemplo en la ecuación hipergeométrica asociada, los vértices
de los triángulos son los puntos singulares, y la solución se compor-
ta simétricamente ante las mismas simetŕıas de la figura geométrica.
Las tres constantes de la ecuación hipergeométrica determinan los tres
ángulos, cuya suma es menor que π.

Para dibujar esta figura empezamos con los triángulos del centro:
dos de sus lados son diámetros del disco separados dos vecinos por un
ángulo en el centro de magnitud π/5. La figura es simétrica respecto a
reflexiones respecto a estos diámetros. El producto de dos reflexiones
en diámetros vecinos es una rotación de 2π/5. El dibujo se construye
con el programa postscript que permite reproducir una parte de la fi-
gura después de rotar por 2π/5. Aparte de estas rectas, el disco tiene
ćırculos que son ortogonales a la frontera del disco. El programa dibuja
arcos con los reales: mover la pluma a la posición inicial del arco (dos
coordenadas); dar entonces coordenadas del centro, radio, angulos ini-
cial y final (en grados). Los arcos del dibujo están determinados por
dos ángulos: σ que es la inclinación de la recta que une el centro del
disco con el centro del arco, y γ que es el ángulo entre esta recta y la
recta que une el centro del disco con cualquiera de las dos interseccio-
nes entre el arco y la frontera del disco. Si la unidad de distancia es el
radio del disco, las coordenadas del punto de intersección donde inicia
el arco son (cos(σ+γ), sen(σ+γ)). Las coordenadas del centro del arco
son ( cosσ

cos γ
, senσ
cos γ

), el radio del arco es tan γ. Los ángulos inicial y final en

radianes son σ + γ + π/2 y σ − γ + 3π/2. Estos arcos se deben reflejar
respecto a los diámetros o se deben invertir respecto a otros arcos para
construir la figura.

Estos arcos y diámetros son geodésicas (21) determinadas por las
coordenadas del vector espacialoide c0, c1, c2 del espacio de Minkowski,
ortogonal a la geodésica, el cual, sin perder generalidad se puede escoger
unitario ((c0)2 − (c1)2 − (c2)2 = 1). Las componentes de este vector se
escriben en función de los ángulos del párrafo precedente:

c0 =
cos γ

sen γ
, c1 =

cosσ

sen γ
c2 =

senσ

sen γ
. (23)

El producto punto definido con la métrica de Minkowski de dos de estos
vectores unitarios espacialoides, correspondientes a dos geodésicas, nos
da el coseno del ángulo entre ellas.

Los vectores luzaloides constantes a y b, ortogonales al vector es-
pacialoide (23) y con las propiedades (14), se han escrito también en
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Figura 1: El grupo fuchsiano de Schwarz [18] de 1872.

función de los mismos ángulos

a0 =
1

2 sen γ
, a1 =

cos(σ + γ)

2 sen γ
a2 =

sen(σ + γ)

2 sen γ

b0 =
1

2 sen γ
, b1 =

cos(σ − γ)

2 sen γ
b2 =

sen(σ − γ)

2 sen γ
.

La inversión geométrica respecto a este arco se puede efectuar me-
diante una transformación de Lorentz similar a (22): L = L1L2L3 con

L1 =

 cosσ − senσ 0
senσ cosσ 0

0 0 1

 ,

L2 =

 −1+cos2 γ
sen2 γ

0 −2 cos γ
sen2 γ

0 1 0

2 cos γ
sen2 γ

0 1+cos2 γ
sen2 γ

 ,

y

L3 =

 cosσ senσ 0
− senσ cosσ 0

0 0 1

 .
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Figura 2: Un grupo fuchsiano en el disco de Poincaré. La celda elemental
es un triángulo ideal con ángulo cero en los tres vértices.

Poincaré generaliza la teoŕıa para tomar en cuenta el caso en que
los triángulos tienen ángulo cero en los tres vértices. Para ello hace ten-
der los vértices a la frontera del disco de Poincaré, llamado horociclo,
que corresponde al infinito. Los triángulos se llaman ahora ideales. Un
ejemplo de ecuación diferencial a la que puede aplicarse este caso [5]
es la ecuación diferencial de Legendre para los dos peŕıodos de las fun-
ciones eĺıpticas de Jacobi en función del módulo. La figura 2 ilustra un
grupo fuchsiano formdo por triángulos ideales. Esta idea se generaliza
a los tetraedros ideales de la geometŕıa hiperbólica de tres dimensiones
que será considerada en una sección posterior.

El triángulo ideal está formado por tres geodésicas que son asintóti-
camente tangentes en infinito en una dirección luzaloide. Tenemos tres
vectores luzaloides compartidos por las tres geodésicas, cada vector per-
tenece a dos geodésicas. De acuerdo a (14) el producto punto entre dos
diferentes es −1/2. Cada geodésica tiene un vector unitario espacia-
loide ortogonal a su geodésica. El producto escalar entre dos vectores
unitarios diferentes debe ser menos uno porque el ángulo entre estas
geodésicas es π. Los tres vectores unitarios perpendiculares a geodési-
cas forman una base dual de los tres vectores nulos compartidos por
dos geodésicas. La matriz de productos punto entre los vectores de una
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de estas bases es respectivamente 1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1

 , y

 0 −1/2 −1/2
−1/2 0 −1/2
−1/2 −1/2 0

 ,

las cuales son inversas una de la otra. En [14] hemos utilizado estas
propiedades en el problema de tres cuerpos de la mecánica.

6. Cuatro dimensiones

Poincaré también analizó la generalización de la geometŕıa hiperbólica
de dos a tres dimensiones. Todas las ecuaciones de la sección 4 anteriores
a la subsección 4.1, con excepción de (2), (3), (4) y (15) permanecen
válidas si los ı́ndices latinos toman valores entre 0 y 3; y si los ı́ndices
griegos valen ahora entre 1 y 3. La ecuación (4) sufre la generalización
trivial

eα =
∂r

∂uα
=

(
∂x0

∂uα
,
∂x1

∂uα
,
∂x2

∂uα
,
∂x3

∂uα

)
, (α = 1, 2, 3) .

El producto punto de esta base en R12, produce el tensor métrico
de la superficie en R9

gαβ = eα · eβ = ηjk
∂xj

∂uα
∂xk

∂uβ
,

donde los ı́ndices latinos repetidos se suman en esta sección de 0 a 3 y
donde los ı́ndices griegos repetidos se suman en esta sección de 1 a 3.

Se mantienen en cuatro dimensiones del espacio de Minkowski los
teoremas de exclusión obtenidos por Synge [19] que prohiben ortogo-
nalidad entre vectores reales temporaloides y luzaloides.

Es posible ver que de cuatro vectores reales, ortogonales, en el es-
pacio de Minkowski que forman una base, tres son espacialoides y uno
temporaloide [19].

Por estas razones, si bien las ecuaciones de las geodésicas (28) y (29)
están correctas, ahora existen dos vectores espacialoides c y d, ortogo-
nales entre śı y perpendiculares a los vectores a y b de la geodésica en
lugar del único c del caso de tres dimensiones del espacio de Minkowski.

El modelo del semiplano de Poincaré se generaliza al semiespacio
de Poincaré

El semiespacio de Poincaré se define por coordenadas u1 = ξ, u2 = η
y u3 = ζ de los puntos del hiperboloide de Poincaré (12) sumergido en
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el espacio de Minkowski de cuatro dimensiones

x0 =
ξ2 + η2 + ζ2 + 1

2ζ
, x1 =

ξ

ζ
,

x2 =
η

ζ
, x3 =

ξ2 + η2 + ζ2 − 1

2ζ
, (24)

donde ξ, η, ζ se definen en el semiespacio

ζ > 0 ,

para que las coordenadas del punto calculadas de los valores particula-
res de ξ, η y ζ esté sobre el hiperboloide (12). La métrica de tipo (6)
sobre el hemiplano de Poincaré es

ds2 =
dξ2 + dη2 + dζ2

ζ2
. (25)

Las geodésicas se obtienen por substitución de (24) en la generali-
zación de (15)

−c0(ξ2 + η2 + ζ2 + 1) + c12ξ + c22η + c3(ξ2 + η2 + ζ2 − 1) = 0 ,

en el semiespacio ξ, η, ζ esta es la ecuación de una esfera ortogonal al
plano ζ = 0 para c3 6= c0. De otra forma es la ecuación de un plano
ortogonal a la misma frontera.

El disco de Poincaré da lugar a la 3-bola de Poincaré. La 3-bola
de Poincaré se define por coordenadas u1 = p, u2 = q y u3 = r de
los puntos del hiperboloide de Poincaré sumergido en el espacio de
Minkowski

x0 =
1 + p2 + q2 + r2

1− p2 − q2 − r2
, x1 =

2p

1− p2 − q2 − r2
,

x2 =
2q

1− p2 − q2 − r2
, x3 =

2r

1− p2 − q2 − r2
, (26)

donde p, q, r se definen en la bola

p2 + q2 + r2 < 1 .

Se verifica que los puntos (26) satisfacen idénticamente la ecuación del
hiperboloide de Poincaré. La métrica de Minkowski induce una métrica
(6) en el disco de Poincaré

(ds)2 =
4(dp2 + dq2 + dr2)

(1− p2 − q2 − r2)2
. (27)
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Las geodésicas se obtienen por substitución de (26) en la generali-
zación de (15)

−c0(1 + p2 + q2 + r2) + 2c1p+ 2c2q + 2c3r = 0 , (28)

la cual es la ecuación de una esfera ortogonal a la frontera de la bola
de Poincaré (p2 + q2 + r2 = 1) si c0 es diferente de cero, de lo contrario
es un disco que divide en dos hemisferios dicha bola.

7. Las transformaciones de Lorentz del

nudo 52

En esta sección voy a presentar dos transformaciones de Lorentz que
generan el grupo del complemento del nudo hiperbólico 52. No se trata
de un ejercicio sin relevancia alguna donde se introduce sin justifica-
ción razonable el parentesco entre este nudo y las transformaciones de
Lorentz.

Por el contrario, se encuentra que los grupos de simetŕıa de los
complementos de los nudos, tienen representaciones como subgrupos
kleinianos de las transformaciones de Möbius. En el modelo de la 3-
bola de Poincaré estos grupos dejan invariante regiones de la misma
y la dividen en esas regiones fundamentales, que en el modelo de dos
dimensiones se pueden representar gráficamente como los triángulos
formados por arcos de ćırculo en los dibujos de las figuras 1 y 2. En
este caso de tres dimensiones, en lugar de los triángulos ilustrados, la
3-bola de Poincaré se llena con tetraedros. Los tetraedros de interés
para quienes estudian los nudos son tetraedros ideales, con seis aristas,
que en la 3-bola, son ćırculos ortogonales a la frontera de la 3-bola, la
horosfera situada a una distancia infinita, si medimos la distancia con
la métrica hiperbólica.

Las aristas del tetraedro ideal, formadas por geodésicas, están en
la intersección de dos esferas ortogonales a la horosfera. El ángulo a lo
largo de la arista es el mismo, porque es el ángulo determinado por
los vectores unitarios perpendiculares a las esferas en el espacio de
Minkowski. En cada vértice del tetraedro llegan tres geodésicas y se
intersecan tres esferas, los tres ángulos interiores al triángulo formado
por los vectores unitarios perpendiculares a las esferas suman π, porque
en el ĺımite en que se acercan a la horosfera están en el plano tangen-
te a la horosfera. Por la propagación del ángulo en cada arista de un
vértice a otro y por la propiedad de que la suma de los tres ángulos en
cada vértice es π, se demuestra que los ángulos de aristas opuestas del
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Figura 3: El nudo 52.

tetraedro ideal tienen el mismo ángulo. Cada tetraedro ideal tiene tres
ángulos diedros entre las esferas que forman sus caras.

El grupo del complemento de un nudo está formado por lazos con-
tenidos en el complemento, que no pueden cruzar el nudo. Aprender
a generar el grupo de un nudo puede resultar sencillo si se considera
la presentación de Wirtinger que se puede disfrutar como lo enseña
Rolfsen [17].

La ecuación del grupo del nudo 52 de la figura 3, está generado por
los elementos F,G sujetos a la restricción

F−1G−1FGFG−1F−1 = G−1F−1GFGF−1G−1 . (29)

En el trabajo publicado por J. Milnor [9] (derivado de un simposio que
reconoce la herencia matemática de Poincaré en 1980) Milnor repre-
senta los generadores de un grupo similar por dos transformaciones de
S(C2) parabólicas cuyas matrices son:

F =

(
1 0
−z 1

)
, G =

(
1 1
0 1

)
, (30)

que al ser substituidas en la ecuación (29), que satisfacen los generado-
res, nos da la ecuación cúbica

z3 − z2 + 2z − 1 = 0 ,

cuya solución compleja en términos de tres ángulos α1, α2, α3, cuya
suma es π, se puede escribir como

z =
senα2

senα3

exp iα1=̇0.215079854500973 + 1.30714127868205i . (31)
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Figura 4: Celda elemental del nudo en la horosfera, según Thurston.

Los tres ángulos se determinan con facilidad porque se permutan
ćıclicamente en la ecuación (31) por las transformaciones del grupo
modular

z → 1

1− z
, z → 1− 1

z
.

W. Thurston encuentra que tres tetraedros con los mismos ángulos
forman la celda elemental invariante ante las transformaciones de este
grupo. Los ángulos de cada tetraedro son los mismos α1, α2 y α3.

Los tres tetraedros unidos forman una celda elemental sin huecos
entre ellos. La unión de las celdas idénticas a la elemental rellenan
perfectamente la 3-bola de Poincaré.

Al pegar los tres tetraedros, sus vértices en infinito llegan a la ho-
rosfera de la 3-bola de Poincaré donde la geometŕıa es euclidiana. Al
llenar la 3-bola de Poincaré con uniones de estos tetraedros, se encuen-
tra sobre la horosfera un mosaico donde se repite la celda elemental
formada por los doce triángulos de los vértices de los tetredros.

La celda elemental calculada por Thurston [20] se representa en la
figura 4. En el dibujo que hizo Thurston no se da importancia a los
ángulos verdaderos, lo cual se hace en la figura 4. Los triángulos de
los vértices de los tetraedros se distinguen por tonos de gris diferentes
y muestran al tono de gris pálido simétrico frente a una rotación de
π y a los tonos medio y oscuro intercambiados después de la misma
rotación. Posteriormente unimos varias copias de la celda elemental y
aparece en la figura 5 un mosaico con otra celda elemental equivalente
que se separa en la figura 6 y es la que se usa a continuación por ser un
paraleleṕıpedo.

La celda formada por el paraleleṕıpedo (ver figura 6) está formada
por doce triángulos semejantes, cuyos tres ángulos serán p el menor, m
el intermedio y g el mayor. De un vértice del paraleleṕıpedo se encuentra
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la propiedad de la geometŕıa euclidiana para la suma de ángulos p+m+
g = π. Del otro vértice se tiene la ecuación que relaciona los ángulos
de la figura 3p + m = π. Del interior se encuentra 3g + 2m = 2π,
la cual no es independiente de las dos anteriores. De dos de ellas se
encuentra la propiedad no evidente g = 2p. Estas ecuaciones dejan un
ángulo independiente. Lo que es menos evidente es que dicho ángulo
satisface otra condición debida al acomodo sin huecos de los triángulos
semejantes. Se deduce esa propiedad de la ley que relaciona el tamaño
de los lados con los senos de los ángulos opuestos.

De los cinco tamaños de triángulos diferentes descartemos los ma-
yores y menores. Entre los tres restantes hay tres lados que separan dos
de ellos. Cancelando estos tres de la ley que relaciona lados y senos de
ángulos, obtenemos las ecuaciones

sen3m = sen p sen2 g → 4 cos2 p = (4 cos2 p− 1)3 . (32)

Ésta es una ecuación cúbica x3 − x− 1 = 0 para la ráız x = cos2 p− 1.
Con soluciones numéricas aproximadas

x = 1.32471795724475,

p = 0.703857721301473,

g = 1.40771544260295,

m = 1.03001948968536 .

Estos ángulos son los de la ráız de la ecuación del nudo con las corres-
pondencias de notación

α1 = g , α2 = m, α3 = p .

Figura 5: Mosaico con la celda del dibujo anterior que muestra otra
celda elemental diferente, la cual es un paraleleṕıpedo.

Los generadores del grupo del nudo 52 (29) pueden representarse
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Figura 6: La celda elemental en forma de paraleleṕıpedo. Los vértices
de cada tetraedro con tonos de gris diferentes.

por las transformaciones de Lorentz

F =


1 0 senα2 cosα1

senα3

senα2 cosα1

senα3

0 1 senα2 senα1

senα3

senα2 senα1

senα3

− senα2 cosα1

senα3
− senα2 senα1

senα3
1− sen2 α2

2 sen2 α3
− sen2 α2

2 sen2 α3
senα2 cosα1

senα3

senα2 senα1

senα3

sen2 α2

2 sen2 α3
1 + sen2 α2

2 sen2 α3

 ,

G =


1 0 1 −1
0 1 0 0
−1 0 1/2 1/2
−1 0 −1/2 3/2

 .

Estas son las transformaciones de Lorentz en el espacio de Minkowski
asociadas a las transformaciones que usa Milnor [9] por medio de las
transformaciones de Möbius parabólicas en (30). Por supuesto se trata
del isomorfismo (o casi isomorfismo 2 a 1) entre ambos grupos. A una
transformación de Möbius parabólica (con la propiedad (F − 1)2 = 0),
le corresponde una transformación de Lorentz

Ljl = exp(Ajkηkl) ,

definida por su desarrollo en serie de potencias, donde Ajk es una
matriz antisimétrica con sus dos invariantes nulos, con la propiedad
(Ajkηkl))3 = 0 [13].

8. Conclusiones

Poincaré tiene un lugar consagrado entre los matemáticos por sus con-
tribuciones seminales en los campos de la geometŕıa y de la topoloǵıa.
Sus estudios fundamentales de funciones invariantes ante grupos fuch-
sianos y kleinianos han dado lugar a nuevos territorios, algunos inexplo-
rados, relacionados con la geometŕıa hiperbólica. Entusiasmar a jóvenes
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matemáticos y f́ısicos en ensanchar nuestro conocimiento en estas di-
recciones es nuestro propósito.

Para aquellos inconformes en participar en territorios que ya tienen
fuerte competencia, debeŕıan buscar leyendo a V. Arnold en el campo
viviente de la teoŕıa de bifurcaciones y catástrofes [1], que para Poin-
caré estaba relacionado con el comportamiento de las ecuaciones de la
f́ısica donde las singularidades requieren tratamiento especializado, y
que se conectan de forma misteriosa con la formulación de la mecánica
cuántica a la Feynman [6]. Mi pensamiento quisiera acercarse al de E.
Witten y quizá no está muy lejano cuando vemos que en la conferen-
cia que imparte en el cincuenta aniversario del CINVESTAV en 2011
nos habla de variedades en el semiespacio de Poincaré, y cuando dibuja
nudos sobre la frontera de este semiespacio.
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