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1. Introduccién

Es muy comtin que conceptos y resultados de graficas se puedan ex-
tender a conceptos y resultados o conjeturas de digraficas. En algu-
nos casos, las ideas que se utilizan para probar el resultado para las
digraficas son practicamente las mismas que se utilizaron para probar
el resultado para las gréaficas, en otras ocasiones hay que buscar una
argumentacion completamente distinta y también existe la posibilidad
de que el resultado sea falso para las digraficas. En este trabajo vamos
a aprovechar el puente creado recientemente entre las coloraciones en
graficas y digraficas.

El objetivo principal del presente articulo es ilustrar como la exten-
sion de un resultado para graficas puede requerir diferentes técnicas en
diferentes clases de digraficas. Nosotros vamos a considerar un resulta-
do clasico en la teoria de coloraciones, pero primero vamos a definir que
es una grafica y una digrafica, una coloracion de vértices y para poder
entender el resultado que vamos a extender necesitamos la definicion
de dos tipos de coloraciones para gréaficas y sus extensiones para las
digraficas.

Una grafica G consta de una pareja (V(G), A(G)) donde V(G) (o
simplemente V') es un conjunto finito, no vacio, de vértices y A(G) (o
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simplemente A) es el conjunto de aristas, es decir, un conjunto de sub-
conjuntos de cardinalidad 2 del conjunto de vértices. Decimos que dos
vértices u,v € V(G) son adyacentes si {u,v} € A(G). Por otro lado,
una digrafica D consta de una pareja (V(D), F(D)) donde V(D) (o
simplemente V') es un conjunto finito, no vacio de vértices y el con-
junto de flechas F(D) (o simplemente F') es un conjunto de parejas
ordenadas del conjunto de vértices, es decir, F' C V x V. Para sim-
plificar la notacién denotaremos la flecha (u,v) como uv. Observa que,
por la definicién que usamos, las graficas no tienen aristas multiples
ni lazos y las digraficas no tienen flechas multiples, ademas, conside-
ramos solo digraficas sin lazos. Es importante notar que la relacion de
adyacencia (la que define a las aristas) en una gréfica es una relacién
simétrica, mientras que la relacion de adyacencia en una digrafica pue-
de ser simétrica, asimétrica o ninguna de las dos, lo cual se traduce
en digraficas simétricas, digraficas orientadas o asimétricas y digrafi-
cas. Una flecha uv € F es asimétrica (simétrica resp.) si vu ¢ F
(vu € F'). Seguimos el libro [5] para conceptos en gréficas y en digréfi-
cas no definidos aqui.

Una coloracién de los vértices de una (di)grafica H es una funcién
¢ :V(H) = [n], donde [n] = {1,2,...,n}, es decir, la funcién ¢ asigna
un nimero, al que llamaremos color, a cada vértice. Una coloracién in-
duce una particion en clases cromaticas. La clase cromatica del color
1 es el conjunto de todos los vértices del color 7. Una clase cromatica
es singular si consta de un solo vértice. Vamos a considerar coloracio-
nes que asignan colores distintos a vértices adyacentes. Esta coloracién
también se llama una coloracién propia y es la coloracién del famoso
teorema de los 4 colores. Una coloracién es completa si para cualquier
pareja de colores {i,j} existen dos vértices adyacentes u,v tales que
o(u) =iy p() = j. El nimero cromético x(G) de una grafica G
es el minimo nimero de colores de una coloracién propia y completa,
mientras que el nimero acromatico «(G) es el mdximo nimero de
colores de una coloracion propia y completa.

En 1982, el matematico mexicano V. Neumann-Lara definié las colo-
raciones aciclicas en digraficas como una generalizacion de las coloracio-
nes propias en graficas. Una coloracién de los vértices de una digrafica
es aciclica si no hay ciclos dirigidos monocromaticos. Ademas, definio
el nimero dicromatico como el minimo nimero de colores de una
coloracién aciclica [I4]. El nimero dicromético de una digréfica gene-
raliza el nimero cromético de una grafica y ha servido para extender
diversos conceptos y resultados de la teoria de graficas a la teoria de
digraficas. Por ejemplo, digréficas perfectas [I], polinomio dicromético
[10], resultados tipo Brooks [11], cotas en términos del cuello de una
grafica [7], teorema de flujo [12]. Recientemente, G. Araujo-Pardo, J.
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J. Montellano-Ballesteros, M. Olsen y C. Rubio-Montiel [2] propusie-
ron una extension del nimero acromatico usando coloraciones aciclicas
y definiendo una coloracion completa para digraficas como aquella
que para cualquier pareja ordenada (i, j) de colores, con i # j, hay una
flecha de un vértice de color i a un vértice de color j. Asi, el niime-
ro diacromatico, denotado por dac(D), se define como el maximo
nimero de colores de una coloracién aciclica y completa y podemos ex-
presar el nimero dicromético dc(D) de una digrafica D como el minimo
nimero de colores de una coloracién aciclica y completa.

Cabe mencionar que tanto el nimero cromatico como el nimero
acromatico han sido extendidos a las digréficas en diferentes ocasio-
nes, pero ninguno cumple con extender tantos conceptos y resultados
como las coloraciones aciclicas. En particular, en la literatura hay otras
tres extensiones del nimero acromético [8, @, [19]. De las cuatro exten-
siones, el numero diacromatico es la extension que cumple con el mayor
nimero de propiedades del niimero acromatico, entre estas se encuentra
la propiedad de interpolacién (teorema .

En este trabajo presentamos un teorema equivalente al resultado da-
do por V. Bhave sustituyendo los niimeros cromatico y acromatico de
una grafica por los nimeros dicromatico y diacromatico de una digrafi-
ca. El teorema de V. Bhave se encuentra a continuacién y su prueba se
puede consultar en [6].

Teorema 1.1. [} Para todo par de enteros a < b existe una grdfica G
con X(G) =a y a(G) =b.

Para las digraficas simétricas el concepto del nimero dicromético
coincide con el niimero cromatico y el concepto del niimero diacromético
coincide con el nimero acromatico. Por lo que el resultado se extiende
trivialmente a las digraficas simétricas.

En este trabajo se presenta una construccion que genera para todo
par de enteros r < s una digrafica D no simétrica con dc(D) = r y
dac(D) = t. La segunda construccién genera una digrafica asimétrica
con de(D) = r y dac(D) = t para todo para de enteros r,t con r <
s(r) <t donde s(r) es una cota en términos de r.
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2. Generalizacion del teorema de V. Bhave para
digraficas no simétricas

Para cada pareja de enteros 2 < r <t vamos a construir una digrafica
D, tal que dc(D) = r y dac(D) = t. La trayectoria dirigida P, =
(v1,v2,...,v,) se define como V (P,) = {v1,ve,...,0,} v F(P,) =

{viviy1 | @ € [n — 1]}. La digrafica completa ?n se define como
V <?n) = {U17U2a s 7vn} y F (E) = {'Uﬂ)j | i %]727] € [TL]},

es decir, la digrafica completa Zn tiene n vértices y tiene una flecha
simétrica entre cada par de vértices. Es facil ver que

() = = dac (2.

Para construir una digrafica no simétrica con de(D) = r y dac(D) =t
utilizamos la siguiente construccion.
Construccion 2.1. Sean k un entero no negativo, E) la digrafica com-
pleta simétrica, vy € V' <E>> y Pa = (v1,v9,...,v9) una trayectoria
tal que V (E) N V(Py,) = 0. Definimos la digrafica K, (vo) como
sigue:

V(K alwe) = V(I0) UV (Pw),

F(K;y(v)) = F(K.)UF(P)UM,
donde P’ es un torneo definido como:

V(P') = V(P)U{w} = {vo,v1,vs,... 02k}

y para i < j

F(P) = v;v; Sl J — 1 es par;
v;v; Sl j — 1 es lmpar,

y para todo x € V' (H) \ {vo},

M- { zv; siles par,
v;z siiesimpar.
Notemos que K, (vo) = H
Sea S C V(D). La digrafica D(S) es la subdigrafica inducida por el
conjunto S. Decimos que un vértice v € V(D) es fuente (pozo) de S
siuv ¢ F(D) (vu € F(D)) para todo u € V(.5).
Observacién 2.2. Para P’ se tiene que:

/ .
1. P {({vg,ve,...,v3}) es un torneo aciclico donde vy es pozo y voy
es fuente.
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’ , .
2. P({v1,v3,...,v95_1}) es un torneo aciclico donde v; es pozo y
var_1 €s fuente.

Para que sea mas facil entender la construccion [2.1)revisamos primero
un ejemplo.
Ejemplo 2.3. En la figura[l] mostramos la construccién de la digréfica

K7} ,, en donde consideramos la digrafica completa K 4 y la trayecto-
ria dirigida P, (k = 2), asi como coloraciones que realizan su nimero

dicromatico y niimero diacromatico. Como [%Z es subdigréfica de Kj ,,

Figura 1. dc(D) =4y dac(D) = 6.

entonces dc(Kj,) > 4. En la figura (a), mostramos una coloracién
de K, para el nimero dicromadtico con 4 colores, los colores estan re-
presentados mediante los cuatro simbolos Y, ¢, # y &. Coloreamos los
vértices vy, vy € Py con el color del vértice vy (el color representado por
el simbolo &) y coloreamos a los vértices vy,v3 € P, con el color de
un vértice que no sea vy (por ejemplo con el color representado por el
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simbolo #). En la figura (b), mostramos una coloracion de Kj, para
el nimero diacromatico con 6 colores, los colores estan representados
mediante los seis simbolos %, ¢, &, &, By A. Coloreamos los vértices
v1,v2 € Py con un color que no se utiliza en K7 4 (por ejemplo con el co-
lor representado por el simbolo W) y coloreamos los vértices vz, vy € Py
con otro color que no se utiliza en K}, (por ejemplo el color represen-
tado por el simbolo A). La coloracién en la figura[|(b) es una coloracién
Optima de Kj, ya que Kj usa a lo mds 4 colores y la coloracién del
torneo inducido por los vértices vy, v1, ..., v4 solo puede tener una clase
cromatica singular.

Para la prueba del teorema [2.5] necesitamos el siguiente resultado,
llamado la propiedad de interpolacion del nimero diacromatico

Teorema 2.4. [2] Sean D una digrdfica no trivial y uw € V(D). Enton-
ces

dac(D) — 1 < dac(D — u) < dac(D).
Teorema 2.5. Sean > 2, entonces dc(K}, . (vo)) = n y dac(K; 5 (vo))
=n-+k.
Demostracion. Sea K o (vo) la digrdfica obtenida en la construccién
y considera la coloracion éptima para el nimero dicromatico
p:V (K) — [n]. Primero probamos que dc(K}; 5. (vg)) = n. Como H
es subdigrafica inducida de K7, (vo) se tiene que de(K; 5, (vo)) > n.

Para probar dc(K} 5. (v9)) < n, damos una coloracién con n colores y
verificamos que es aciclica. Sea ¢’ : V(K ,.(vo)) — [n] la coloracién

con n colores. Asumimos que p(vy) = 2 y sea u € V (E) tal que

©(u) = 1. Definimos la coloracién ¢’ como sigue

pw) stweV (E) ;
¢'(w)=19 1 siw=wy_1yiE€ [kl
2 siw =wy yie€ k]

Para visualizar la coloracién ¢’ véase la figura 2] Para los vértices de la
digrafica ?n, la coloracién ¢ y ¢ coinciden, y para los vértices sobre
la trayectoria P, solo usamos dos colores, los vértices de la forma vy;
tienen el color 2 igual que el color de v y los vértices de la forma wvy; 4
tienen el mismo color que u. Por la observacién 2.2/1 la clase de color 2
es aciclica (véase la figura|2| (a)). Por la definicién del conjunto M en la
construccion [2.1] u es fuente en la clase de color 1 y por la observacién
2.212 la clase cromdtica de color 1 es aciclica (véase la figuraf2] (b)). Por
lo tanto para todo k£ > 0 se tiene que

de( K, o1, (v0)) = 1.
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Figura 2. La coloracién aciclica de K, 55 (v0), donde los simbolos s, #
representan el color 1 y 2 respectivamente.

Nos falta probar que el dac(K}; o). (vo)) = n + k. Sea §:V (?n) —

n
[n] una coloracién 6ptima para el nimero diacromético. Definimos la
siguiente coloracién 8" : V(K o (v0)) — [n + k]

n

B(w) = fw) siweV (E) ;
n—+1 siw € {Ugi_hvgi}yiE [k’]

Primero observemos que las clases crométicas C; con i € [n] son cla-
ses singulares y para C,; donde i € [k] son clases aciclicas de orden
2, ya que la digrafica inducida por los vértices de la trayectoria P
es asimétrica. Por lo tanto la coloracién [’ es aciclica. Nos falta ver
que 3’ es una coloracién completa. La coloracién ' inducida por los
primeros n colores es completa por construccién (la digrafica inducida
por los primeros n colores es una digréafica completa). Como las clases
cromaticas C),.; constan de un vértice con subindice par y uno con
subindice impar, entonces por la definicién del conjunto M, en la cons-
truccién [2.1], cada clase cromdtica C,y; es completa con respecto a las
primeras n clases cromaticas. En la figura [3] podemos observar como
se comporta un vértice de la clase cromética C,, 41 (color 4) con los
vértices de las otras clases cromaticas. Ademads, por la definicion de las
adyacencias sobre la trayectoria Py en la construccién [2.0], las clases
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Figura 3. Las adyacencias entre el vértice 4 y los vértices de las otras clases
cromaticas en K, o (vo0). Los colores estdn representados por simbolos.

Ch4s son completas entre si para ¢ € [k]. Por lo tanto ' es completa y
dac(K? o (v9)) > n + k.

n,
Para demostrar que dac(K; 5, (vo)) < n + k vamos a proceder por
contradiccion suponiendo que hay una coloracién completa y aciclica
con mas de n+k colores. Por el teorema de interpolacién (teorema[2.4)),

podemos asumir que dicha coloracién usa exactamente n+k+1 colores.
Sea v : V(K op(v0)) = [n+ k+1]. En E) usamos a lo mas n colores

n,
por lo que los otros k + 1 colores deben estar asignados a vértices de
la trayectoria Pyj. Por el principio de las casillas, en Py, tendriamos al
menos una clase cromética singular, digamos el color a.. Sea w el vértice
de color «, entonces w puede tener subindice par o impar Siw = vg;_1
por la deﬁIHClOIl del conjunto M, en la construccién [2.1] no hay flechas
de color (a,i) con i € [n]. Si w = vy; obtenemos, de manera analoga,
que no hay flechas de color (i, ) con i € [n]. Por lo tanto la coloracién

~ no es completa, lo cual contradice nuestra suposicién. Por lo tanto

dac(K; o) (v0) = n + k. O

n,

Con este teorema construimos explicitamente para cada par de en-
teros 2 < r < t la digrdfica no simétrica K;,, con de(K}),,) = 7y
dac(K;q) =1t.

3. Generalizacion del teorema de V. Bhave para
digraficas asimétricas

En esta seccion vamos a explorar qué parejas de valores se obtienen
usando las familias con niimero dicromético conocido que se encuentran
en la literatura. Después, utilizando las técnicas de la seccién anterior,
construimos torneos tales que el nimero diacromatico esta en términos
del nimero dicromatico.

El teorema establece que el nimero diacromatico de un torneo
circulante esta determinado por el orden.
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Teorema 3.1. [2] Sea T' un torneo circulante de orden 2n+1, entonces
dac(T) =n + 1.

En el siguiente corolario resumimos los resultados conocidos para el
nimero dicromatico junto con su respectivo niimero diacromatico segin
el teorema [3.11

Corolario 3.2. Ezxiste un torneo circulante T que admite una colora-
cion optima para el numero dicromdtico con una clase cromdtica sin-
gular

de orden 2m+1 con dc(T) = 2 para m > 1 [T7] y dac(T) = m+1;
de orden 2m+1 con de(T) = 3 param > 3 [17] y dac(T) = m+1;
de orden 2m + 1 con dc(T) = 4 para m > 5 [13, [15] y dac(T) =
m—+1;

e de orden 19 con de(T) =5 [16] y dac(T') = 10;
e de orden r* —r+1 con dc(T) =r [3] y dac(T) = [(r* —r +1)/2]
para r > 3.

Con los resultados conocidos, el problema queda resuelto para el
nimero dicromatico igual a 2, y queda parcialmente resuelto para los
casos en que el nimero dicromético es igual a 3 y 4, en estos dos casos so-
lo falta la existencia de una digréafica 3-diacromatico y 4-,5-diacromético
respectivamente.

La siguiente construccion es una modificacién de la construccién 2.1,
que nos permite, a partir de una digrafica asimétrica con nimero di-
cromatico r y numero diacromaético ¢, generar las digraficas asimétricas
con numero dicroméatico r y cualquier nimero diacromatico mayor o
igual a t.

Construccidén 3.3. Sea D una digrafica, P = (v, v, ..., v,) una tra-
yectoria y vy € V(D). Sea n un entero no negativo, definimos la digréfi-
ca D, (vy) como sigue:

V(Dp(wo)) = V(D)UV(P),
F(Dy(w)) = FD)UFPIUM

donde P’ es un torneo definido como

V(P") =V (P)U{ve} = {vo,v1,v2,...,0,},
F(P) = { VU4 s% ] —2: es par;
v;v; sij—iesimpar,
para0<i<j<ny
M= { TV, Vo1 T Sl xvy € F(D);
VT, TUyp1 sl vgxr € F(D).

Notemos que Dy(vg) = D, ya que P’ = vy.
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Para el caso de las digraficas asimétricas las pruebas requieren de
mas herramientas de la teoria de las graficas, por lo que las omitimos,
se pueden consultar en [I§].

Teorema 3.4. Sea D una digrdfica con de(D) = r, dac(D) =t y tal
que tiene una coloracion optima para el niumero dicromdtico con una
clase cromdtica singular {u}. Sea vy € V(D) — u, entonces para toda
k > 0 existe un entero 0 < ny < 2k tal que:

de(Dy, (vo)) =1y dac(Dy, (vo)) =1t + k.

El teorema dice que, si tenemos una digrafica r-dicromatica que
admite una coloracién éptima con una clase cromatica singular y niime-
ro diacromatico ¢, podemos construir una digrafica r-dicromatica con
cualquier numero diacromatico mayor o igual a t. Observa que en este
caso lo importante es contar con una digrafica tal que la diferencia entre
el nimero dicromatico y el nimero diacromatico sea el menor posible.

Como consecuencia del teorema |3.4] y el inciso 5 del corolario
tenemos lo siguiente.

Teorema 3.5. Para todo enteror yt > ’J_TT” existe una digrafica D

asimétrica con de(D) =r y dac(D) = t.

En la tabla [I] representamos la relaciéon de valores conocidos para r
y t. Recordemos que t tiene una expresion cuadratica en términos de r
a partir de r = 5. Esto se refleja en que la diferencia entre los valores r
y t crece conforme aumenta el nimero dicromatico.

r (23|45 6| 7|89 10
t>12(4/6|10|16 2229|3746

Cuadro 1. Comparacién del nimero dicromatico con el ndmero diacromatico.

4. Conclusiones

La pregunta que nosotros consideramos resulté en problemas muy dis-
tintos en las tres grandes clases de digraficas: en las digraficas simétri-
cas es una consecuencia directa de un resultado en teoria de graficas;
para las digraficas no simétricas lo pudimos resolver completamente;
mientras que para las digraficas asimétricas pudimos dar una solu-
cién parcial, dejando una brecha (un gap) entre el nimero dicromati-
co y el nimero diacromatico en donde no sabemos si existan digrafi-
cas que cumplan con los parametros. El caso mas pequeno donde no
sabemos si exista una digrafica asimétrica D es para el caso en que
de(D) = dac(D) = 3. Es importante mencionar que no solo probamos
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la existencia de tales digraficas, sino damos explicitamente la construc-
cién de la digréfica asi como las dos coloraciones éptimas para cada
una de ellas.

Esperamos que con este trabajo se amplie la comprension de la di-
ficultad que se enfrenta cuando se trata de extender resultados de la
teoria de graficas a la teoria de digraficas.
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