Termodindmica, ecuilibrio y geometria

Una introduccién a los conceptos mds importantes de la
termodinamica: energia, equilibrio, calor y entropia, sus
limitaciones y su geometrfia.

Luis Casian (U.A.M.)

Introduccidn:

Puede decirse que la termodindmica nacid cuando fué incorpo-
rado, al avance de la fisica, el estudio de los fendmenos térmi-

€os

La primera ley de la termodindmica, que reconoce el calor co
mo una forma de energia, puede considerarse como una versidn del
principio de conservacidn de la energia, para fendmenos en los que
interviene la temperatura. Es hasta hace relativamente poco tiem
po que los fisicos llegaron a esta conclusidn, pues anteriormente
se pensaba que el calor era una especie de fluido indestructible
y eldstico, y se interpretaba el fendmeno del calentamiento, como
consistente en la transferencia de este fluido, el caldrico, de
un cuerpo a otro. No fué sino hasta 1842 cuando Mayer, inicial-
mente interesado en la medicina, descubrid la equivalencia entre
el calor y la energia; concepto éste dltimo inventado treinta v
cinco afios antes por otro médico, Young, quién definid la energia

como la "capacidad para realizar trabajo".

La segunda ley, que fué formulada antes que la primera, ex-
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presa la gran preocupacidén de los hombres que la concibieron, por
la creacién de maquinas térmicas mds y mds eficientes. Sadi Car-
not en 1824, al observar los continuos progresos en la eficiencia
de las mdquinas de vapor, se preguntaba si estos avances se sucede
rian indefinidamente o si existe un limite natural, impuesto por
la naturaleza misma de los fenémenos térmicos que nunca se podra
franquear. El imagind una mdquina ideal, sin defectos térmicos

ni mecdnicos, y llegd a la conclusidn de que ésta maquina, traba-

jando ciclicamente entre dos temperaturas T, <T es mds efi-

1 2'
ciente que cualquier otra maquina térmica que pueda existir, ope-
rando ante las mismas dos temperaturas (teorema de Carnot). Si se
define la eficiencia E de una miguina térmica come E= W/Q
donde W es el trabajo realizado por ésta y Q es la energia

que se le ha proporcionado en la forma de calor, puede probarse

con el teorema anterior, que, la eficiencia de una maquina térmi-
T
ca de Carnot es 1-E3 ... (1) en la escala de temperaturas del
1

gas ideal (*) por lo que si existe una barrera ingranqueable para
1a eficiencia de una maquina térmica operando entre dos temperatu
ras, y es la correspondiente maquina de Carnot. En particular cuand

Tl = T2 en la ec. (1), se obtiene una eficiencia E =0, es decir que

(*) Una miquina de Carnot efectda un ciclo que consiste de cuatro
procesos reversibles: Una expansidn isotérmica a la temperatura
T,, una expansidén adiabdtica (sin flujo de calor), una compresidn
isotérmica a la temperatura T,, una compresidn adiabdtica hasta

el estado inicial.




una mdquina térmica no puede realizar trabajo en ciclos a una so-
la temperatura. En estos mismos términos expresd Kelvin la segun
da ley de la termodindmica: "No existe una midquina que trabajando
en ciclos pueda transformar integramente en trabajo, el calor ex-

} traido de una fuente con la misma temperatura en todos sus puntos".

El nacimiento de la termodindmica, bosquejado brevemente a
través de sus dos principios mas importantes, estuvo relacionado
' con el auge de las maquinas térmicas, pero como ocurre géneralmgg
te en la ciencia, ahora se ha liberado de sus ataduras iniciales.
Fué con Gibbs que el estudio de los fendmenos térmicos tomé un
nuevo sesgo a mediados del siglo XIX, cuando €l decidid estudiar,
ya no los procesos, alejdndose del puntb de vista de Carnot, sino
los estados de equilibrio y su caracterizacidén. Este cambio de
enfoque, junto con los principios de mdxima entropia y de mfnimaﬁv
energia, como formas equivalentes de la segunda ley, produjo inme
diatamente una rica cosecha de resultados: condiciones de estabili

dad de un sistema, potenciales quimicos, regla de las fases, etc.

Actualmente sabemos que la fundamentacidn de las leyes de la
termodindmica, debe buscarse en la interpretacién cinetica, que
reduce los fendmenos térmicos al movimiento desordenado de 3tomos
y moléculas Desde este puntd de vista, la termodindmica debe con

siderarse como una parte de la mecdnica: la mecdnica de un ndmero



- 26 -

tan grande de particulas, gque sélo es posible el estudio de las
propiedades en promedio de éstas. Los iniciadores de esta rama
de la mecdnica, conocida como mecdnica estadistica, son el mismo

Gibbs junto con Boltzmann y Maxwell.

II. Equilibrio.-

La termodindmica para el estudio de los fendmenos fisicos,
parte del punto de vista macroscdpico, segin el cudl, los fluidos
parecen estar constituidos por un cortinuo de materia. Este pun-
to de vista, que permite describir un gas con muy pocas coordena-
das, estd fuertemente apoyado en la validez de un concepto muy im
portante: el de equilibrio termodindmico, nocidén Que nos permite
hablar con algun sentido de la temperatura y la presion de un gas.
Heuristicamente puede decirse que un sistema termodindmico(*) es-
td en equilibrio cuando las propiedades macroscdpicas que lo deter
minan, no varian en tanto se mantienén constantes las condiciones
externag al sistema; es decir, que se sabe que un gas estd en equi
librio, si estando sus alrededores fijos, se estabilizan las medi
ciones de presidn y temperatura hechas en el seno del fluido. La
nocién de equilibrio termodindmico es opuesta, por asi decirlo, a
la fluctuacidn, y es un concepto nacido al observarse sistemas con
muchisimas particulas en muy rdpido movimiento, durante un lapso

relativamente corto.

(*) Una porcidén del universo separada conceptualmente para su es
tudio.




En efecto, cuando se hace un anilisis microscdpico del pro -

blema, tomdndose un punto de vista corpuscular, el panorama que

se observa es muy diferente, y un gas que macroscépicamente es con
tinuo, se ve como un conjunto de N particulas en constante movi
miento, cuya descripcidn requiere no de dos coordenadas (presidn
y temperatura), sino de 6N variables. Pues bien, resulta que
con este enfoque puede probarse un teorema sorprendente, que limi

ta la validez del concepto de equilibrio en el tiempo.

Supongamos para hacer este estudio microscédpico, que se tie-
nen N particulas con velocidades v, Y masa m, contenidas en
un recipiente cibico Q. Todas las particulas mantienen su trayec
toria rectilinea hasta rebotar con las paredes de Q segun las
leyes de la reflexidn de la luz o chocar contra otras particulas.
Se supone que las colisiones son eldsticas, esto es, que la ener-

gia cinética total:

n

m 2

EC =5 /Vi/ ess (2)
1=
se conserva, por lo que
o 2
v = 51/"1/ e (3)
i=

es una constante del sistema: la mixima rapidez que puede alcanzar
una particula del gas. Si se denota por S(r) al conjunto de los

3N ” .
z €R tales que /z/ = r, la descripcidén del movimiento de
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las N particulas puede hacerse en el espacio fase:
N
X =0 x s(V)

donde las primeras 3N coordenadas proporcionan las posiciones de
las N particulas en , y las segundas 3N sus velocidades.
Pues como se sabe, el vector (vl,...,vn) permanece en S (V)

por tener su norma constante e igual a V.

Sea %: X —» X, la funcidén que asigna a una configuracidn
inicial {(q,v), g = (ql,...,qN), v = (vl,...,vN) de posiciones y
velocidades de las N particulas, el respectivo conjunto de posi
ciones y velocidades (q',v'), que las N particulas tienen,
después de transcurrida una unidad de tiempo. 3Zntonces es obvio

_que
n v
® = %0... 0@ (n veces)

asigna a cada (g,v) en X, 1la configuracidn gque el sistema

tiene después que han pasado n unidades de tiempo.

Se puede dotar el espacio fase X con una medida pertinente,
la medida producto y = v x A, donde v es la medida de Lebesgue
en QN, v A la medida de Riemann en S(V). NOGtese de paso que &
es una funcidn definida en casi todo punto de X, respecto a esta
medida, pues el conjunto de puntos que pueden presentar problemas,

como las condiciones iniciales {g,v) tales que alguna particula
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choca eventualmente con un vértice de Q, tiene medida cero. Si
se utiliza como unidad de longitud, 1la longitud de un arista de
Q, y como unidad de velocidad una cantidad proporcional a Vv

tal que el drea A(S(V)) sea uno, podemos lograr que pyX = 1;

pero debe observarse Que ya se han fijado las unidades de longitud

Y de velocidad, la unidad de tiempo queda determinada y es del

- orden del tiempo que tarda una particula del sistema, a la veloci
. dad maxima V, en recorrer una arista de Q. Por ejemplo, si
: 3 .

Q tiene un volumen de 1Im~ y V es del orden de la velocidad

3 de la luz, la unidad de tiempo es aproximadamente 1/108 segun-—

dos.

Lema 1. El sistema (X, ) descrito arriba es tal que @

preserva la medida y, esto es, si A es medible:
-1
pOR) = ud = 4@ (a)
La demostracion es fdcil pero se omite.

Teorema 1. (Poincaré) Sea (X, & igual que antes. Enton-
ces si A ©X es medible, para casi todo x € A, existe un nime-
ro infinito de enteros n tales que dP(x) € 2 (o sea, la 6rbi-

ta por x regresa un nimero infinito de veces al conjunto a).
dm: Sea B = {x ¢ &: ébn(x) g/A para n=1,2, .},

entonces los conjuntos ka(B), k=20,1,2,... son todos disjun-

tos y tienen la misma medida. Lo primero, porque si
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x, € é_k(B) n Q‘r(B) con r < k, entonces y = ¢I)r(x0) e@r_k(B) nB

0
lo que significa que ¢F"r(y) € B €3 contradiciéndose la defini
cién de B pues k-r > 0 . Lo segundo es por el lema 1.

Sea § = ﬁ ¢rk(B), entonces S consta de los puntos cuya
6rbita entra zzoconjunto A2 a lo mas un numero finito de veces,
y sale definitivamente de A después de cierto tiempo k. Por

tanto es suficiente demostrar que S tiene medida cero. Como

s = ZD p®F(B) = lim nuB
k= n o

Yy pS < gX =1, la tnica posibilidad es que puB = uS =0, con

lo que queda demostrado.

Ahora pasamos a las consecuencias de este teorema. Sea D
una mitad de Q y consideremos 3 = DN x S(V), dque consiste de
todas las condiciones iniciales del sistema para las que el gas es
td concentrado en D. Entonces el teorema 1 asegura que para ca-
si todo {q,v) en este conjunto f el gas vuelve a concentrarse
en una mitad del recipiente un numero infinito de veces! Si de
alguna manera pudiésemos medir le presién del fluido en los ins-
tantes de regreso, veriamos con sorpresa que la presidn se dupli-

ca en Db y se hace cero en la otra mitad del recipiente, sin que

las condiciones externas al sistema varien.

La explicacidén de esta extraiia paradoja estd en el estudio

de los tiempos de regreso en el teorema de Poincaré. Un teorema
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de Katz (*) dice al respecto, que si A tiene medigda positiva, y
f es la funcidn que a cada x en A le asigna el menor entero

. e . n - . L. .
n positivo tal que ¢ (x) €A, f no sélo estd definida en casi

* toda parte y es medible, sino que su valor promedio es

1 r _ 1
S

cee  (4)

Ahora bien, si A = D& x S(V), vemos que este conjunto tie-~

. ne una medida

uad = (/2% ... (5

;;como puede comprobarse ficilmente, toménédse en cuenta que las N
f particulas pueden colocarse respectivamente en D o en su comple-
E mento de 2N formas. Esto quiere decir, en virtud del teorema de
;:Katz, que el tiempo de regreso promedio es de 2N unidades de
ijtiempo, cantidad que para un sistema eﬁ que Q tiene un volumen

‘:de 1 m3 Yy N es del orden de 1023(**) corresponde a un nime-

ro tan grande de afios gue no podriamos escribir todos sus digitos.

 En resumen, es fdcil ver aqui, que aunque la nocidn de equilibrio

termodindmico en un gas estrictamente no es valida, las fluctuacio
nes que son suficientemente grandes para ser observadas, tardan

mucho en ocurrir; por lo que podemos decir, que la validez del

(*) Ver ejercicio 14, sec. 9 del cap. XIII de [2] 6 [12)

23 . R
(**) Hay 6.02 x 10 moléculas en 22.4 litros de un gas a la
presidén de 1 atm. y la 0°K de temperatura (nimero de Avogrado)
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concepto de equilibrio es relativa al tiempo de observacidn y a

la precisidn de los aparatos de medicién disponibles

Si pensamos en un modelo simplificado del universo en el que
este consite de un nimero muy grande de particulas dentro de un
volumen finito, resultard que casi toda configuracién se repite en
el universo después de cierto tiempo, pues es suficiente que la
configuracidn final esté suficientemente "cercana" a la inicial,
para que macroscépicamente no se puedan distinguir las dos confi-
guraciones. Con este modelo tenemos ante nosotros la posibilidad
de construir una midquina cuya eficiencia traspasa las fronteras
establécidas por Carnot y Kelvin hace tiempo. Imaginemos un gas
dentro de un cilindro con un pistdén que se desplaza sin friccién.
Poniendo el gas en contacto con una udnica fuente térmica a una so
la temperatura, podemos hacer que el gas realice trabajo al expan
der su volumen, trabajo con el que podemos mover una locomotora.
La segunda parte del ciclo, aunque muy larga, consiste en esperar
el tiempo necesario para que todas las particulas del gas egpon£§
neamente ocupen el volumen inicial, y en ese instante, desplazar
libremente el pistdn a su posicidn original sin hacer ningin tra-
bajo adicional. La mdquina asi concebida opera en ciclos, y ade-
mids transforma integramente en trabajo, el calor extraido de una
dnica fuente térmica a una sola temperatura. Es decir, gque hemos
construido una maquina que contradice el postulado de Kelvin y cu

ya eficiencia rebasa la cota superior establecida por el teorema

de Carnot.
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Las consecuencias del teorema de Poincaré son ain mds graves
de lo pensado, pues invalidan la segunda ley de la termodindmica
;guando ésta es aplicada en intervalos de tiempo demasiado grandes.
; 1 tiempo es una variable que no se menciona en las leyes de 1la
rmodinamica, y sin embargo, la segunda ley sélo es vdlida en lap
suficientemente cortos para que las fluctuaciones en un siste

sean pequefiag,

Hechas todas las advertencias necésarias, resuminos en un qQ
0 postulado los resultados de mucham experiencias en diferentes
mpos de la fisica respecto al equilibrio termodindmico: (Ley
‘oero) "Para cada forma de interaccidn de un sistema con sus alre
idedores (térmica, mecdnica, etc.), existe una variable y (tempera
tura, presidn, etc. respectivamente), que sélo depende del estado

 £isico del sistema, y tal que si A, + A, son dos sistemas que

2
interactian; A, YA, estdn en equilibrio térmico, mecdnico, etc.

f respectivamente si Y tiene el mismo valor en Al Yy en A", Se

2
 gabe que las variables Y, desde el punto de vista de la mecanica
estadistica, son promedios de coordenadas de las particulas que
forman el sistema. Por ejemplo en un gas perfecto (*) la tempera
 tura se interpreta como el promedio de las energias cinéticas de
las moléculas de éste. La nocidn de equilibrio termodindmico com-

prende a todas las formas de interaccidn, de modo que si un sistema

estd en equilibrio termodindmico, su estado queda determinado por

(*) Ver cap. III de [6]

St T TSRS TGERS SRR S
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un ndmero finito de numeros YooY o

De aqui en adelante reservamos la letra Y para designar es
tas variables denomidadas intensivas y que no dependen del "tama-

fio" de un sistema (*). En particular la Y_ siempre designara

0
a la variable que estd asociada con la interaccién térmica y que

va hemos llamado temperatura.

Sobre la estructura de los puntos de equilibrio tenemos el
siguiente postulado que refleja el hecho de que los estados de equi
librio de un sistema siempre se pueden representar, al menos lo-

. m
calmente, en un diagrama en R .

Postulado 1l: El conjunto M de puntos de equilibrio de un
sistema termodinamico, tiene estructura de variedad de clase c”®

de dimensidn finita.

Por ejemplo, si el sigtema en cuestidn es un gas ideal, cuyos
estados de equilibrio pueden describirse en témminos de las varia
bles presidn, volumen y temperatura (P ,V y T respectivamente), y
1a ecuacidn de estado PV = RT, donde R es una constante. Vemos
que al representarse sus estados de equilibrio en 2R3, estos
determinan una superficie de clase ¢” de dimensién dos De he-

cho si P,T se consideran positivos, dicha superficie es homeomoxf

(*} si A son dos sistemas y A.+ A denota el sistema obtenido

1 2
entonces se tendrd en equilibrio Y(A1+ A2) =

1 'AZ
al unir Al con Az,

Y(ai) i=1,2, donde Y(Ai) denota el valor de Y en el sistema A
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I

fa un cuadrante del plano P -T. En adelante la letra M siempre

b denotard 1z variedad de puntos de equilibrio de un sistema termo-

fdinamico.

III Termodindmica y Geometria

Consideremos el sistema formado por un gas ideal dentro de un

jilindro con un pistén. Si el pistdn se desplaza una distancia

-

b, c1 gas realiza un trabajo W = -F Ah, donde F es la fuerza
;-~‘tra la que se mueve el pistén Y Ah es suficientemente peque
D para que F pueda pensarse como constante. Sea A el area
una seccidn transversal del cilindro, entonces claramente:
=PA, donde P es la presidén del gas, Y resulta que el traba

jjo realizado es:
W=-PhAh=-PAV . . . (6)

fen que AV es el incremento de volumen. E1 signo menos se agre
}9a porque se conviene en que el trabajo realizado por el sistema,

que es energia perdida por éste, sea negativo.

Cuande el sistema es de naturaleza magnética, de una manera
rf4 menos directa el trabajo es W = -H AM, en que H es la intensi
dad magnética y M la magnetizacidn total; andlogamente, el tra-
T bajo quimico es gaAn, donde # es un potencial quimico y n

un nimero de moles. En general, cuando simultdneamente ocurren

I A e
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fendmenos mecdnicos, magnéticos, quimicos, etc., el trabajo W

toma la forma

n

W o= ZLY.AX....(")
s 3 j

donde las variables Yj son intensivas, esto es, como fué estable
cido previamente, que no dependen del "tamafio" del sistema; mien-
tras Que las xj estdn intimamente asociadas a éste. Por ejemplo
si en el seno de un gas en vez de considerarse un cm3 de gas se
consideran dos, la presidn del-nﬁevo sigstema es la misma, pero no
asi el volumen y el nimero de moles que se han duplicado. Estas
variables xj' contraponiéndose a las Yj se denaninan  extensivas
y parecen estar ‘jugando e% papel de desplazamientos producidos por
las "fuerzas" termodindmicas Yj en la ecuacidén (7). Obsérvese
sin embargo que hay una variable intensiva, la temperatura, gque
pPor no aparecer en la ecuacidén (7) no tiene asociada de manera

natural ningin desplazamiento.

Postulado II. Sea M 1la variedad de puntos de equilibrio
de un sistema termodindmico ( de dimensidén n+ 1), entonces las va
riables intensivas YO' .o ,Yn y las extensivas XO' ...,xn son
funciones de clase C° definidas sobre M: las que a cada punto
a de equilibrio, asignan su temperatura, volumen, etc Las va-

riables ¥ Y se consideran independientes, esto es
’ n

o’”
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dYO, ..,dYn son vectores linealmente independientes en (T M)*
q

para cada q €M .

Lema 2. Sea 2Z una variedad de clase C° de dimensidon m.
Sean fl,...,fm funciones C° definidas en 2 Yy supongamos dJue
en qo €2 dfl""'dfm son linealmente independientes Entonces

la funcién F

F:2 —»Rm

F(q) = (£, (@), et ()
define una carta local en una vecindad de 9 -

dm: La independencia lineal de 4df ,dfm en  dq, equiva

17"
. -1 . .

le a que si & es una carta local en qo : Fod tiene derivada

con determinante no nulo. Por elteorema de la funcidn inversa

existen U,V abiertos en R® tales que FO® L: U —» V es di

feomorfismo C° Mas adn, F es invertible en el abierto Grl(U).
. -1

Si suponemos que la cerradura de @ (U) es compacta, entonces

P es una funcidn cerrada en er(U), lo que implica que F_l es

continua y F es un homeomorfismo entre @rl(U) y V De aqui

se sigue facilmente que ¥ es una carta local en @rl(U).

Como ya fueé notado, en la ecuacién (7), las variables intensi
vas se comportan como fuerzas termodindmicas. Sin embargo, en un
sentido estrictamente dindmico, son los incrementos AY. los que

J

producen los desplazamientos axj Y no las variables Yj: puesto
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que como sabemos, es muy posible que, pot ejemplo, la presidn en
un gas sea distinta de cero, permaneciendo el gas en estado de
edquilibrio. De este modo, si hemos de considerar un incremento
AXj como el desplazamiento producido por una fuerza, entonces la
fuerza tiene que ser AYj « En el lenguaje de las diferenciables
las ‘cosas resultan mejor aun, ya que tanto las dY. como sus des
plazamientos diferenciales dxj tienen una naturaleza vectorial
como elementos del espacio cotangente (Tqy)* de cada punto de

equilibrio q.

2 continuacidn describiremos una familia suficientemente am-
plia de sistemas termodindmicos, para los cuales es posible desa-
rroilar todé la termodindmica con argumentos geométricos. Esta fa
milia de sistemas,va la cual nos restringimos a manera de simplifi
cacidn, puede ser llamada la familia de los sitemas termodindmicos
"muy estables”, y consiste de todos aquellos sistemas que satisfa

) » » . 4 » rd .
cen a segundo orden, el principio de minima energia interna.

La descripcidn matemdtica de estos sistemas "muy estables" se
hace, sin embargo, por medic de un postulado de cardcter geométri

dio de la analogia con la mecdnica.

' Por analogia, sean Fj uj j=1,2,...,n fuerzas en IRn,

donde u, es un vector unitario y llamamos ij Vj a sus respec-
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tivos desplazamientos, donde vj es de nuevo unitario. Debido a

' 1a generalidad requerida para estudiar las fuerzas termodinamicas

» permitiremos que los desplazamientos unitarios vj 0 sean

e

1

lineales a las fuerzas unitarias uj.

Decimos entonces que las fuerzas Ffl uj tienen efectos inde-

pendientes si se satisface:
u, rv,) =6,. . . . (8)

n : . .
respecto al producto usual en R . Esta condicion significa que
cada fuerza es ortogonal a los desplazamientos producidos por las
 otras fuerzas, de manera que Fi ui s6lo efectia trabajo en la

direccidn- de v; bues se tiene:

(Flul H ij vj) = Fi vij Gij

¥ el trabajo W toma una forma muy simple:

g n, n
W= F 3 By ) = ) F.ax.{u,v.)
i€ s iy 13
n
-
= ) Fib%y 844 = .leiAxi - -
1,3 1=

' mas aun, esta condicidn de independencia de los efectos de las fuer

zas implica que los desplazamientos AR unitarios produci-

. dos, son linealmente independientes ya gue si, por ejemplo
n

n

a

v, = c.v. , entonces (v, juy) = c. (v: su,) =0, pero
1 ié? i“i 1 1 Z’z 3 i j
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(ul ,vl) = 1 segun (8) lo que es contradictorio. {Sin embargo,
la condicidn (8) no implica que los efectos unitarios v, sean

colineales a las fuerzas ui).

Tomemos pues la condicidn de independencia de los efectos de
las fuerzas como base para la descripcidén matemdtica de los siste

mas gue hemos llamado "muy estables”

Postulado III A) Existe un producto escalar ( ; ) defini
do en (Tqﬂ)* (y gue depende de gq), tal gue (de paX.) = 545
i=1,2,...,n , j=0,1,..,n. ‘

Debe ser claro que este postulado estd todavia incompleto,

puesto que falta una variable extensiva X - gue se pueda haCet'.

ol
corresponder A la temperatura YO y que satisfaga

(de :dxo) = 60j' Tenemos la

Definicidn (1) Sea w la l1-forma en M tal que.
(de rw) = 50j..- (10) Gojﬂ{g :i i;_ég . entonces w se denomi-

na la l-forma de entropia.

Para que esta definicidn tenga algin sentido hay que probar
gue existe una dnica l-forma w dque satisface (10). Sea G la ma

triz de Gramm de { ; ) en la base {dYO,...,dYn} en un punto de

M, entonces (de Tw) = 60j j=290,1,...,n siy sdlo si th =
= aoj «ss (11) donde hemos representado a w en la base
{dYO,...,dYn} como un vector de nimeros reales Y wt denota su
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transpuesto. Como sabemos que detG # 0, pues G estd definida
positiva, el sistema (1l1) tiene una Unica solucidén w que es la

l1-forma de entropia.

Aungue es dificil dar una interpretacidén fisica de la 1-for-
ma de entropia, la interpretacidén geométrica en estos sitemas "muy
estables" es muy clara, la entropia w, "desplazamiento" asocia-

do a la temperatura, estd definido en términos de dy .,dYn v

0'
el producto interno ( ; ) de modo que se satisfagan ciertas rela

. -~ . K] 2 ld -~
ciones geometricas o algebraicas que entre si guardan los mis co-

nocidos "desplazamientos" dX .,dxn respecto a las "fuerzas

1’

termodindmicas" 4y ++.dY,, Tenemos la segunda parte del postu

0'
lado:

Postulado III B} La l-forma de entropia es exacta, existe

XO de clase C° definida sobre M tal gue dxo = w. En suma:

(de :dxi) = aji para j,i=0,1,...,n. De aqui en adelante 85

1o consideramos sistemas que obedeven al postulado III, 2 y B.

Proposicién (1) Sean Xge ..,Xn variables extensivas de un
sistema termodindmico, como en el postulado III Entonces la fun
¢idén  x(q) = (xo(q), .,xn(q)) definida en M es una carta lo-

cal en una vecindad de cada punto de M.

dm: Como los vectores dX ,dxn son los "efectos" de las

o’

"fuerzas" d¥gs...,dY y satisfacen la condicidn de independen-

cia de los efectos del postulado III, {axo,. -+dX_} es un conjunto
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de vectores linealmente independientes y podemos aplicar el lema

2.

Proposicidén 2. Sea G(q) la matriz de Gramm del producto
interno del postulado III, en la base {dYO,...,dYn} en el punto
q EM. Escribamos

Y .

-1
3?11 (@) =D, (Y07, X=(KgseoniX,) .

Entonces

Y '
G6la) = {2 (@) . .. (12

i
dm: Para cada g €M podemos escribir

n Y,

av, = —J (q) &, . . . (13)
3 kZU Xy k
: . - B "(}Y. TN o o : :
por tanto:  (dY ' dY) = an ﬁi (q) (ax, ; a&¥.)

-

. pero seguin el postulado III, (@, 5 QY ) = & 0 obteniéndose

‘ -n an an B
(@, ; ay.)y = 20—- (@, , = =2 (@ ... (14)
j i k& axk ki axi
ay'i
Esta proposicidn implica, en especial, que x. ° (in :in)
i

es estrictamente positivo. La desigualdad anterior es mucho mis
gue una simple condicidn para la positividad de la matriz de
Gramm G(q), pues fisicamente es una condicidén que asegura la es
tabilidad intrinseca de un sistema. Por ejmplo, si ¥ = ~P vy

X =V, la desigualdad - %g > 0, quiere decir simplemente que 1y
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presién disminuye cuando el volumen aumenta. Si en cambio 1llega

2 ocurrir en un sistema que - §§ < 0, digamos en un gas dentro
de un globo con paredes flexibles: al hacerse un incremento posi-
tivo AV del volumen, la presién aumenta y la fuerza sobre las
paredes del sistema es mayor en el interior que en el exterior,
por lo que el volumen sigue aumentando y la presién también, es
decir, jel sistema explota!l Si ahora AV es negativo, entonces
ocurre exactamente lo contrario y el sistema hace im§10516n. Dos
efectos opuestos y muy diferentes para una pequefia perturbacidn en

el volumen. Puesto que los sistemas inestables no subsisten en

la naturaleza, en cualquier fendmeno que pueda durar el tiempo su

-® 59

ficiente para ser observado, necesariamente se tendri: ¥ 2

(la situacién % =0 no implica nada sobre la estabilidad).
AV

El conocimiento de algunas desigualdades termodindmicas
puede ser un instrumento para desentrafiar algunos fendmenos fisi-
cos como el de la licuefaccidn de los gases que fué estudiado por
Van der Waals. Este cientifico obtuvo una ecuacidn que describe
cualitativamente el comportamiento de un gas real aun en porciones
del diagrama P ~V en la que el sistema se encuentra en la fase

ligquida La ecuacidn de Van Der Waals:
2
(p - PO)(V ~-b) = RT donde P0 = a/V a,b >0

es una correccidn a la ecuacidn del gas ideal PV = RT v en la

. . 3P .
que la derivada parcial T 2% —‘?%]3 puede ser positiva. De
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hecho existe una temperatura critica Tc tal que %% es negati-
va por encima de Tc y positiva en algunas porciones del diagra-

ma para T debajo de T,

Fisicamente se interpreta esta regidn de inestabilidad en el
diagrama de un gas real, como aguella regidén en la cual las fases
1 . v :
liquida y gaseosa dejan de ser estables por si solas separéndose

el sistema en dos fases coexistentes, cada una de las cuales tie-

ne propiedades fisicas diferentes (*).

T=T
[‘

| R4
‘ ‘ \ Lase
] ? qaseoso
! =‘{,)m\
'
¢ Coexylamcia \‘
¢ de Sasas \
Vv
Figura 1

(*) Para mids detalles ver [3] 6 [67.
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Corolario l: La matriz de Gramm del producto del postulado

III, en la base &

0’ ...an es
X .

((ax, 1 ax)) ={=2 (@)
J 1 < i

en el punto d.

Definicidén 2. Si M es la variedad de puntos de equilibrio
de un sistema, se define la l-forma de un trabajo termodindmico
por

n
)

aw = Y. a&X. . (15)
jél 33

donde el simbolo dW denota que la diferencial puede no ser exag
ta Si ahora tomamos en cuenta a la temperatura y su desplazamien

to asociado, l1la entropia, tenemos:

Definicién 3. Sea M una variedad de puntos de equilibrio,

entonces se define la l-forma de energia interna como:

n
du = Z Y.dX. ... (16)

Definicidn 4. Sea Z una variedad de clase C2 de dimen-
sidn finita. Se dice que Z es simplemente conexa si para toda
curva : [0, 1. —Z de clase Cl, existe una {homotopia)

H: [0,1; v [0, l|~—sM de clase C2 tal que H(0, s) = y(s),

H(l, s} = py Para p, tM y H{(t,O0) =H(t,1l).
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. . 2 . . -
Teorema 2. Si Z es una variedad de clase C de dimension
finita y simplemente conexa, toda l-forma w de clase Ck sobre

M es exacta si y sélo si es cerrada (Comsultar [4] 6 [117).

De aqui en adelapte supondremos gque la variedad M de pun-

tos de equilikrio de un sistema termodinamico es simplemente cone-

xa, lo que intuitivamente significa que M no tiene hoyos

Proposicisn 3. (Primera ley de la termodindmica)
La l-forma de energia interna dU es exacta: existe U

definida en M tal gque d4U = du

dm: Como hemos supuesto que M es simplemente conexa basta

mostrax que dJ es cerrada lo que es muy sencillo:

(;Tyi : de) = (de ;in)
BYi
pero en cada q €M (Y, ; de) = x5 (@) segin la proposicidn 2,
J

por lo que resulta:

— {(q) = (@)
an axi

siendo la l-forma de energia interna cerrada.

Corolario . Si ( ; ) es el producto interior del postula
do ITI la matriz de Gramm G(q) de éste en la base {dYO,...,dYn}

es la matriz hes:iana H(U) de la energia interna:
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2
U
G(q) = | —m———— {q) = H(U)
axiaxj
azu -1
donde axiaxj (@) = Dij(UOX ) X ()

n v
= = ﬂ. - [ -1
dm: Como duU = jzoyj(q) ®Ay . Y () axj(q) D, (UaX™ ) (x(q))

yasi 5@ =0 @) =0 05 h) @) =

= Dij(UQx—l)(x(q)) con lo Que queda demostrado.

Segiin la definicidn 3, la diferencial de energfa interna es

la suma de dos témminos, uno es el trabajo dW y otro una con-

tribucidn energética asociada a la temperatura, que es el término
‘todxo. Por tanto la diferencia de energfia interna AU= U(qz) -U(ql)
en un proceso gue une los estados 9 ¥ 49, puede descomponerse

en una suma:
AU=W +0Q . . . (17}

donde W es el trabajo realizado por el sistema y Q es energia
ligada a los cambios de temperatura que fluye hacia el sistema

durante el proceso, es decir, lo que se llama el calor.

Lema 3. Sea B C {XO,...,Xn,YO,....Yn] un subconjunto de
n4+ 1 elementos ZO" ,Zn tal que para todo 3j = 0,1,...,n,
Xj £B 6 Yj &€ B (no se repiten indices), entonces la funcidn

zZ(q) = (zo(q),...,zn(q)) es una carta local de M en una vecindad
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de cualguier punto de M

dm: Podemos suponer sin pérdida general que B = {XO, <Xy

Yk pr oY }. En este caso los vectores dZ ,dz son li-
- n n

o' "
nealmente independientes porque la matriz ((dzi ;dZ.)) no es
3

sino:

a0 ?{.l R o
0B donde 24 = in (D) j,i=0, .,k y B:= —_

r,s=% +1,...,n. Segin la proposicidn 2 y el corolario 1.
Como & ,B son matrices cuadradas que se obtienen eliminando filas
y columnas de mqtrices que son definidas positivas, deta, detB > 0

A0 . ,
Y (0 B)- tiene determinante detd x detB > 0. Por tanto

dZo... ,dZn son vectores linealmente independientes y aplicamos

‘lema 2.

IV Resultados para dos grados de libertad

Consideremos un sistema termodindmico cuya variedad M de pun
tos de equilibrio tiene dimensidén dos. Para fijar las ideas, su-
pondremos que las variables intensivas son temperatura Yo, pre-
sién P y las extensivas son la entropia Xy ¥ el volumen V.
Como es posible describir un sistema con una combinacidn de varia
bles intensivas y extensivas seglin el lema 3, se hace necesario
utilizar una notacidn mds precisa para denotar las derivadas par-
ciales, en la que se indique cuales variables son las gue permang

cen fijas al derivar. De aqui en adelante escribiremos
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(g—;{) para denotar que se estd derivando la variable termodinsmi-
Z

ca Y yespecto a la X manteniendo Z constante.

Lema 4. Sea M de dimensidn dos, entonces

X,
i _ 1 . .
aY—.(q) B i#Ai. . (18)
. X. |z (@
J XK, xj

dm: Consideremcs i = 0 solamente. Sea

N -1 -1
f(uo,vl) = (XOO!’ )(VO'YIOX (uo.ul)) -u

funcion que se anula en uo=x0) al., uy 0

Entonces se tiene que si x= (xo(q), xl(q), Yo(q))

X 24 X
of I 1 1= -9
a—uo(x) —(aYllto(q) (axo)x (g) -1 (aYo)«]_(q) (

1
| X
82 () =(BY (@)
0%y

O'
-——Yo(q) r QEM.,

)x {(q)
0

1

=X1(q), v

?’el%
o

K
. ¥ por la proposicién 2 y el corolario 1, (SYQ){ (q) = (@ ax, ) # 0
0
1

ahora bien, segun el teorema de la funcién implicita, podemos es-

cribir xo en términos de YO y x1 (lo que ya sabemos por el le

ma 3). Y ademas axo '
2 (y) aT)l (@)

(axol( (q) = %o %% -
59 of T Y T /a¥
o] & (%) 0 : 0 0
1 — — —
v, ("w_olr (a) ( o)x (@) (axo ()
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Definicidn 5. Se definen las capacidades calorificas a pre-

sidén constante y a volumen constante respectivamente por

o)
i
4

. . (20)

o= Yo TO) . . (19)

Q
Il
e
“‘I
=)

y segin el lema 4, Cy = (§§—)'

Como se sabe que Yodxo es calor, usualmente se reescriben

19 y 20 en forma simbdlica como:

-{% =({R
cp_(dY) ' CV—(dY
0 0

P v

Por ejemplo si las capacidades Cp Yy CV son constantes, en-
tonces para aumentar la temperatura AYO grados debe fluir ha-
cia el sistema energia en la forma de calor Q = CP AYO é

Q =cC,aY¥,, segin el proceso se realice a presidn constante o a

volumen constante.

Definicidn 6. Se definen los coeficientes de compresibilidad

isotérmica Kpo compresibilidad adiabdtica K,y expansidén térmi

ca B por:



K = — <= e - . (21}, K,=-—|= . . {22)
T v P | s vV 3R/

Denotemos por // // 1la norma asociada con el producto in-

terno ( ; ) entonces tenemos el siguiente:

Teorema 3. Los vectores dYO ,dxo , -dP ,dV satisfacen:
2 C
i) /&y = E
0

Y
i) sax st = 2
A"

iii) //-ae//? = 1<S)'l
iv) /'/dv//2 = VKT
2 _ % vg
v) //dxo// =5 * 7
0 T

Este teorema de naturaleza geométrica tiene un cumulo de apli-
caciones fisicas y proporciona condiciones gue garantizan la estabi

lidad intrinseca de un sistema termodindmico.

2 *,
dm: (i) Sea gé€M, //dxo// = (dxo;dxo) = \=—1] (@) (por

Y
) . ; axa 0'p

el corolario 1). Segun la definicidn 5, CP = Y0(5§n) y tene-
0

mos /& J/° =c A . P

0 p 0 /aY
. 2 .
(11) /&y //° = (@ :av,) = |=2] (@ por la proposiciédn 2 y
0 0 0 5x0 v

usando el lema 4 y la definicidn 53
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Y X -1 Y
0 ¢ 0

—4 (q) = .......)( q) P —

X )V ( k)4 v CV

0

« s _ ap _ - 1 _ 1

1ii) //-ae//° = (-ap ; -ap) = '(a—v)x - (W -
0 oP X

por la proposicidén 2, el lema 4 y la definicidn 6.

(iv) //dv//2 --¥ = VK por cor,l y definicidn 6.
AP YO T :

(v) Aprovechemos ahora que d¥ es ortogonal a dv segun el pos

o
dY0

av
tulado III, sea UT = //dyo/ ¢ UV =//dV 7 entonces

&
[

= (de;UT)UT + (dxo :UV) UV .

(8X, 7 d¥y) 1 1

También se tiene: (&, i U,) = //dyo// = //dYO//

por el postulado III, la definicién 5 y por ii).

(dxo ;adv) aYo P V8
(&K, :U > = = = B
0’V //NS/ /NS
BTV

por el corolario 1, la definiecidn 6 y por (iv).

Como U'I' Y UV forman una base ortonormal:

C 2
2 _ . 2 . 2 _ Vv Yﬁ
//dxo// = (de,UT) + (dXO,Uv) _Yo + KT
yov;g2
Corolarig 2. C =-C_= >0 . . . {24)
P v KT

dm: Utilizar (v) y (i) del teorema anterior.
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La primera consecuencia fisica del teorema 3 es la positivi-

dad de los coeficientes Cv ,CP ,Ké ,KT condicidén que estd fuer

temente asociada a la estabilidad de un sistema, pues la desigual
dad Kp > 0 no es sino la desigualdad %5 < 0 que fué discutida

junto con el gas de van der Waals, y es facil ver que si supone-

mos que cualquiera de estos coeficientes, digamos CP’ es negati
vo, llegamos a la conclusidn de que el sistema es inestable y cual
quier pequefia perturbacién produce cambios extremos (la situacién
Cp = 0, en cambio no conduce a nada asi como en el cilculo dife-

rencial no podemos asegurar nada si solamente sabemos que la deri

vada segunda de una funcidén se anula en un punto critico).

La parte mds interesante del teorema es el corolario 2 dque no

solamente nos da otra desigualdad: CP > C, sino que nos propor-

v

ciona explicitamente el valor de la diferencia Cp - Cv en térmi
nos de coeficientes que se pueden determinar en el laboratorio.

La conclusién del corolario 2, es tan importante en la termodina-
mica que no hay tratado de termodindmica que no la mencioné'y uti

lice. Con su ayuda vemos que para un gas ideal, se tiene CP -cv?

mientras que para un gas de van der Waals 1la expresion es mas com
licada C c R
i : -C = .
P P v , _2a(v-bp*

3
RT V

La explicacién fisica de la desigualdad Cp > cv es que si
se eleva la temperatura de un sistema AYO grados, un proceso

a presidn constante consume mas energia en la forma de calor que
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uno a volumen constante, ya que el sistema, en el primer caso, no
sGlo absorbe energia del medio para aumentar su tempefatura, sino
que adicionalmente necesita énergia para realizar un trabajo

P AV pues su volumen cambia. En el caso de los liquidos y los
sélidos, en los que el cambio de volumen es pequefio, las dos capa

cidades calorificas se parecen mucho esto es: C, - C_ <o

V Segunda Ley de la termodindmica

Sean Yj ,xj j =0,},...,n, las variables intensivas y ex-
tensivas respectivamente, de un sistema termodindmico A enclava
do en otro mayor, el universo. Sean Yiv,x; 3=0,1,...,n, las
correspondientes variables de los alrededores del sistema. Por
ejemplo, si A es un centrimetro cibico de agua en el seno de una
cantidad mayor de este fluido, podemos suponer que es posible ais
lar A a ponerlo en contacto con el resto-dgl liquido, de modo
que tenemos un conjunto de variables que describen el estado de
2y qtro conjunto de variables Y? ,x?, que determinar las con-
diciones fisicas delresto del fluido (no tomamos en cuenta la gra

vedad asi que la presién no depende de la profundidad) .

Ahora bien, sabemos que al ponerse el sistema A en contac-
P - - a
to con sus alrededores, en el equilibrio se tendra Yj = Yj de
manera que si se quiere definir un potencial U que se minimize.

en los puntos de equilibrio, para unos alrededores fijos basta




poner dU = (Y.—Yg) = au - VYA, ... (25) .

o 7 350

- 13

3 -

n
El potencial U = U - ) Y; X. se minimiza en los estados de
(&
- =0
equilibrio, pues duU = 0, cuando Yj = Y;; siendo su matriz

n

hessiana H(U) = H(U’—Z‘Yg xj) = H(U), igual a la matriz hessiana
. j=0 L

de la energia interna que es definida positiva (proposiciodn 2).

El potencial U se denomina la disponibilidad del sistema.

Cuando un proceso se realiza manteniéndose todas las varia-

. . a
bles extensivas constantes en el universo, xJ + xj es constan-

te y dxj = - dx?, es decir que la diferencial de energia total
n n
= = \ Cylax®
es dUtotal au ¢ dUalrededores - 'LD dexj + EJY'dxj - - (26)
J= 3=0
pero como dxj = - dx; resultas
n
-— N - a = Y
dUtOtal = ,Z‘O(Yj Yj)dxj auv . . . (27)
J=

y vemos asi que cuando se realizan procesos a entropia total cong

tante (y todas las demds variables extensivas X constan-~

jtotal’
tes) la_energia interna total coincide_cgon la disponibilidad.

Podemos enunciar en términos de la energia interna la segunda ley
de la termodindmica como sigue: "Si la entropia total permanece
constante y los alrededores tienen condiciones fijas, el estado de
equilibric de un sistema es aquel cuyas condiciones xo,...,xn mi
nimizan la energia total U",

Si en cambio, lo gue permanece fijoc es la energia interna to
n n
% Cviax?® =
tal, entonces ) dexj ) Y_dxj = 0, y como el volumen, el
j=2 550
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numero de moles permanecen constantes en el universo, es decir

dxj = - dx? j=1,2,...,n, tenemos:
a . a
Y0 4 Yo &, = le(yj ~Y )ax . . . (28)

sea. & + dx: = dS la entropia total, entonces:

Y(ds axg) + ¥ ZI(Y -Y)dx
es decir:
2 a
ﬁS=-_LD (de.)dx. . . (29)
a
Yo

asf que en los estados de equilibrio ds = 0 y la matriz hessiana

n
de S es H(S) = - ~ H(U - ¥¥x) =-Xuw .. .30
@ jbo 373 ¥@
g 0

por otra parte, la temperatura de los alrededores es positiva, y
la matriz hessiana de S es menos una matriz definida positiva,
es decir, S se maximiza. La segunda ley de la termodindmica
puede expresarse en términos de la entropia como sigue: “Si la
energia interna total permanece constante y los alrededores tienen
condiciones fijas, el estado de equilibrio de un sistema es agquel
cuyas condiciones xj maximizan la entropia total S", y de esta
manera, si el universo que estamos considerando: sistema + alredg

dores, tiene energia total constante, cualguier proceso gue tenga
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lugar en éste serd tal gque S aumente hasta su valor mdximo (que

es el de las condiciones Xj en las que Y, = Y?) (*).

Esta observacidén que acabamos de hacer: que la entropia siem
pre aumenta cuando la energia total es fija, imprime a los proce-
sos de la naturaleza una direccién, la direccidn en.la que S au
menta. Por ejemplo sean ql Y 9, dos estados de equilibrio y v
un proceso que une ¢, con g,. Supdngase - que S(ql) < S(qz). en
tonces y sélo puede recorrerse en una direccién: desde q, <o
mo punto inicial hasta q2 como punto final, a menos que, con
nuestra intervencidn o la de algin otro agente externo al sistema,
la energia total del universo considerado aumente o disminuya.
Aumentar la energia es lo que hacemos todos los dias cuando conec
tamos un refrigerador a la corriente eléctrica proporciondndole
energia adicional para que dentro de él ocurre un proceso en la di
reccidén opuesta a la natural: que el calor fluya de un: cuerpo a
menor temperatura a uno de temperatura mayor. Si ahora regresamos
al principio y tomamos en cuenta el teorema de recurrencia de Poin
caré con Sus consecuencias, vemos que para dque en un sistema po-
damos observar un proceso en sentido opuesto al natural hay en
realidad dos opciones: una es alterar su energia total, y la se

gunda es esperar el tiempo suficiente para que las leyes- de .1la

(*} para la equivalencia de todas las formas de la segunda ley

que se han dado consultar [1] y [3].
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termodindmica dejen de ser validas, es decir un tiempo que puede
ser proporcional a 2N, donde N es el numero de particulas del

sistema.
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