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1. Introducciéon

., Como medir la distancia entre dos vértices de una grafica?

La forma mas usual de hacerlo, y tal vez también la mas intuitiva,
consiste en contar el nimero de aristas que hay en el camino mas cor-
to entre ellos. De haber pesos en las aristas, en vez de simplemente
contarlas se suman los pesos; la idea en ambos casos es en todo ca-
so la misma. Lo que acabamos de describir es lo que se conoce como
la métrica geodésica de una gréafica con pesos, vy ha sido ampliamente
estudiada. Es sin duda una forma razonable y apropiada de medir dis-
tancias. Pensemos que los vértices de una grafica representan ciudades
y que los pesos de las aristas son los kilometros de longitud de las ca-
rreteras que los unen o bien los tiempos medios de recorrido entre ellas.
En esa situacién la métrica geodésica reproduce de manera fiel lo que
se entiende por distancia entre las ciudades. Existen sin embargo otras
situaciones muy distintas, que también se modelan con gréficas, para
las cuales la métrica geodésica deja de tener un comportamiento ade-
cuado. Un ejemplo de esto es si los vértices son otra vez ciudades, pero
ahora los pesos son el nimero de vuelos o corridas de autobuses diarios
entre una ciudad y otra. En ese caso, la métrica geodésica aumentaria
al agregar vuelos entre dos ciudades, cuando la verdad es que quisiéra-
mos lo opuesto: que dos ciudades estén mas cerca cuando estan mas
conectadas entre si. Otro escenario es cuando representamos una red
social con una grafica: los usuarios son los vértices y una arista indica
que los usuarios son amigos en la red social. En automatico, dos amigos
estan a distancia minima uno (de acuerdo a la métrica geodésica) y lo
mismo da que se trate de un contacto superficial entre dos personas
que se acaban de conocer en un viaje a que se trate de usuarios con
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docenas de viejos amigos en comun. Seria bueno tener un indicador que
distinga entre ambos casos, una distancia que sea menor en el segundo
caso. También podemos pensar en que los vértices son peliculas en un
servicio de streaming, y se plantea el problema de decidir «qué tan cer-
ca estdn unas de otras» para hacer sugerencias a los usuarios. Podemos
pensar en poner el peso en una arista de acuerdo a la cantidad de cosas
en comun que tengan las dos peliculas que une. Parece dificil que la
métrica geodésica resulte 1til en este contexto. Queremos una nocién
de distancia que acerque a los elementos cuando se agregan caracteristi-
cas en comun: que los vértices de la grafica se acerquen al agregar peso
o alternativas de caminos entre los vértices. Hay en realidad un sin fin
de escenarios donde «mas significa menos», es decir que mas peso entre
las conexiones deberia significar menor distancia.

Este articulo es una exposicién de los fundamentos matematicos de
una forma de medir distancias entre los vértices de una gréafica llamada
la métrica de resistencia efectiva. Esta métrica tiene caracteristicas que
la hacen apropiada para modelar situaciones como las comentadas en el
parrafo anterior. Con la métrica de resistencia efectiva las distancias se
reducen cada vez que agregamos un camino y también cuando aumenta-
mos los pesos en las aristas. Esta métrica tiene su origen en el estudio de
circuitos eléctricos (e.g. [6]), y se ha usado en aplicaciones muy diversas.
Al estar relacionada de manera profunda con el operador de Laplace
en graficas, no es sorprendente que aparezca en muchos lados. Algunos
contextos en los que se ha estudiado incluyen la quimica de moléculas
[2], el trafico aéreo [17], la curvatura en gréficas [5], el agrupamiento de
datos [I], las caminatas aleatorias [6l [16], [I5], entre otros. Esta métrica
se ha definido también para conjuntos infinitos, como son los fractales
auto—similares [0, [14] y las redes infinitas [8]; en estos dos ejemplos de
conjuntos infinitos, la métrica de resistencia efectiva esta relacionada
de forma estrecha con la construccién de laplacianos asociados a esos
objetos.

Relacionado con la resistencia efectiva esta el indice de Kirchhoff,
definido como la suma de las distancias entre las parejas de vértices. El
que la resistencia efectiva entre dos vértices sea pequena, significa que
hay muchas conexiones entre ellos, de modo que el indice de Kirchhoff
es un indicador que de algin modo refleja qué tan interconectada esta
la grafica. Como resultado de esto, el indice de Kirchhoff se ha usado
para analizar la robustez de las conexiones de redes (graficas con pesos)
en distintas aplicaciones (e.g. [3 [7, 11}, 13, 12]). En 1993, D. Klein y
M. Randic [I0] probaron que el indice de Kirchhoff tiene una expresion
muy simple en términos de los eigenvalores del laplaciano de una gréfica,
hecho que evidencia que se trata un objeto relacionado de forma central
y profunda a dicho operador. En concreto, lo que se probé en [10] es
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que el indice de Kirchhoff es el producto del nimero de vértices de la
grafica por la traza de la pseudo-inversa del laplaciano.

Este articulo estd organizado como sigue. En la seccién [2| se intro-
ducen la notacién y la teoria preliminar, en concreto se presentan el
operador de Laplace en graficas y las funciones armonicas asociadas
al mismo. En la seccion [3] se define la métrica de resistencia efectiva,
la calculamos en unos ejemplos y presentamos los teoremas y
que dan herramientas practicas para calcular la resistencia efectiva en
muchos ejemplos. En la seccion [4] damos una demostracién del hecho
de que en efecto la resistencia efectiva es una métrica. En la seccién
se demuestra la igualdad , que relaciona a la resistencia efectiva con
el espectro del laplaciano.

2. Funciones armonicas en graficas

Una grdfica consta de un conjunto finito de vértices V' y un conjunto de
aristas F. Cada arista es una pareja no ordenada de vértices distintos;
esto es, consideramos graficas finitas, no dirigidas y sin lazos. Si existe
una arista {u,v} € E decimos que los vértices u y v son vecinos entre si
y denotamos eso por u ~ v. En este trabajo sera conveniente considerar
que los vértices de la gréfica estan ordenados V = {vy,va, ..., v,}.

Dada una grafica GG se asignan valores reales positivos a sus aristas,
llamados pesos. Aprovechando el orden de los vértices, esto puede ha-
cerse mediante una matriz simétrica w de tamano n X n. Si v; ~ v,
la entrada w;; > 0 es el peso de la arista que los une, mientras que
tener w; ; = 0 significa que los vértices v; y v; no son vecinos entre si.
Decimos que la pareja (G, w) es una grdfica con pesos. El caso en el que
todas las entradas positivas de w son iguales a 1, se considera igual a
la grafica original GG, sin pesos. La suma de los pesos de las aristas que
contienen a un vértice es el grado del vértice. Para vértices vecinos v; y
v; usaremos la notacién r; ; = 1/w; ; y llamaremos a r; ; la resistencia
local entre esos vértices, terminologia que proviene de la teoria de cir-
cuitos eléctricos. Dado un subconjunto V' del conjunto de vértices de
(G,w), la subgrdfica inducida por V' es la gréafica con vértices V' y con
las mismas aristas y pesos que tenfan en la grafica original.

Denotamos por ¢(V') al espacio vectorial de funciones reales definidas
en el conjunto de vértices de la grafica. Haciendo de nueva cuenta uso
del orden de los vértices, para f € (V) escribimos f; = f(v;). En ¢(V)
consideramos el producto interno usual

(£.9) =3 Fs
j=1
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Figura 1. Una gréfica con pesos en las aristas, y con sus vértices ordenados.

Llamamos base natural a la base ortonormal de (V)

{Lo, 1o, )

donde 1, es la funcion indicadora del vértice v. De forma analoga defi-
nimos, para las aristas, el espacio ¢(E) y su producto interno.

Existen diversos operadores definidos en ¢(V') que resultan muy re-
levantes para entender la estructura subyacente de la gréafica. Sin duda
uno de los mas importantes de ellos es el laplacianoﬂ que presentamos
a continuacion, y que es en muchos sentidos andlogo al operador de
Laplace usual de los cursos de ecuaciones diferenciales parciales.

Definicién 2.1. El operador de Laplace o laplaciano de la grafica con
pesos (G,w) es el operador definido por

Lo : (V) = £(V)
(Lawf); = D wij(fi = fi)-

Vi~V

Cuando no sea necesario precisar la grafica o los pesos, los omitiremos
escribiendo L, en vez de L¢,, o incluso simplemente L. En la figura
se muestra un ejemplo del operador de Laplace de una grafica con pesos
aplicado a un vector particular. Notemos también que es inmediato de
su definicién que el laplaciano se anula en funciones constantes.

LA veces llamado «laplaciano combinatorio» para distinguirlo de otros laplacianos que se con-
sideran en la literatura de graficas.
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Figura 2. Una funcién en ¢(V) y su imagen bajo el operador de Laplace.
Los nldimeros junto a las aristas son los pesos y los nimeros en negrita a los
lados de los vértices son los valores de la funcién.

A la representacion matricial de Lg,, respecto a la base natural le
llamaremos la matriz laplaciana de (G,w). Por poner un ejemplo, la
matriz laplaciana de la grafica en la figura [1| es

20 =10 0 -2 =8
-10 32 -4 —-15 -3
0 —4 o —1 0
-2 =15 -1 18 0
-8 =3 0 0 11

Desde luego, las matrices laplacianas que resultan dependen del orden
de los vértices; pero todas ellas son unitariamente equivalentes entre si.
Maés aun, pueden llevarse unas a otras permutando los mismos renglones
y columnas. Si aplicamos el laplaciano al elemento 1,, de la base natural
obtenemos una funcién que en v, toma el valor del grado de ese vértice,
y para ¢ # k toma el valor —w; . Por ello, las entradas en la diagonal
de la matriz laplaciana son los grados de los vértices, mientras que las
entradas fuera de la diagonal son los pesos en negativo.

De lo observado arriba se sigue que toda matriz laplaciana tiene las
propiedades siguientes:

e Es simétrica.

Las entradas en su diagonal principal son todas no negativas.

Las entradas fuera de la diagonal principal son todas no positivas.
La suma de las entradas de cada uno de sus renglones es igual a cero.

De la primera de estas propiedades se sigue que el laplaciano es un
operador auto-adjunto, mientras que la iltima propiedad es consecuen-
cia del hecho ya senalado de que los vectores constantes estan en el
nicleo del operador. En sentido opuesto, también es cierto que cual-
quier matriz que satisface las cuatro propiedades de arriba es la matriz
laplaciana de una grafica con pesos, ya que basta definir el peso entre
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los vértices v; # v; como el valor absoluto de la entrada (7,7) en la
matriz.

La forma cuadratica asociada al laplaciano, a veces llamada la forma
de la energia en analogia a la del laplaciano de EDPs, se define como:

(11.)= 3 ¥ outt- 1

j=1 v;~v;

La forma de la energia puede escribirse también como una suma sobre
las aristas (e.g. |4, [14]):

<L f,f> = > wylfi— R (1)
{vi,v;}€E
Esta tltima igualdad puede probarse reacomodando términos con
cuidado. Hay sin embargo otro modo de probarla, que discutimos a
continuacion, y que resulta mas interesante puesto que ayuda a entender
mejor la estructura del laplaciano.
Definimos el operador

T 0(V) - ((E)
(T )i, v;}) = Vwig (fi = fi), i <]

Escribiendo la representacién matricial de T' respecto a bases naturales

en los vértices y en las aristas, y transponiendo dicha matriz, se puede
ver que su operador adjunto 7™ esta dado por

T U(E) = (V)
(T*F)(vx) = Y voory F{ve,v}) = > Voeg F({ve, v}).

Vj~UE Vi ~UE

Jj<k >k
El producto T*T es igual al laplaciano L, lo que puede verificarse por
simple sustitucion, y entonces

(11.)= (7 s) = rses)

de donde se sigue ([1)). Retomando la analogia con los operadores di-
ferenciales, el operador T viene a ser el andlogo del gradiente, y su
adjunto T™ el analogo de la divergencia. Asi que aqui también el lapla-
ciano L es igual a la divergencia del gradiente. En ese sentido, puede
decirse que es una tdentidad de Green.

La igualdad evidencia que el laplaciano es un operador semi-
positivo definido. Sus eigenvalores los ponemos en orden no decreciente:

O=M<A<- <A

La igualdad también nos dice que para gréaficas conexas el ntcleo
del laplaciano tiene dimensién 1: si un vector no es constante tiene que
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existir una arista que une vértices para los que el vector toma valores
distintos.

Como se hace para el laplaciano clésico, para el laplaciano en grafi-
cas diremos que una funcién h es armdnica en un conjunto de vértices
W si (Lh)(w) = 0 para todo w € W. En ambos contextos el llamado
«problema de Dirichlet» consiste en encontrar funciones arménicas da-
dos valores en la frontera. Para el caso de gréficas, la frontera puede ser
cualquier subconjunto no vacio de vértices. La solucion del problema de
Dirichlet para el laplaciano en gréaficas siempre existe, es tinica y juega
un papel fundamental para definir la métrica de resistencia efectiva.
Presentamos este resultado de manera precisa a continuacion.

Definicién 2.2 (Extensiéon armonica). Sea V' el conjunto de vértices
de una gréfica con pesos. Para V C V, sea f € (V). Si g € (V) es
tal que coincide con f en V diremos que ¢ es una extensién de f. Si
ademas se tiene que (Lg)(v) = 0 para todo v € V \ V, diremos que g

es una extension armonica de f.

Teorema 2.3. Sea (G,w) coneza, V su conjunto de vértices yV C V.
Toda f € ((V) tiene una unica extension armdnica.

Demostracion. Sean m y n respectivamente el nimero de vértices en
V v en V. Consideremos un orden de los vértices en V tal que los pri-
meros m vértices son los de V. La condicién de que h 7 sea la extension
armonica puede escribirse haciendo uso de la matriz laplaciana como

H | J f Hf+Jf

donde H y X son, de forma respectiva, matrices cuadradas de tamano
m xmy (n—m)x (n—m). El vector f € £(V \ V) corresponde a la
parte de hy fuera de V, es decir los valores por determinar.

La igualdad se cumple si y solo si

JUf+Xf=0,

de donde la existencia y unicidad de f — y equivalentemente la de hy
— se sigue si X es una matriz no singular. De ser ese el caso, podemos
despejar
f=-Xx1J"f

De hecho, resulta ser que X es una matriz positiva definida, por lo
que en particular es invertible, lo que podemos justificar de la manera
siguiente: si a g € £(V \ V) la extendemos a todo V poniendo g = 0 en
V tenemos que <X g,g> = <L g,g>. De este modo X es semi-definido
positivo como L, pero si <X g,g> = 0 entonces g solo puede ser la
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funcién cero, ya que <L qg, g> solo se anula cuando ¢ es constante en V.
Por lo tanto X es positiva definida. O

Un resultado clasico en ecuaciones diferenciales parciales establece
que, dentro de todas las extensiones posibles, la extension armonica es
la que minimiza la energia. Para graficas con peso sucede lo mismo:

Teorema 2.4. Sea hy la extension armonica de una funcion f € ((V),
como en el teorema 2.9 Para toda extension x € (V) de f se tiene

que
<L hy, hf> < <L x,x>,

con igualdad si y solo si x = hy.

Demostracion. Sean (z1,...,x,) los valores de x donde los vértices
estdn ordenados de forma que primero estén todos los vértices de V.
Si m es el ntmero de vértices en V, queremos determinar los valores
(a1, - - -, Tp) que minimizan la expresién

<L x,x> Z wi j(z; — xj)2

{vi~or}

donde (z1,...,x,,) estdn dados. Derivando para cada zj, se obtiene

d <Lx,x> =2 Z wik(xy —x;) = 2(L ).

L
Tk (v}

De este modo, se observa que el tnico punto critico es la extension
armoénica. La matriz hessiana es igual a dos veces la matriz X que
aparece en la prueba del teorema|2.3| por lo que sabemos que es definida
positiva y nuestra funcién de interés tiene un tinico minimo local para
hy. Como hy es un polinomio cuadratico con coeficientes positivos, el
minimo tiene que ser global. [l

3. La resistencia efectiva

En esta seccidon presentamos nuestro objeto central de estudio: la resis-
tencia efectiva, una funciéon definida en V' x V' con valores reales que
resulta ser una métrica, como mostramos mas adelante (teorema [1.2)).
De la misma manera que con la métrica geodésica, la métrica de resis-
tencia efectiva se define solo para graficas conexas. De alguna manera,
en ambos casos la distancia entre vértices de diferentes componentes
conexas tendria que ser infinita por no existir ningiin camino que los
una. Por esta razon, en lo que sigue se van a considerar solo graficas
conexas.
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La definicién de resistencia efectiva estd lejos de ser tan intuitiva
a primera vista como la de la métrica geodésica. Presentaremos en
esta seccién algunos resultados (teoremas y que muestran que,
sin embargo, la resistencia efectiva puede ser calculada sin demasiada
dificultad en muchas situaciones.

Definicién 3.1. Dados dos vértices distintos u y v en (G, w), sea h la
extensiéon armonica de la funcién con dominio {u, v} dada por h(u) = 1
y h(v) = 0. Definimos la resistencia efectiva entre u y v por

(U, v) = <Lw h, h>_1.

La resistencia efectiva de un vértice consigo mismo se define como
ro(u,u) = 0.

NoTA: Por lo general, omitiremos w del subindice de r, escribiendo
r(+,+) por r,(-,-) a menos que sea necesario especificar.

Observamos que si no se tuviera la hipétesis de conexidad en la defini-
cién [3.1] tomando los vértices u y v en distintas componentes conexas
la extension armonica h seria constante en cada componente, con la
consecuencia de que entonces <L h, h> = 0 y se podria decir que en ese
caso la resistencia efectiva es infinita.

La expresién Lh en la definicién se anula en todos los vértices
excepto en u y en v, mientras que h(v) = 0. De esto es claro que
<Lw h, h> = (L, h)(u), por lo que la resistencia efectiva también puede

escribirse como .

(Lo 1) (u)
Mostraremos mas adelante (teorema que la resistencia efectiva es
una métrica en el conjunto de vértices.

A continuacién calculamos la resistencia efectiva en dos ejemplos que
son a la vez muy simples y muy ilustrativos: el camino Ps y el ciclo Cs,
las inicas graficas conexas con tres vértices, que mostramos en la figura

Bl

ro(u,v) =

o
e

Figura 3. A la izquierda el camino Ps y a la derecha el ciclo Cs.

RESISTENCIA EFECTIVA EN Pj.

Para calcularla basta encontrar las extensiones armonicas correspon-
dientes, que se ilustran en la figura [4l Los calculos pueden hacerse de
forma directa en todos los casos: para calcular r(vy, v9) observamos que
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basta tomar hs = ho y el laplaciano de h se anula en wv3. Si queremos
calcular r(vy,v3), ponemos hy = 1, hg = 0 y necesitamos que (Lh)y = 0,
lo que significa que

(Lh)Q = w1,2<hf2 - 1) + w273h2 =0.

Despejando se obtiene el valor

W12

hy = ————.
w2 + W3

De las extensiones armédnicas, se sigue que la resistencia efectiva entre
parejas de vértices vecinos es simplemente
1 .
r(vi, vg) = —, i=1,3,
Wi,2

mientras que para los vértices en los extremos esta dada por

w ! 1 1
1,2

r\v1,v3) = |W1,2 1 — = — 4+ —.
( ) |: ( W1,2 +W1’3)‘| w12 W23

)

w1,2 0
wi,2tw23

w1,2 Wa 3 W12 W23
0 1

Figura 4. Las extensiones armdnicas para las resistencias efectivas en Ps,
a la izquierda para vértices vecinos y a la derecha para vértices en los extre-

mos.

Notemos que en este iltimo caso las resistencias se suman:
r(vi,v3) = 1(vi,v2) +7(v2,v3) = 112 + 23

Este es el caso mas simple de algo que sucede en situaciones mucho
més generales, que incluye a todos los arboles (graficas sin ciclos), y
que presentamos en el teorema [3.2

RESISTENCIA EFECTIVA EN (.

En este caso, para calcular la resistencia efectiva entre un par de
vértices v; y v; se considera la funcién que es armonica en el tercer
vértice vy, (figura[5)). Dados h; =1y h; = 0 se requiere que

(Lh)g = wig(hy — 1) + wjphe = 0,
de donde se obtiene el valor

Wi k
hy, = ——

Wik + Wik
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Wik
wi ktWj K

Figura 5. La extensién arménica para la resistencia efectiva entre dos vérti-
ces v; y v; en el ciclo Cs.

Como consecuencia de esto, en (5 la resistencia efectiva entre vértices
arbitrarios v; y v; esta dada por

1 Wi k
(v, vj) Wik + Wik

ik Wjk

= Wi, +
Wz,k + w],k

1 1

= w'l’»j _'_ T + o
Wi k Wi k

-1 -1
=1t (rig +758)" (2)

Lo que observamos es que en el caso del ciclo no se suman las resis-
tencias; lo que se suma son sus reciprocos. El reciproco de la distancia
es igual al reciproco de la distancia por el camino corto més el recipro-
co de la distancia por el camino largo. Consecuencia de esto es que las
distancias entre vértices en (3 son siempre menores que las distancias
en P;. Al tener dos caminos por donde ir de un vértice a otro en vez
de solo uno la distancia se reduce. Este es el caso més simple de una
situacion mucho més general que presentamos en el teorema [3.3, que
hara evidente el hecho de que agregar caminos acorta la distancia.

Ahora procedemos a mostrar situaciones que generalizan los dos
ejemplos anteriores, correspondientes a las conexiones en serie y en
paralelo, términos que tienen también su origen en electricidad.

El siguiente resultado corresponde a un hecho bien conocido en teoria
de circuitos eléctricos, que establece que al conectar nodos en serie las
resistencias se suman.

Teorema 3.2. Sean uy, us y v tres vértices en una grdfica con pe-
sos (G,w) tal que todos los caminos que van de uy a uy pasan por v.
Entonces

r(uy, ug) = r(ug,v) + r(ug,v).
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O o (€

Wi

Figura 6. Conexién en serie.

Demostracion. Podemos considerar que los tres vértices uy, us y v son
distintos, puesto que en caso de igualdad el resultado es trivial. Para
cada u; definimos el conjunto W; dado por todos los vértices w para
los cuales existe un camino que va de u; a v que pasa por w sin pasar
dos veces por v (véase la figura @ Es evidente que u; € W si y solo
si i = j. Aun més, se tiene que W, N Wy = {v}: si hubiera otro vértice
en la interseccidn, entonces existiria un camino entre u; y us que evita
pasar por v lo que contradice la hipdtesis.

Sea h; la extension armonica correspondiente a la resistencia efectiva
entre u; y v; es decir, h; es la funcién dada por hy(ui) =1, hy(v) =0y
Lhy = 0 fuera de {uy,v}. Definimos hy de manera andloga sustituyendo
uy por ug. Un hecho importante es que hy(ug) = 0y ho(u;) = 0. Esta
afirmacién puede probarse como sigue.

Sea G; la grafica inducida por W;. En G; existe la extension armonica
ﬁi de la funciéon que vale uno en wu; y cero en v. Si extendemos BZ
poniendo h;(w) = 0 para w ¢ W; esta funcién es armdnica en w.
Necesariamente h; = ﬁi, al ser la extension armonica unica.

Haciendo uso de estas funciones h; y ho queremos construir la ex-
tensién arménica que nos dé la resistencia efectiva r(uy, us), es decir la
unica funcion h que satisface

h(u) =1 y h(uz) =0 (3)

y que es armoénica fuera de {u;, us}. Con esa finalidad, notemos primero
que toda combinacién lineal de h; y hy es arménica fuera de los tres
vértices {u,ug,v}. Para que sea armonica también en el vértice v se
elige la combinacion lineal particular

Y = (Lhy)(v)hq — (Lh1)(v)hs.

Falta hacer cumplir las condiciones en . La condicién en uy es muy
sencillo obtenerla: basta restarle a ¢ la constante t(us). Para cumplir
la condicion en u; habria que poner

h— Y — P(uz)
Y(ur) — P (usg)

(4)
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ya que asi definida la funcién satisface lo que se quiere: h(u;) = 1,
h(us) = 0y (Lh)(w) = 0 para todo w # uy,us, con la unica salvedad
de que hay que justificar que esta funcion esté bien definida: es decir,
necesitamos mostrar que ¥ (u;) # ¥ (uz). Pero, jqué pasaria si se tuviera
la igualdad? La respuesta es que tendriamos que 9 es la extension
armoénica de una funcién constante en {uq, us}, de modo que v tendria
que ser constante en toda la grafica, y de hecho igual a cero porque
¥(v) = 0. Pero entonces hy y hsy serian linealmente dependientes, lo
que no es posible.

Tenemos entonces que h definida por es la extensién armonica
asociada a r(u1,ug). Por lo tanto,

1

r(uy, uz)

= (Lh)(u1)

(L) ()
P(ur) — ¥(uz)

_ (Lhs)(v) (Lha)(u1)
(Lho)(v) + (Lhy)(v)

1 1
7 (us, v) ' r(ug,v)
1 1
r(ug,v) + (g, v)

1

r(u1,v) + 1(ug, v)’

Esto concluye la demostracion. O]

El resultado anterior determina por completo el comportamiento de
la resistencia efectiva en arboles (gréficas sin ciclos): la distancia entre
dos vértices de un arbol es igual a la suma de las resistencias locales
de las aristas del tinico camino que los une. En el caso particular de
los arboles sin peso se tiene que la resistencia efectiva coincide con
la métrica geodésica. Ese es el tinico caso en que ambas cantidades
coinciden.

La existencia de ciclos implica que hay mas de una posibilidad para
ir de un vértice a otro. El siguiente teorema muestra que la resistencia
efectiva se reduce al agregar opciones de caminos. Esta situacién se
ilustra en la figura [, donde para ir del vértice u al vértice v podemos
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irnos por Gy o de manera alternativa por Gz. En teoria de circuitos
eléctricos se dice que los nodos estan conectados en paralelo.

Figura 7. Conexién en paralelo.

Teorema 3.3. Sea V' el conjunto de vértices de una grafica conexa con
pesos (G w), y sean W y Z dos subconjuntos de V' tales que WUZ =V
y WNZ = {v,vy}. Denotamos por (Gw,ww) y (Gz,wz) a las grdficas
inducidas por Wy Z. Si ambas grdficas inducidas son conexas y no
existe ninguna arista en (G,w) entre vértices de W y vértices de Z,

entonces
1 1 1

= + .
Tw(V1,02)  Tuy (V1,02) T, (U1, 02)

Demostracion. Sea hy la extension armoénica en Gy de la funcién en
{v1,v9} dada por hy (v1) = 1y hy(ve) = 0. Sea hz la funcién definida
de forma andloga en G'z. Si h € £(V') estd dada por

h(v) = { oy (v) siv € Gy

hz<U) sive Gy

se tiene que h sigue siendo arménica fuera de {vy,v9}, puesto que la
hipotesis de que no haya aristas entre W y Z implica que no se agrega
ninguna arista al pasar de las graficas inducidas a toda (G,w). Se sigue
de ello que

(Lh)(v1) = Y wig(h(vr) — h(vg))

Vv~

= Z wk(h(v1) = h(vg)) + Z wik(h(v1) — h(vk))

W3vg~or Z3v~v1
= (Lhw)(v1) + (Lhz)(0),
que es equivalente a la igualdad que queremos probar. O
Cuando la grafica es un ciclo, el resultado anterior nos permite en-

contrar de forma directa y sencilla la resistencia efectiva: dados dos
vértices en el ciclo C), hay dos rutas para ir de uno a otro que son
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Figura 8. Una gréfica sin pesos.

caminos P,, y P,_,, para algin m < n. Como ya sabemos calcular la
resistencia efectiva en caminos, podemos obtenerla en el ciclo sumando
los reciprocos.

Los teoremas presentados en esta seccion ilustran que es posible cal-
cular de forma relativamente simple la resistencia efectiva en muchos
casos, sin necesidad de resolver de forma explicita el problema de Diri-
chlet, cosa esta ultima que en muchos casos puede resultar muy com-
plicada. Para dar un ejemplo consideramos la grafica G (elegida sin
pesos por simplicidad) que se muestra en la figura [§ y calculemos la
resistencia efectiva r¢(vy, vg).

Denotamos por H a la grafica que resulta de quitar de G la arista
que conecta a vy con vg. El teorema |3.3 nos dice que

1 1
_ =14 —
TG(Uh'US) TH(Uh'US)

El teorema [3.2 nos dice que

ra(vi,vs) = rg (v, v3) + ra(vs,v7) + ra(vr, vs)

= rg(vs, v7) + 3.

Por otra parte, la distancia ry(vs, v7) es igual a la distancia entre esos
mismos vértices dentro del ciclo {vs, vy, vs, v7, v6}; esto es porque si te-
nemos la extensién armonica h para la distancia en el ciclo y la extende-
mos a toda H poniendo h(vy) = h(vy) = h(vs) =1y h(vs) = h(v7) =0
tenemos la extensién armoénica en todo H, de modo que no se modifica
el valor de (Lh)(v3). Entonces, aplicando de nueva cuenta el teorema

[3.3] tenemos que
1 1 1

rg(vs,v7) 2 3
Ya solo es cosa de sustituir y hacer las cuentas para obtener

ra(vi, vg) = 21/26.
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4. Es una métrica

Para demostrar que la resistencia efectiva es una métrica, usaremos un
resultado fundamental: dada una grafica con pesos siempre podemos
considerar una grafica mas pequena, con otros pesos, que tiene la misma
resistencia efectiva. De forma precisa:

Teorema 4.1. Para todo subconjunto de vértices V C V de una grdfica
con pesos (G,w) existe una grdfica con vértices V' y pesos w en ella, tal
que para toda funcion f € {(V) se cumple

<wa7f>:<Lwhf>hf>

donde hy es la extension armdnica de f. Mds ain, para toda pareja de
vértices u y v en V' se tiene que

ro(u,v) = ry,(u,v).

Demostracion. Con la notacion que usamos en la demostracion del teo-

rema se tiene para toda f € ¢(V) que
<th,hf> - <Hf +Jf, f>.
Usando f = —X~1JTf esto lo podemos escribir como

<L hy, hf> _ <(H XU, f>. (5)

Es claro que H — JX ' JT es un operador actuando en £(V), y la igual-
dad de arriba implica que es no-negativo definido. De hecho es un lapla-
ciano. Para mostrarlo solo falta verificar que se anula en las funciones
constantes, pero eso también se sigue de ya que la extensién armoni-
ca de una constante sigue siendo constante. Entonces, podemos definir
& como los pesos correspondientes al laplaciano L = H — JX1JT que
actlia en una grafica con vértices V, cuyas aristas quedan determinadas
por los pesos w. Esto concluye la primera parte del enunciado.

Para probar el resto del teorema, conviene usar la siguiente expresion
para la resistencia efectiva

1
min {(Lf,f )| f € €V), f(w) = 1, f(v) = 0}

que es cierta en virtud del teorema . Sean vy y vp vértices en V', y
sean ¢ y ¢ funciones que toman el valor 1 en vy, el valor 0 en vy y son
armoénicas en V' \ {vy, v} y V' \ {v1, 12}, respectivamente; esto es

;) = <ng,g>, ;) = <Lw§,§>- (7)

Tw(v1,v2 7“@(?11702

r(u,v) =

(6)
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Por un lado, si hj; es la extensiéon armonica de g a todo V' entonces

(£29.3) = (Luhg. hs)

por el resultado de la primera parte de este teorema. Y por otra parte
se tiene la desigualdad

<Lwh§a h§> Z <ngag>7
que se sigue del hecho de que hg(vy) = 1y hz(ve) = 0, mientras que g
es la extension armonica para esos valores.

Por lo tanto
(L:3.3) > (Lug.9)-

De manera similar podemos proceder con g, la restriccién de g al

conjunto V. Al ser g su extension arménica a V' se sigue de la primera
parte de este teorema que

<ng,g> = <L&9|\7>9|f/>-

Al ser g|y una extension a V de la funcién que vale 1 en vy v 0 en v,
tenemos la desigualdad

(Laglyglo ) > (Lod.3).

por ser g la extensién armodnica correspondiente.

Concluimos que
(Lug.9) = (L29.5)

y por lo tanto <ng, g> = <La,§, §>, de donde es inmediata la igualdad
r(u,v) = rz(u,v) que se queria demostrar. O

Probemos ahora si que la resistencia efectiva es en efecto una métrica.

Teorema 4.2. La resistencia efectiva r(-,-) es una métrica en el con-
junto de vértices V', esto es:

(a) r(u,v) >0, con igualdad si y solo si u = wv.

(b) r(u,v) =r(v,u).

(c) r(u,v) < r(u,w) + r(w,v).

Demostracion. La primera condicién es inmediata de la definicién, por
ser el laplaciano semi—positivo definido y no anularse para la extensién
armoénica h que por definicién no puede ser constante.

Para verificar la simetria, tomemos h la extension armonica de la
funcién que vale 1 en el vértice u y 0 en el vértice v. Observemos que
1 — h es la extensién armonica de la funciéon que vale 0 en uw y 1 en v.
De esto se tiene que

r(v,u) = <L(1 ), (1— h)> - <Lh, h> — r(u,0),
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donde la segunda igualdad se sigue del hecho de que la constante 1 y
Lh son ortogonales entre si, puesto que el primero esta en el nicleo de
L y el segundo estd en su imagen.

Mostremos ahora que se cumple la desigualdad del triangulo. Del
teorema sabemos que dados tres vértices {vy, v, v3} siempre es po-
sible elegir pesos entre esos tres vértices que preservan la resistencia
efectiva que habia entre ellos dentro de la grafica G. Esto nos dice que
es suficiente verificar la desigualdad del tridangulo en graficas de tres
vértices, que son P3 y C3: las dos graficas de las que ya calculamos la
resistencia efectiva en la seccién [3

En el caso de Ps las tres distancias son 712, 723 ¥ 1,2 +72,3. Es claro
que ninguna de ellas puede ser mayor que la suma de cualesquiera dos,
por lo que la desigualdad del tridangulo se garantiza.

Para el ciclo (3, en se calculd la resistencia efectiva entre los

vértices v; ; como
~1
1 1
T‘(Ui, ’Uj) =|—+ ’
Tig T Tjk Tij

de modo que lo que queremos mostrar es que se cumple la desigualdad

1 1\ 1 1\! 1 1\7!
—t— ] <t [ —r—) .
Tik +Tik  Tij Tij tTik  Tik Tij T Tk Tik

Esto se transforma tras cdlculos elementales en
rig(Fige +750)  Tin(Tag 4 Tik) + 15k + i)
Tijg T Tig + ik Tij + Tik + Tk

desigualdad que es evidentemente cierta. O]

?

La formulacién @ que fue importante en la demostracion anterior
también resulta util para ver de forma rapida que la métrica de resisten-
cia efectiva tiene propiedades que mencionamos desde la introduccion:
si se aumenta el peso de una arista entonces las distancias se reducen o
al menos podemos estar seguros de que no aumentan (ya que es claro
que el minimo involucrado no decrece); esto incluye el caso en que se
agrega una arista nueva, que es lo mismo que aumentar el peso entre
dos vértices de cero a algo positivo.

5. El indice de Kirchhoff

Dada una gréfica con pesos (G,w), la suma de las resistencias entre
todas sus parejas de vértices se conoce como su indice de Kirchhoff:

K.I.(G,w) = Z Z’I’G,w(% v;)-

j=1 i=1
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Remarcamos que la suma se hace sobre todas las parejas de vérti-
ces, sean o0 no vecinos entre si. Algunos autores se refieren al indice
de Kirchhoff como la resistencia efectiva total (e.g. [7]). Mientras més
conectada esté la grafica, las resistencias efectivas entre sus vértices son
menores, por lo que su indice de Kirchhoff también sera menor en ese
caso. Por ello este es un indice del que se puede decir que mide qué
tanto estan conectados entre si los vértices de una grafica.

El propésito de esta seccién es presentar una demostraciéon de la
identidad

KIL(G,w) = ”ZA_ln (8)

que relaciona a la resistencia total con los eigenvalores del laplaciano y
que fue probada originalmente en [10].

Al ser singular, el operador laplaciano L no tiene inversa. Sin embar-
go, existe un operador LT tal que LLT = LTL es «casi la identidad»;
en concreto, es igual a Pran(r), la proyeccion ortogonal sobre el ran-
go de L. Como estamos considerando graficas conexas, el rango de L
tiene codimension 1, por lo que Pra,(r) es igual a la identidad en un
subespacio de dimensién n — 1. El operador L™ es la pseudo—inversa de
Moore—Penrose de L. Esta idea de pseudo-inversa es una generalizacién
— definida para todo operador en espacios vectoriales de dimensién fi-
nita — del concepto de operador inverso. En el caso que nos ocupa,
LT puede expresarse de forma simple, gracias al hecho de que L es
un operador auto-adjunto: si {uy,...,u,} es una base ortonormal de
eigenvectores de L tales que Luy = A\gug, entonces

LTu; =0, Ltuy, = )\—kuk, k=2,...,n.

Se observa que {ui,...,u,} es también base ortonormal de eigenvec-
tores para la pseudo-inversa, por lo que es un operador semi-definido
positivo, y su traza es igual a la suma en el lado derecho de . Tam-
bién se puede ver que LLTL = L, aplicando ambos lados de la igualdad
a los elementos de la base.

La resistencia efectiva tiene una expresion simple en términos de la
pseudo-inversa L™, lo que resultard muy 1til para demostrar (§]).

Teorema 5.1. En toda grdafica con pesos y para toda pareja de vértices
se cumple la igualdad

r(vi, ;) = <L+(1vi ~1,), (1, — 1Uj)>.
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Demostracion. Comenzamos notando que si A es la extension armonica
de h(v;) =1y h(v;) = 0 entonces

1/r(vi, v;) v = ;.
(Lh)(v) = —1/r(vi,v;) v = vj,
0 v ¢ {v;,v;}.

Es decir que (1., — 1.,) = 7(v;,v;) Lh de donde se tiene que
<L+(1w ~1,), (1, — 1UJ.)> - r2(vi,vj)<L+Lh, Lh>
— (v, vj)<LL+Lh, h>

= r*(v;, vj)<Lh, h>
= r(v;, v)
como se queria demostrar. O
Ahora si, como se anuncié al principio de esta seccién:
Teorema 5.2. La igualdad es cierta para toda (G,w).

Demostracion. La afirmacion a demostrar es equivalente a que el indice
de Kirchhoff sea igual al producto del nimero de vértices por la traza
de la pseudo—inversa.

De la férmula para la resistencia efectiva dada por el teorema [5.1]
tenemos que la resistencia efectiva total es la suma

K1 = i i<L+(1vi ~1,), (1, — 1vj)>. 9)

j=1 i=1

Denotando por b; ; a las entradas de la representacién matricial de L
respecto a la base natural, es facil ver que

<L+<1v¢ - 1Uj)7 (]—vi - 1v]~)> = bi,i - 2bi,j + bj,j-

Cada vértice ocurre n — 1 veces en la suma @ y cada pareja de vértices
aparece solo una vez. Podemos reescribir la suma como

j=1 i=1
Por otra parte, el nicleo de L™ coincide con el de L, por lo que L™ se

anula en vectores constantes. Esto implica que la suma de las entradas
de la matriz (b; ;) es igual a cero. Tenemos entonces que

n n i
i=1

=1 i=1
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Sustituyendo en ((10) concluimos que

=1

que es el producto de n por la traza de L™, como se queria. O
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