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1. Introducciéon

El matematico estadounidense Richard Hamming fue pionero en el
computo cientifico. Después de su doctorado en 1945, trabajé en el
proyecto Manhattan en Los Alamos. En ese entonces, las maquinas
IBM se usaban para hacer distintos calculos sobre la bomba atomica,
en particular, para saber si al explotar la bomba, la atmdsfera se in-
cendiaria. Al ano siguiente, en 1946, Hamming se unié al equipo de los
laboratorios Bell. [5]

Un viernes de 1947, el Dr. Hamming programoé las computadoras pa-
ra que efectuaran cierto cédlculo y se fue de fin de semana dejando a las
maquinas trabajando. De regreso el lunes, se sorprendié cuando llegd
a recoger los célculos y se dio cuenta que las computadoras no habian
efectuado la tarea asignada. Las maquinas digitales procesan la infor-
macién proporcionada con unos y ceros. En esa época si algin digito
en la secuencia se enviaba equivocadamente la maquina lo detectaba,
pero la tarea asignada no se llevaba a cabo. En palabras de Hamming:
«si la computadora puede indicar cuando ocurrié un error, también de-
beria poderlo corregir». Ante esta afirmacion, él mismo se dio a la tarea
de resolver este problema y entonces dedicé sus fines de semana para
poder trabajar con las maquinas sin interferencia de otros usuarios, y
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asi, tratar de hacer que la maquina ademas de detectar, pudiese co-
rregir algin error. En los anos sesenta y setenta, para programar las
maquinas, se usaban las tarjetas perforadas que son, a final de cuentas
unas cartulinas con un cédigo binario donde se almacenan y ordenan
datos para el funcionamiento de las computadoras. Las maquinas lec-
toras de tarjetas lo hacian a razén de 300 a 3000 tarjetas por minuto.
En las figuras siguientes aparecen una tarjeta y un programa donde se
hacian marcas especiales para que el orden no se perdiera. Cada vez
que habia algin error la maquina detectaba en qué tarjeta estaba y se
debia perforar esa tarjeta nuevamente.
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Figura 1. Tarjetas perforadas que se usaban en los afios sesentas y setentas
para la programacién de maquinas.

Actualmente la mayoria de las transmisiones electrénicas se hacen a
través de lineas telefénicas, fibra éptica u otros medios. Esto se hace con
el envio sucesivo de bits formados por ceros y unos. Se ha medido que
la frecuencia de errores de transmisién es muy pequena, del orden de
107 para una linea telefénica y de 107! para la fibra éptica, es decir que
casi no hay errores. Nos preguntamos entonces: jcomo pudo, Richard
Hamming, llegar a corregir los errores que se generan durante la trans-
misién? La respuesta se encuentra a continuacién y son precisamente
los c6digos que se autocorrigen, los llamados c6digos de Hamming [1],
2, A1

Pero antes de empezar fijemos un poco las ideas. En este caso enten-
deremos un c6digo como los signos que componen el mensaje. Seamos
mas claros, los signos son unos y ceros y con ellos se forma el mensaje,
es decir la informacion que se quiere transmitir. Ademas pediremos la
condicién de que al transmitir el mensaje, al enviarlo, este debe ser
entendible por el receptor.
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2. Primeros intentos

Podemos ilustrar un canal de comunicacion con el siguiente esquema

[21:

Mensaje Codificador Canal de - Mensaje - )
: m transmisién recibido - Decodificador Mensaje

|

Figura 2. Canal de comunicacién.

La meta es crear un sistema que permita codificar el mensaje antes

de la transmisién y, decodificarlo al ser recibido antes de la lectura.
De manera que, si se distorsiona «un poco» el mensaje en el canal, el
decodificador pueda detectar el error y de ser posible corregirlo.

[lustraremos tres formas de hacerlo: primero con repeticiones luego

con un bit de paridad y finalmente con un cédigo auto corrector. Para
eso las palabras con las que trabajaremos seran palabras de cuatro bits.

) Repeticién de bits:

Es claro que, si repetimos una palabra varias veces, al comparar
una con otra sabremos si hay algtin error en la transmision. Sin
embargo, mandar dos veces una palabra no nos permite detectar
si hay o no un error pues si enviamos 1001 y 1000 no sabemos
si el error esta en los primeros cuatro bits o en los siguientes. Si
se quiere usar este método se debe enviar al menos tres veces la
palabra y asi por comparacion sera més facil detectar si existe
un error. En este caso, hay que enviar al menos 12 bits para una
palabra de cuatro bits. La repeticién del envio de la palabra tres
veces hace que la transmision sea larga y poco eficiente, pero se
puede detectar un error.

b ) Bit de paridad:

Otra forma de enviar una palabra y poder detectar si hay algin
error es usando un bit de paridad. Es decir, en este caso se enviara
una palabra de cinco bits donde los primeros cuatro son la palabra
y el dltimo es el de paridad. Este ultimo bit es cero si la suma
de los digitos que forman la palabra es par y uno si la suma es
impar, es decir que siempre hace que la palabra de cinco bits tenga
una suma de digitos par. Por ejemplo, si la palabra que se desea
transmitir es 1001 se envia 10010 donde el tltimo bit es el bit de
paridad, y si queremos transmitir 1101 se envia 11011, el ultimo
bit es el de paridad. Veamos un ejemplo de como funciona. Si
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se quiere transmitir la palabra 1001 se enviara 10010, pero si se
recibe 10011 es claro que hay un error pues el bit de paridad es
1 y la suma de los bits de la palabra es par. Lo que aqui no se
puede detectar es donde esta el error. Ademas, si hay un niimero
par de errores en la transmision, tampoco se detectara el error
pues la paridad se preserva. Al colocar un bit de paridad podemos
detectar un nimero impar de errores, pero no se sabe dénde esta
el error.
) Cédigo de Hamming;:
Para generar un cédigo de Hamming se requieren dos tipos de bits:

e Los bits de datos (o mensaje)

e Los bits de paridad, que en el caso de palabras de cuatro bits

seran tres.

Los bits de paridad se envian junto con los datos y son los que
permiten detectar y corregir errores. Esto se ilustra en la siguiente
seccion mediante un ejemplo.

3. Cédigo de Hamming (7,4)

Un cédigo de Hamming usa dnicamente unos y ceros y la longitud del
mensaje es el nimero total de ceros y unos que tiene. Por ejemplo
101 tiene longitud tres y 00101 tiene longitud cinco. El cédigo (7,4)
usa mensajes de longitud siete o siete bits para codificar palabras de
cuatro bits. Veamos a grandes rasgos el trabajo que hizo Hamming
para que al enviar un cédigo de cuatro bits y anadirle de manera muy
ingeniosa tres bits de paridad el codigo resulte auto corregible. En el
caso del cédigo (7,4) se envian 7 bits (longitud siete): los 4 primeros
bits corresponden a los bits de datos, este es el mensaje que se quiere
enviar, y los siguientes 3 bits a los de paridad. En general se codificara
una palabra D1,D2,D3,D4 (posicién de los bits de datos) como

D1, D2, D3, D4, P1, P2, P3, donde:

e P1 es el bit de paridad de D1, D2 y D4
e P2 es el bit de paridad de D1, D2 y D3
e P3 es el bit de paridad de D1, D3 y D4

Podemos resumir esto con un diagrama de Venn

Figura 3. Diagrama de Venn para calcular bits de paridad.
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Veamos un ejemplo, queremos enviar el mensaje 1101 Se codifica

I ‘ T

Bits del mensaje Bits de paridad

Figura 4. Bits del mensaje.

asignando a cada bit de paridad: cero si la suma de los bits dentro del
circulo del diagrama de Venn es par y uno si la suma es impar.

e P1 es el bit de paridad de D1, D2 y D4, asi que P1 es 1.
e P2 es el bit de paridad de D1, D2 y D3, asi que P2 es 0.
e P3 es el bit de paridad de D1, D3 y D4, asi que P3 es 0.

5 5
AERT\ R

Figura 5. Calculando los bits de paridad.

e Se envia el mensaje:

1 1 0 1 1 0 (0]

Y E T

Bits del mensaje Bits de paridad

Figura 6. Mensaje enviado.

e Se recibe el mensaje siguiente: sabemos que tiene un error (puesto

1 1 1 1 1 0 0

| : T

Bits del mensaje Bits de paridad

Figura 7. Mensaje recibido (con un error).

que P2 y P3 no corresponden a la paridad necesaria)
e Se decodifica usando un diagrama de Venn
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La suma de este
circulo no esp
(hay error) El
d La suma de este

circulo si es par
Figura 8. Decodificacidn.

La suma de este
circulo no es par
(hay error)

(no hay error)

Podemos entonces concluir que el error se produjo en D3. Este tipo de
c6digo permite detectar un error y corregirlo, y en el caso de producirse
dos errores los puede detectar mas no corregir.

Observemos que no todas las palabras de 7 bits pertenecen al cédigo
(7,4) de Hamming. Por ejemplo la palabra 1000100 o 111100 no son
una palabra del cédigo de Hamming

4. La geometria y el cédigo (7,4)

Desde que Descartes fundamento las relaciones entre la geometria y el
algebra una de estas dreas no ha dejado de apoyarse en la otra y vice
versa. Uno de estos ejemplos es la relacion que guardan la geometria
proyectiva y la teoria de codigos. Incluso hay articulos como «The pac-
king problem in statistics, coding theory and finite projective spaces»
por Hirschfeld y Storme [3] que relacionan la geometria proyectiva con
la estadistica y la teoria de cddigos. Aqui veremos de manera muy sen-
cilla la relacion entre el plano proyectivo de siete puntos y el codigo de
Hamming (7,4).

Un plano proyectivo se puede definir con cuatro axiomas de incidencia
(entre rectas y puntos):

1. Dos puntos determinan una unica recta.

2. En cada recta hay al menos tres puntos.

3. Hay tres puntos no alineados.

4. Dos rectas diferentes se cortan en un punto.

Aqui nos vamos a enfocar en el plano proyectivo de 7 puntos debido
a que estamos trabajando con cédigos con siete bits. Ese plano se pue-
de representar de la siguiente manera. Observemos que la curva 3,1,5
representa una recta y con eso se cumplen todos los axiomas de la geo-
metria proyectiva. Hay 7 puntos y 7 rectas, por cada punto pasan tres
rectas y cada recta tiene tres puntos.
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Figura 9. Plano proyectivo de 7 puntos.

Gracias a esos numeros vamos a construir el cédigo de Hamming
(7,4). Consideremos una de las lineas, por ejemplo, la que pasa por los
puntos 4,5 y 7. Para construir una palabra colocamos en los lugares 4, 5
y 7 ceros y unos en los demas, es decir que obtendremos 1110010. Como
hay 7 lineas tendremos siete palabras. Cada una de esas palabras esta
compuesta por tres ceros y cuatro unos. Tomaremos ademéds de esas
palabras las palabras duales es decir las palabras donde se sustituye un
cero por un 1 y un uno por un 0. Es decir, si tenemos 1011001 también
estara la palabra 0100110. De esta manera tendremos siete palabras
mas es decir 14 palabras y con 0000000 y 1111111 completaremos las
16 palabras del cédigo (7,4) de Hamming. Nuevamente no todas las
palabras de 7 bits estan en el cédigo de Hamming. Por ejemplo la
palabra 0101110 no esta pues corresponderia a los puntos 137 y esos
puntos no corresponden a una recta en el plano proyectivo. Observemos
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Figura 10. Palabras del cédigo de Hamming obtenidas usando las rectas
del plano proyectivo.

que el 124 no corresponde a una recta, asi como la palabra que le
corresponderia, es decir 1101000 no es una palabra en el codigo de
Hamming.
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5. Para divertirse

Es claro que hay una gran cantidad de aplicaciones que usan este tipo
de codigos. Para finalizar, vamos a describir un juego:

e En este juego participan dos personas: un jugador y un adivinador.

e El jugador elige un nimero entre 0 y 15 sin revelarlo.

e El adivinador realizard siete veces la misma pregunta al jugador:
«;el nimero que eligié aparece en la tarjeta que muestro?»

TARJETA 1 TARJETA 2 TARJETA 3 TARJETA 4 TARJETA 5 TARJETA 6 TARJETA 7
8 4 2 1 1 2 1
2) 5) 3 8 5 3 2
10 6 (3 5 4 4 5
i 7 7 7 6 5 6
12 12 10 9 8 8 8
L=l 13 AL il 10 ) 11
14 14 14 13 13 14 12
15 15 15 155 L5) 1S 15

Figura 11. Tarjetas que muestra el adivinador.

El jugador solo puede responder «Si» o «No».

El adivinador presentard las tarjetas de manera secuencial ini-
ciando con la tarjeta 1, luego la 2, etcétera, y anotara un 717 si la
respuesta del jugador es afirmativa («si») o un «0» si es negativa
(«no»). Este procedimiento generara una palabra binaria de 7 bits.
El jugador puede decir la verdad en todas las respuestas o mentir
en a lo mas una de ellas, sin avisarle al adivinador.

El objetivo del adivinador es descubrir el niimero elegido y ademés
determinar si el jugador mintio, y de ser asi en qué tarjeta lo hizo.
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Si el participante no miente, el adivinador revelara el nimero que
escogio el jugador usando la siguiente tabla: en el caso que el partici-

Tarjetal | Tarjeta 2 | Tarjeta 3 | Tarjeta 4 | Tarjeta 5 | Tarjeta 6 | Tarjeta 7 | El nimero pensado es
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 i 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1 2
0 0 1 1 1 1 0 3
0 1 0 0 1 1 0 4
0 1 0 1 0 1 1 5
0 1 1 0 1 0 1 6
0 1 1 1 0 0 0 7
1 0 0 0 1 1 1 8
1 0 0 i 0 1 0 9
1 0 1 0 1 0 0 10
1 0 1 1 0 0 1 11
d 1 0 0 0 0 1 12
1 1 0 1 1 0 0 13
dl 1 1 0 0 1 0 14
1 1 1 i 1 1 1 15

Figura 12. Tabla para adivinar el ndmero si el jugador no miente.

pante haya mentido en exactamente una de las tarjetas, su palabra no
se encontrara en la lista de arriba. Por ejemplo, 1000001 no esta en
la lista de palabras admitidas, asi que el adivinador debe descifrarla,
usando el método descrito anteriormente, es decir usando el cédigo de
Hamming.

1 0 0 0 0 0 1

(D1) (D2) (D3) (D4) (P1) (P2) (P3)

Tarjeta 1 Tarjeta 2 Tarjeta 3 Tarjeta 4 Tarjeta 5 Tarjeta 6 Tarjeta 7
Figura 13. Secuencia de respuestas que da el jugador.
El digito erréneo es el que pertenece a los dos circulos dénde se

detecté un error, es decir el participante mintié en la tarjeta 2. La
palabra binaria correcta es 1100001 la cual corresponde al nimero 12.
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La suma de este circulo
es impar (hay error)

La suma de este
circulo es par
(no hay error)

La suma de este circulo
es impar (hay error)

Figura 14. Usando el diagrama de Venn se puede determinar en qué tarjeta
mintié el jugador.

6. Para concluir

El c6digo Hamming, es un sistema de deteccion y correccion de errores
el cual asocia una serie de bits de paridad, en nuestro caso 3 , a los bits
de datos, en nuestro caso 4, de tal forma que una alteracion en alguno
de esos bits de datos pueda ser detectada y corregida adecuadamente.
Aqui solamente hemos visto un ejemplo sencillo de cémo funcionan
este tipo de codigos pero, se pueden desarrollar otros conceptos, como
el de distancia Hamming, que permitiran establecer el niimero de bits
erréneos que pueden ser corregidos 6 detectados. Los cédigos Hamming
se usan principalmente en sistemas donde es crucial la fiabilidad, como
por ejemplo en las telecomunicaciones. Hay otro tipo de codigos que son
mas adecuados en otras areas como los cédigos Reed-Solomon que son
utiles para corregir multiples errores en bloques de datos y se usan en
CD o DVD. También los cédigos BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem)
son codigos de bloque que pueden corregir multiples errores. Esta es un
area fascinante que estd continuamente en renovacion y tiene muchas
aplicaciones para el bienestar de la humanidad.
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