adenas de Markov

z_;ahiénH nﬁﬁaez "A;ena-naa«;
El objeto de’ este trabaje'v $ 1 ar como. el Algebra Lmeal Juega o
V»..ln papel 1mportante en el esti
~iqui se mane]a no es. de ninguna
s‘;iycadenas

era ai ado es un caso sencillode

: v:los Procesos Estadlstlcos cuyas aphcacmnés son variadas. R. Bellman

~[1] menciona una apreciable bibliogr
‘,_{~,M’e'cénica’ Cua‘nﬁca,. Radiacién Coés
" Fallecimiento. Lucio Pérez [4] menci

fa en cuanto a aphcacmnes de la
"‘“*Procesos de Nacimiento y
aplicaciones de cadenas de

" Markov a Biologia, Fisica, Teorfa de Colas Difusién de Noticias v

‘ Mercadotecnia. El eJemplo aqud tratado fue sacado de [3]. Este traba;o
o ue sugerldo y asesorado por Humberto Madrld '

, Un estudlante aflrma “De 1os dlas que Voy al coleglo unos Voy en
- trolebus y otros en camlon Como resultado de mi experlenma siun dia

t_ ,ualqulera voy en trolebus hay una: probablhdad de L 5 de que vaya al

dla siguiente en trolebus, y - es la probabilidad de’ que camble y vaya
2n camioén. Por otra parte s1 en cualqmer dia voy en cam10n hay una
'probablhdad de -:1"- , de que vaya al dla s1gu1ente en camlon y de que
cambie y vaya en trolebus”. - | \

~ Cudles son las probablhdades de que el estudlante vaya en camioén
~ (trolebus), el n-ésimo dla (n =3, 4 5. o .) dado que el pr1mero fue en

iy f‘trolebus (cam10n)‘7

. Para resolver este: pmblema necesnamos de los s1gulentes hechos
" 1) Si dos eventos 4 y B son. mutuamente excluyentes entonces
| P[AUB] P[A] +P[B] ~ L
: ;2) Si dos eventos 4 y B son mdependlentes entonces
o P[AﬂB] [A ]P[ 1l ANB=A4B ;
i 3) Si dos eventos A y B son. mdependlentes la probab1hdad de A dado
' que ocumo B, la cual se denota por P[A /B] es 1gual a la probablh-
- dad de 4, es-decir: ‘ L .
P[A/B] P[A] S1A yB son 1ndepend1entes |

i Alumno de 50. semestre de lascarrera de .Actuario.' Facultad de Ciencias,
UNAM. - | e L !

wh

babﬂldad El e]emp}o que*-"f'

f?forman parte de los llama- =
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Nota: Dos evéntos A yB""s’on' mﬁfﬁér’ne’nt’e éXcluyénteS ';si ocurre 4.0 b
B, pero no los dos al mismo tlempo y son independientes si el Hecho de.
que ocurra 4 (B), no 1ncluye en la ocurrencia de B (4). AUB es ¢l

evento que denota la ocurrencia e al menos uno de los dos eventos 4y .

By ANB és el cuento que denota la ocurrencia de 4 yB.

} ‘Con esto ya podemos contestar las preguntas. - - }
Paran=23. Siel primer dfa fue en. trolebus (Ty),el segundo dia pudo ir
en trolebis (T5) o en camién (Cz) y ¢l tercero en trolebus ( T3)

Entonces P, la probablhdad de que el estudian t e viaje en troleblis
al tercer dia, dado que lo hizo en trolebus el pr1mero es: de acuerdo_f o
con3) 1’11-P[T3/T1] ~ o e
| B =PT; Ty 0C2T3/T1] s
Como o v1aJa en camién o en trolebus pero no en los dos al mismo
tlempo porl) - S
- Pll"“P[TS/Tl] P[Tz TS/Tl 1 +P[C2 Ts/T1] Py (i.)‘
Examinemos cualquiera de los sumandos, por ejemplo P[T, T3/T1]que
es la probabilidad de viajar el segundo y tercer dias en trolebus dado
que ¢l primero viajé en trolebus. =~ : -
El hecho de que el segundo: dla haya v1a3ado en trolebus no 1nﬂuye
en que el tercer dia viaje en trolebus es decir, Ty y T3 son independien-
tes, porque: Supongamos que T, 2y T3 no-son 1ndependlentes entonces

Ty T, tampoco serian 1ndepend1entes luego: P[TQ/T 1] #P[T3/T2] N

pero esto contradice el hecho de que la- probab111dad de viajar un dia
cualquiera en trolebis dado que el antenor viajo en trolebus es ¢ 1 es'
decnr es constante. Se tendria: .~ SR
= P|[T,/T,]1# P[T3/T2] =1 luego T 5 Y T3 son 1ndepend1entes
Pero siTy y T3 son 1ndepend1entes tenemos:
P[Ty T3/Ty 1 =PIT,/T; 1 P[T4/T,}.
Con el mismo razonarmento se ve que C, y T3 son independientes;
entonces: ‘ , i
| ~ [Csz/T1] P[C2/T1]P[T3/CZ] | R
luego: A 1= P[Ts/Tl] =P|T,/T; ]} [Ts/T2]+P[C2/T1]P[T3/C2] (i)

- Como ya se vio;, Tk es 1ndepend1ente de: Tk w Ty 1,C'k Ck 1 Ck 1
~ para k 2, 3 .; entonces podemo_s _qu1tar los submdlces »COI‘I esto A
Pl =PIT/TIPLTIT) +PIGT] Aol (@

- Sea P1 53 -Probabﬂldad de que ei es Ed;'lante V1ajé ven ‘camién el tercer d1a -
(C3) dado que el primero viajé en trolebus (Ty) :

por @ . Plz*—P[C3/T1] P[T203/T1]+P[C'2C'3/T1]




‘ YVPIOT (ﬁ) P12'"P[T2/T1]P[C3/T2] +P[C2/T1]P[Cs/cz]
por (111) il ) MP[T/T_E E[C/T] +P[C/T] P[C/C] .
-, 12= S

"Sea Py = Probablhdad de que el estudlante viaje en trolebus el tercer

?   d1a (T3) dado que. el pnmero V1a30 en: cammn (Cl) Entonces

Py _P[TS/CI] P[Tz Ts/C1] +PlC2T3/C1]
Py =P[T,/C,1PIT5/T,] +P[C2/C1]P[T3/CZ]
Py —P[T/C]é’[T/T] +P[C/C] [T/C] '

P21 2 +z

- Sea Py, z Proba‘bilidéd de que :él estudivante‘ viaje en camién el tercer
' 'dla dado que el prlmero Vla_]O en camion. |

P'zz -—P[Cs/cl] P[T/C]P[C/T] +P[C/C]P[C/C]
P22 -*-———‘ 3 + 3 R

~ Podemos re‘sumi:r' & i_nforrna"cién de la siguiente manera:

e T ( e (segupdodfa)
T 1 ‘4 .
- Ths 5
B . i

| (pﬁmér dia)

‘donde esta tabla se lee de la mgmente manera: la T representa trolebus, .
4

C representa carmon los ntimeros son probablhdades por ejemplo: z es

5
la probablhdad de que el estudiante viaje en camion. el segundo drfa

~ dado, que el pnmero lo hizo en trolebus

TABLA2. = | . € (tercer dia)
U 1104 2 nas 1 444 3_n
2 vgr5 T3 =036 5 5 Tg5= 0064
Sl e 32 aan 2.4 43 .3 Q-



que el estudlante v1a]e el dla ter ;
- hizo en camién, es decir, 0. 68 = -P,
: 0 32 —-PQ 1 ) '

| Notese que las tablas 1 y-'f

‘_2_1. 1 +3 ‘ 2)4 +(2
(Prlmer dla) |

busquemos 31 ex13te algu

T T(egundo die)

T
R
§ : 5 '.."
5

b pr1mer
= ’dla




i Como ya se menciond, se. podlan pensar estas tablas como matnces
_ entoncessi recordamos como se multlphcan matrices vemos que si hace-

’ m_QSF-’-’ Sl

2 3 2

Vemos que la‘:}t—abla dosbi‘,es’ M2 ',fe"n efecto tenemos

14 A\ 1.4 14 3
o5 F s\ s'5ts 3§
E 2.3 30 2.4 43,3

5 5y 5 53 +‘§' 3

036 - 0.64 o la ¢ual corresponde a la tabla dos
w= Dt pensada como matriz. |
032 068 ,
 Serila tabla3M3‘7

o foess :Ao 64) 4\ [o328 0.672)
w=MM= 0.32 068 3] 10336 0.664

- la cual corresPOnde ala tabl‘a tres pe‘ﬁSada‘ como matriz. -
Esto sugiere que la- tabla n esté dada por M* para n =2, 3,

L :upongamos que- la tabla (n 1) es M" x los elementos dela tabla n son- :
R ¢ P[Tn/cl] P[1 n/Tl] P[ n/TllP[Cn/Cl]

o Cons1deremos uno de ellos por e;emplo P[T n/C1] esta probablh
~ 1ad se-calcula de la 31gu1ente manera:

O[T,/Cy =P, 1/Ci 1 PITo/T,. 1]+P[cn 1/c1]P[Tn/cn 1]'
V. n/C1] P[Tn 1/C1]1+P[Cn 1/C1] R

© Este es el elemento dy1 de la n- es1ma tabla pensada como matrlz Sea 4
 =sa matriz, ¥ consuieremos la. matrlz correspondxente a la tabla n-1,
e mult1p11cada porM esto es: . - ’



L3

PTa/Ci]  PIGufCy],

donde Cyy —P[ n- 1/C1] +P[Cn 1/C1]Z-—021 —P[ /Cl I

De esta manera podrlamos obtener @11, @15 Y Gos. Como por
hlpote31s la matriz representante de la tabla (1-1) es M"™! de lo anterior
vemos que la matriz representante de la tabla » es M";paran =2,3,.

Ahora ya sabemos como calcular las probab111dades pedidas, pero

‘para obtenerlas numéricamente no es ficil, ya que hay que obtener las
potencias de M. Sin embargo, si una matriz es de esta forma:

)

fn b.
entonces D" = CZ)‘ O) ‘porque:’

n_ n-1 _ an- | 'an : O | ,“ »
A N N i B

D se dice que es dlagonal ;

Imaginemos que pudiéramos transformdr aMen UNU Y con Uy N
matrices de dos renglones y dos columnas, con sus elementos niimeros
reales, U con 1nversa y N una matriz d1agonal Esto nos serviria ya que si

M= UNU

‘ entonces
M2 =MM=(UNU) (UNU‘I) UN(U"IU)NU_I =UN* U™
y  M=M"!M=({UN"“ IU*I)(UNU‘I) UN*U |

Como N seria d1ag0nal los calculos de M se fa0111tar1an mucho El
Algebra Lineal [2] nos dice cuando. una matnzM se puede transformar' ~

en una de la forma UNU!. |
Si la matriz tiene dos valores. proplos d1st1ntos entorces, podremos

hacer la transformamon ast que calcularemos los valores pr0p1os de M

W—rtl= |

~t.

2
5.

- BGr+ne-n=0

thl

de donde obtenemos 2 soluciones t; =—1 y ¢ 5 =1, luego los valores




. pr OplossondlferentesEntonces : » | o

| ? | y N= j (8% (1)) y U= (1_2 » i) .
1 dénde;(_z)egelvecmr s Gotrespbudients atslor prapio = 1.y
'1 es el vector proplo cdrrespondlente al valor propld 1. Que fueron

vobtenldos al resolver o |

Wil b

(21
LIRS
=

At R

|
=

2
5

Wi
ol :
ot
~

‘Con esto obtenemos:

f1
{5

Lo
|
)
)
|
Wi
W

(5,1} 5
}_,,Iw
SO

G| =
R

1 1 - 27 “1 " 2.
~-( )"+ G

AN
RIS
=S

Wil 1
T

1\n 1 - ‘.'1 1yn 2
\ --( red o bR
036  0.64) 4\ - [03344 0.6656
B M =

1032 068} 0.3328 0.6670
| " Hay que hacer notar que en M", n =1, 2, 3,... la suma de las
o probablhdades de un renglén es uno, este hecho t1ene un significado.
- muy sencillo, ya que siempre ocutre, que el estudiante viaje en trolebus
0 en camidn, es decir, la suma de las probabilidades, es la probabilidad
~ de la unién de dos eventos uno de los cuales siempre ocurre, entonces.
la probabﬂldad es uno. Este detalle es muy 1mportante y 1nos sirve para
- verificar nuestros cdlculos. ,
~ Porotro lado.

u’.)l'rﬂ;

lmM =

> 00

Wi Wy

W

11




Lo cual sighificé que a vlafg'd plazo la lprovb:ibil‘i‘dad de vq‘.u’e el e;fs_tui | - |

diante -viaje en trolebﬁs‘ esl no iﬁpbrtand’o en qué haya ‘viajadOv’ el_‘~

prlmer dia,y 2 gesla probablhdad que v1aJe en carmon no 1mportando en

que haya V1a]ado el prlmer dfa.
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