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1. Bandas que cubren un conjunto de puntos

Supongamos que tenemos una pared en la cual hay muchos agujeros
de forma circular y de radios muy pequenos. Tenemos disponible un
rollo de cinta de aislar y hemos notado que, para cualesquiera tres de
los agujeros, hay una manera de colocar la cinta de manera que los
agujeros queden cubiertos. jSera posible cubrir todos los agujeros con
un solo trozo de esta cinta de aislar? Antes de dar respuesta a esta pre-
gunta plantearemos el problema de una manera distinta. Consideremos
un conjunto finito de puntos P, en el plano, el cual tiene la siguiente
propiedad: cualesquiera tres de los puntos pueden ser cubiertos con una
banda paralela de ancho 1, donde por una banda paralela de ancho 1
nos referimos a la regién comprendida entre dos lineas paralelas separa-
das a una distancia 1, jes posible cubrir todos los puntos con una banda
de ancho 17 Notemos que la afirmacién de que tres puntos pueden ser
cubiertos por una banda de ancho 1 es equivalente a que el triangulo,
para el cual estos puntos sirven de vértices, tenga una altura menor o
igual que 1.

Veamos primero que no siempre es posible cubrir a todos los puntos
con una sola banda de ancho 1. Para esto es suficiente con notar que en
el cuadrado de lado v/2, cualquier trigngulo con vértices en los vérti-
ces de éste, tiene una altura de longitud 1; sin embargo, la banda de
menor ancho que cubre al cuadrado tiene ancho V2. Entonces, para un
conjunto de puntos con la propiedad antes descrita, jcual es la banda
de menor ancho que cubre a P? El primer resultado con respecto a
este problema fue dado por el matematico alemén Jirgen Eckhoff [I],
mostrando que es suficiente con una banda de ancho 2.

Proposiciéon 1.1. Sea P un conjunto finito de puntos en el que cada
tres de ellos se cubren con alguna banda de ancho 1. Entonces se puede
cubrir a P con una banda de ancho menor que 2.
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Demostracion. Como P es finito debe existir un tridngulo de area méxi-
ma, de entre todos los tridngulos que se pueden formar con vértices en
P, digamos A X; X5 X3. Ademds, podemos suponer que | X7, XoX3| < 1,
donde | X7, X5 X3| denota la distancia desde el punto X a la linea X5 X3.
Consideremos el triangulo AY;Y5Y3 homotético al triangulo A X7 X5 X3,
con centro de homotecia en el centroide de A X, X5X3, y coeficiente de
homotecia —2, es decir, el tridngulo cuyos lados son paralelos a los la-
dos del tridngulo A X; X5 X3 y pasan por los vértices de éste (ver Figura
1). Claramente, el tridngulo AY;Y5Y3 contiene a P. De no ser asi, su-
pongamos por ejemplo que existe un punto X de P por encima de la
recta Y5Y3, entonces el tridngulo A X X5 X3 tendria area mayor que el
area de AX;X5X3. Ademas, para todo punto X € P se cumple que
| X, X2X3] < 1. Por lo tanto, la banda que tiene como fronteras a la
linea Y5Y3 y a su paralela por Y, tiene ancho menor o igual a 2 y
contiene a P.

Yy

Figura 1. P esta contenido en el triangulo AY;Y5Ys.

Notemos que la tinica manera en que el ancho de esta banda que
cubre a P sea exactamente 2, es que la altura desde X; hasta X, X3 sea
1 y que Y] sea uno de los puntos de P. En tal caso, como el tridngu-
lo AX,Y; X3 también es de drea maxima, tenemos que P debe estar
contenido en el paralelogramo X;X,Y; X3. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que |X;Xs| < |X;X3|, donde por |[AB| denotamos la lon-
gitud de un segmento AB. Tenemos entonces que el punto medio del
segmento X, X3 estd sobre el segmento T X3, donde T es a proyeccién
de X; sobre XyX3. Es claro que la distancia desde M hasta la linea
X1X3 es menor que la distancia desde X; hasta X, X3; luego, como la
distancia entre las lineas X; X3 y X,Y] es el doble de la distancia des-
de M hasta la linea X X3, se sigue que P esta contenido en la banda

paralela acotada por las lineas X1 X3 y X2Y; cuyo ancho es menor que
2. m

Observacién 1.2. Con un poco mas de esfuerzo se puede probar que
en el caso cuando P estd contenido en el paralelogramo X; X,Y; X3, éste
se puede cubrir con una banda de ancho menor o igual que v/2.
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Observaciéon 1.3. Notemos que el triangulo de &rea méxima
AX1X5X3, desempena una papel fundamental en la demostracién.
Asf mismo, el tridngulo de area maxima sera pieza clave en la demos-
tracion de muchos de los resultados y problemas que presentaremos en
este trabajo.

Lo que en realidad nos interesa es encontrar un valor universal, para
el ancho de una banda, que nos sirva para cubrir cualquier conjunto de
puntos con la propiedad que de tres en tres se cubren con una banda
de ancho 1. El problema se enuncia como sigue:

Sea P un conjunto finito de puntos en el plano de tal manera que
cualesquiera tres de ellos estdn contenidos en una banda de ancho 1.
¢ Cudl es el menor numero positivo, «, tal que cada conjunto P con la
propiedad mencionada estd contenido en una banda de ancho o?

Figura 2. Banda de menor ancho que cubre a P.

De manera independiente, J. Eckhoff [1I] y V.L. Dolnikov (1972) con-

jeturaron que este niimero minimo « deberia ser igual a %5 De ahora
en adelante, si un conjunto P tiene la propiedad que de k en k de sus
puntos se pueden cubrir con una banda de ancho 1, diremos que P tiene
la propiedad T'(k). Adem4s, si existe una banda de ancho 1 que cubre
a P diremos que P tiene la propiedad T. Con esta notacién podemos
enunciar otra de las conjeturas de Eckhoff y Dolnikov (demostrada en
[4]): Si un conjunto P tiene la propiedad 7'(4) entonces se puede cubrir
con una banda de ancho ¢ = # Ademas, este numero no puede
ser mejorado, como puede observarse al considerar los vértices de un
pentagono regular de lados de longitud 1/sen (72°):

El conjunto de puntos méas pequeno para el cual este problema es
interesante es para el caso de 4 puntos. En este caso se tiene una mejor
cota para el ancho que fue descubierta por J. Eckhoff [2]. Enseguida
presentamos la prueba original de Eckhoff, a la cual le hemos agregado
algunos detalles para mejorar su comprension.

Teorema 1.4. Sean A, B,C y D cuatro puntos en el plano tales que
cualesquiera tres de ellos pueden ser cubiertos por una banda de ancho
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Figura 3. Ejemplo pentagonal.

1. Entonces existe una banda de ancho \/2 que cubre los cuatro puntos.
Mads aun, st no existe una banda de ancho menor que cubra los puntos,
entonces A, B, C y D son los vértices de un cuadrado de lado /2.

Demostraciéon. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que {A,
B,C, D} es el conjunto de vértices de un cuadrildtero convexo, como
se muestra en la Figura 4, con |AB]| siendo el didmetro del conjunto,
|IMC| > |[MD|y 0 < a < 7/2, donde M es la interseccién de AB
con CDy a = /ZBMC. De las suposiciones anteriores se obtiene que
|C,AB| < 1, |D,AB| < 1y |AC| > |AD|. También, se cumple que
las proyecciones ortogonales de C' y D sobre la linea AB caen en el
segmento AB.

C

D

Figura 4.

Distinguimos tres casos, dependiendo de cual lado del triangulo
ABCD tiene mayor longitud:

Caso 1: |BC| > |BD|,|CD|.
Entonces |DX| < 1, donde X es la proyeccién ortogonal de D sobre
BC'. Definimos los puntos B’ sobre M By N sobre C'B’ de manera que
|CB'| = |CD| y |[CN| = |CM]|, y sea Y la proyeccién ortogonal de C
sobre DN (ver Figura 5). Dado que el tridngulo ACDN es simétrico al
tridngulo AC'B'M, tenemos que |CY| = |C, M B| y entonces |[CY| < 1.
Comparando los triangulos rectangulos ACX D y ACY D, encontramos
que |CX| < |CY]. Sesigue que |CX| < 1,y por el Teorema de Pitdgoras
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en el tridngulo ACDX, obtenemos que |C'D| < v/2. Esto implica que
la banda acotada por las lineas paralelas a AB a través de C'y D, tiene
ancho menor o igual que /2 y contiene al cuadrildtero.

Figura 5.

Ahora, de entre los angulos formados por las lineas AC', BC, AD y
BD con respecto a la linea AB, consideremos el menor de éstos. Su-
pongamos, sin pérdida de generalidad, que tal angulo menor es L ABD.
En tal caso, tenemos que |C, BD| < V/2: ademés, la banda acotada por
la linea BD y su paralela a través de C' tiene ancho menor que v2 y
contiene al cuadrilatero.

Caso 2: |BD| > |BC|,|CD|.

En este caso, |C, BD| < 1. Escogemos el punto A" sobre la linea AB
de tal manera que A’C' y BD son paralelas. Si A estd entre A" y M,
entonces { A, B, C, D} se cubre por la banda de ancho a lo més 1 acotada
por las lineas A'C' y BD, respectivamente. Si A estd fuera del segmento
A'M, entonces |AC| > |A'C|, ademds, como los tridngulos ACA'M y
ADBM son semejantes y |C M| > |M D], tenemos que |A'C| > |BD| >
|C' D] (ver la Figura 6). Se sigue entonces que AC' es el lado mayor en
el tridgngulo AACD (recordemos que |AC| > |AD]). Obtenemos que
|D, AC| < 1y {A, B,C, D} esté contenido en la banda de ancho menor
o igual a 1, acotada por AC' y su paralela a través de D.

C

Figura 6.
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Caso 3: |CD| > |BC|,|BD|.
Entonces |CP| < 1y |BQ| < 1, donde P y @ son las proyecciones
ortogonales de C' sobre AB y B sobre C'D, respectivamente (ver la
Figura 7). Como a < 7/2, tenemos que el segmento B(Q intersecta
al segmento C'P, es decir, se cumple que £QCB > APCB lo que a
su vez implica que |[BP| < |BQ)|. Se sigue que |BP| < |BQ| < 1,y
por el Teorema de Pitagoras en el triangulo ABCP, obtenemos que

|BC| < V2.

c
|
|
Q\}
N
‘\
AZ M BB

Figura 7.

Si C'D es también el lado mas grande del triangulo AACD, entonces
tenemos que |AS| < |AR| < 1, con S y R las proyecciones de D y
A sobre AM y M D, respectivamente (ver Figura 8). Como |DS| < 1,
tenemos entonces, por el Teorema de Pitagoras en el triangulo AASD,
que |[AD| < /2. Si |D, AC| > | B, AC/, tenemos que la banda acotada
por la linea AC' y su paralela a través de D tiene ancho menor o igual
a2y cubre a {A, B,C,D}. Si |B, AC| > |D, AC/|, entonces la banda
acotada por la linea AC' y su paralela a través de B tiene ancho menor
o igual a v/2 y cubre al cuadrildtero.

C
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Si ahora tenemos que AC' es el lado mas grande del triangulo AACD,
entonces |D, AC| < 1. Definimos el punto A’ como en el Caso 2. Si A
estd entre A’ y M, entonces {A, B,C, D} es cubierto por una banda
de ancho a lo mds v/2, es decir, la banda acotada por las lineas A'C' y
BD, respectivamente. Si A estd fuera del segmento A’M, entonces el
conjunto es cubierto por una banda de ancho a lo més 1 determinado
por AC' y su paralela por D, como en el Caso 2.

Ahora, jqué sucede si no hay una banda de ancho menor que v/2
que cubra al conjunto? Entonces estamos en el Caso 3 y debemos tener
que |BC| = |AD| = v/2. Tenemos que |BC| = /2 implica que |BP| =
|CP| =1y entonces |BQ| = 1. En particular, « =7/2y P =Q = M.
De manera similar, |[AD| = v/2 implica que |[AM| = |DM| = 1. Por lo
tanto, A, B, C'y D forman un cuadrado de lado v/2. O

Utilizando una técnica distinta, con la cual de hecho puede darse otra
demostracion del Teorema 1.1, demostraremos el siguiente resultado
para hexdgonos que tienen centro de simetria.

Proposicion 1.5. Sea ABCDEF un hexdagono en el cual cada par de
lados opuestos son paralelos y de la misma longitud. Supongamos que
cada tres de sus vértices pueden ser cubiertos por una banda de ancho
1. Entonces, el hexdgono puede ser cubierto por una banda de ancho

V2.

Demostracion. Si alguna de las longitudes |[AC|, |CE| o |EA| es me-
nor o igual que v/2 entonces la conclusién se sigue facilmente. Por ejem-
plo, si |AC| < /2, entonces la banda acotada por las lineas AF y C'D
tiene ancho menor o igual que v/2 y contiene al hexdgono. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que |[EA| > |AC| > |CE| > v/2. Dado que
los puntos A, C, E pueden ser cubiertos por una banda de ancho 1 y
|C,AE| < |E, AC| < |A,CE]|, tenemos que la banda acotada por la
linea AE y su paralela a través de C, contiene a {A,C, E'}. Més aun,
dado que |EA| > |AC| > |CE| > v/2, tenemos que £ ACE > 90°.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que o« = L FCE > LACF
entonces £ FCE > 45°. Ahora, si |C, FE| > /2 entonces |F,CE| =
|FC|-sena > v/2-sen45° = 1. De manera semejante obtenemos que
|E, FC| > 1. Se sigue que el conjunto {C, E/, F'} no puede ser cubierto
por una banda de ancho 1, lo cual contradice la hipdtesis de que cada
tres vértices del hexdgono pueden ser cubiertos por una banda de ancho
1. Por lo tanto, |C, FE| < v/2, es decir, la banda acotada por las lineas
FE y BC tiene ancho < /2 y contiene al hexdgono.

Notemos que en un conjunto finito de puntos lo siguiente es cierto:
si cada tres puntos estan alineados, entonces todos ellos estan sobre
una misma linea. Surge entonces la siguiente pregunta: si cada par de
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A F

B
C D

Figura 9.

puntos estan suficientemente alejados y sabemos que el conjunto de
puntos tiene la propiedad T'(3), jexistird una banda de ancho 1 que
cubra a todos los puntos al mismo tiempo? pero, jqué tan alejados
deben estar para asegurar que esto pase?

La respuesta fue dada por B. Griinbaum en [3], demostrando lo si-
guiente:

Teorema 1.6. Sea P un conjunto finito de puntos con la propiedad
T(3) y en el que cualesquiera dos de sus puntos estin a distancia mayor
que V2. Entonces P tiene la propiedad T, es decir, se puede cubrir con
una banda de ancho 1.

Demostracion. Primero demostraremos que cualesquiera cuatro puntos
se pueden cubrir con una banda de ancho 1, es decir, que P posee la
propiedad T'(4). Sea {A, B,C, D} un subconjunto de cuatro puntos de
P y supongamos que entre los tridngulos con vértices en {A, B, C, D}, el
triangulo AABC' tiene area maxima. Notemos que es posible que haya
mas de un tridngulo con area méaxima, sin embargo, esto no afecta el
argumento de demostracién que daremos adelante. Tenemos entonces
que D debe estar contenido en el tridngulo AA’'B'C’, homotético a
ANABC con razén —2 y centro de homotecia en el centroide de AABC
(ver Figura 10).

Por hipdtesis, podemos suponer que la altura desde A hacia BC tiene
longitud menor o igual a 1. Aqui distinguimos dos casos:

(1) D estéd en el cuadrilatero BCB'C". Este caso es muy sencillo ya
que la banda acotada por BC'y C'B’ tiene ancho menor o igual a
1 y cubre a los cuatro puntos.

(2) D esté en el tridngulo ABCA’. Observemos lo siguiente: Si en
un tridangulo AXY Z se tiene que todos sus lados tienen longitud
mayor que v/2 y su altura menor tiene longitud menor o igual a 1,
entonces uno de sus angulos es mayor que 90°. Supongamos que
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C/ A B/

A/
Figura 10.

YZ| > |XZ| > |XY]|ysea W laproyeccion de X sobre Y Z. Como
IXW| <1y |XY| > /2 tenemos que o = L XYW < 45° (ver

Figura 11). De manera andloga, tenemos que = £ X ZW < 45°.
Se sigue que £Y X Z > 90°.

Figura 11. El angulo LY X Z es obtuso.

Por esta observacion y dado que todos los lados de AABC
tienen longitud mayor que v2 y |A, BC| < 1, tenemos que
£BAC > 90°. Tenemos que LABD < 90° y LACD < 90°,
ademads, de nuevo por la obervacién anterior, tenemos que cada
uno de los tridngulos AABD y AACD tiene un angulo obtuso y
los angulos L BDA y £C'DA no pueden ser ambos mayores que
90°. De lo anterior se sigue que alguno de los angulos L BAD o
ACAD es mayor que 90°. Supongamos, sin pérdida de generali-
dad, que LBAD > 90°. Se sigue que |A, BD| < 1y entonces la
banda acotada por BD y su paralela a través de A tiene ancho
menor o igual a 1 y contiene a los puntos A, B, C'y D.

Como el conjunto {A, B, C, D} es arbitrario, tenemos que P tiene la
propiedad T'(4). De entre todos los cuadrilateros que se pueden formar
con vértices en P, consideremos aquel que tiene el mayor ancho. Re-
cordemos que el ancho de una figura es la distancia mas pequena entre
los pares de lineas paralelas que la atrapan, ademés, para el caso de
poligonos, no es dificil ver que las lineas mediante las cuales se obtiene
el ancho son de alguna de las dos formas siguientes:

(a) Las dos lineas contienen un par de lados paralelos del poligono.
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(b) Una de las lineas contiene un lado del poligono y su paralela pasa
por un vértice del poligono.

Es facil ver que las dos lineas no pueden pasar solamente por un vérti-
ce del poligono cada una de ellas. De ser asi, ambas se pueden rotar un
angulo suficientemente pequenio (en la misma direccién) a través de los
vértices por los que éstas pasan para producir dos lineas paralelas que
atrapan al poligono y que estdn a menor distancia. Esto puede hacer-
se hasta que una de las lineas pase por uno de los lados del poligono.
Volviendo ahora a la demostracion del teorema, supongamos que tal
cuadrilatero de ancho méximo es ABC'D y que el ancho se obtiene a
través de la linea BC' y su paralela ¢ por A, como se muestra en la
Figura 12.

G'F ¢
, /""’”//////// 7
-
A /
B H ‘.\

Figura 12.

Tenemos entonces que \g = |A, BC| < 1, ademds, dado que A es el
maximo de los anchos de entre todos los cuadrilateros, tenemos que toda
cuarteta de puntos de P se puede cubrir con alguna banda de ancho
menor o igual que \g. Por otro lado, como |AB|, |AC|, |BC| > V/2,
tenemos que £ BAC > 90°, lo que implica que la proyecciéon F' de B
sobre la linea AC' cae fuera del segmento AC'. Sea G el punto donde el
segmento BF intersecta a la linea ¢. Como |BF| > |BG| > |AH| = \g
(donde H es la proyeccién de A sobre BC') tenemos que |B, AC| > \.
De manera andloga se obtiene que |C, AB| > A\g. De todo esto se sigue
que la unica banda de ancho menor o igual que A\g que cubre a los
puntos A, B y C es la acotada por BC'y ¢, la cual denotaremos como
S. Sea X € P un punto arbitrario, distinto de A, B y C, dado que
cualesquiera cuatro puntos de P se cubren con una banda de ancho g
y la unica banda de ancho menor o igual que Ay que cubre a AABC
es S, tenemos que S cubre al conjunto {A, B,C, X'}. Por lo tanto, S
cubre a P. m

Observacion 1.7. En el teorema es necesaria la hipétesis de que la dis-
tancia entre cualesquiera dos puntos sea estrictamente mayor que V2.
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Por ejemplo, en los vértices de un cuadrado de lado v/2, cualesquiera
dos puntos estén a distancia mayor o igual a v/2, cada tres de ellos se
cubren con una banda de ancho 1, pero no es posible cubrir los cuatro
vértices con una banda de ancho 1.

2. Problemas propuestos

Finalmente, proponemos los siguientes problemas para aquel lector que
esté interesado en intentar problemas similares a los que hemos mos-
trado en este trabajo.

Problema 2.1. Sea F un conjunto de cinco puntos con la propiedad
T(3). Demuestra que existe una banda de ancho (Sen 36°)~! que cubre
a F.

Problema 2.2. Sea F un conjunto finito de puntos con la propiedad
T(5). Demuestra que existe una banda de ancho v/2 que cubre a F.

Problema 2.3. Sea F un conjunto finito de puntos con la propiedad
T'(4), ademés, supongamos que la distancia entre cualesquiera dos pun-
tos de F es mayor que 2/ v/3. Demuestra que existe una banda de ancho
1 que cubre a F.

Problema 2.4. Sea F un conjunto finito de puntos en el que todo
tridngulo con vértices en los puntos de F tiene al menos dos alturas de
longitud menor o igual a 1. Demuestra que existe una banda de ancho
%5 que cubre a F.

Problema 2.5. Sea P un octagono convexo en el que cada par de lados
opuestos son de la misma longitud, la distancia entre cualesquiera dos
puntos es mayor que 1y el conjunto de vértices tiene la propiedad 7'(3).

Demuestra que existe una banda de ancho V2 que cubre a P.

Problema 2.6. Sea F un conjunto finito de puntos el cual tiene la
propiedad que cualesquiera dos de sus puntos se pueden cubrir con
una banda de ancho 1 centrada en el origen. Demuestra que existe una
banda de ancho v/3 que cubre a F.
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