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SUBVARIEDADES INVARIJ\NTES EN EL 

PROBLEMA DEL CUERPO.RIGIDO 

Por 

Ernesto ~.!. Lacomba Zamora* 

l. INTRODUCCION · 

En este .artículo estudiamos el movimiento de un cuerpo 

rígido sin fuerzas externas alrededor dé un'punto fijo, 

. desde un punto de vista globa,l. Es bien conocido [2] 

qu~ este problema es equivalente al estudio de 'geodé

si.cas en el grupo de rotaciones SO (3) .con una métrica 

invariante.· De he.cho, es un sistema mecánico transitivo, 

y siendo en particular grupo de Lie, los resultados 

obtenidos por el autor [s] son decisivos para encontrar 

los parámetros I:,· Im del estudio global. 

Iacob [3, sec. 3] también estudi6 varios aspectos del 

problema, pero con métodos más especiales, y sin des

cribir completamente la foliaci6n. del espacio fase 

por las variedades invariantes. 

Primero daremos un repaso rápido del método clásico de 

Poinsot que· describe geométricamente e·l movimiento. 

Luego lo estudiaremos globalmente, siguiendo el pro

grama de Smale [7}. Finalmente, haremos una descripci6n 

del sistema'relacionando los dos métodos. 

Parte de las secciones 4 y 5 de este trabajo aparecían 

como aplicaci6n en la versi6n original de la tesis 

* Investigador del CIMAS 
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doctoral del.autor. Aquí se completaron detalles y se 

relacion6 con el método de Poinsot al prepaiar pláticas 

sobre el particular en el IMPA,. la PUC (Río de Janeiro), 

y .el CIMAS. 

2. 'NOTAS Y PRELIMINARES 

Consideremos el movimiento de.un ctierpo rígido con un 

punto fijo, sin' acci6n de fuerzas externás. 

Supongamos que dicho punto fijo es el origen de R3
• 

C . d . b t 1 { l de R'3 , onsi eremos· una ase or onorma . e 1·,e 2 ,e 3 , 

'"-· 
Y sea {e' e' e'} otra base ortonormal con la misma 

1 ' 2 , 3 

·orientaci6n, fija al cuerpo :y moviéndose con él. 

Cualquier posici6n del cuerpo está definida por la 

matriz A que .transforma la base {e
1

,e
2

,e
3
}, en la 

{e},e2,e~}. Por lo tanto, todas las posiciones posi

bles del cuerpo están de~critas por el grupo de Lie 

M=S0(3) de rotaciones de R3 • 

En consecuencia, TM=S0(3)?<R 3 desc+ibe los estados del 

sistema. Dado (A,w)cTM, A representa la .Posici6n y 

w la velocidad angular instantánea del cuerpo, [6]. 
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··'La energía (cinética) del sistema K ::TM-+R está dada por 
. T T 

el producto matricial K(A,w)=wADA w /2, donde Des una 

matrix simétrica .3 x 3 que clásicamente se denomina 
¡ 

matriz de inercia del cuerpo, cuando éste se encuentra 

en la posición definida por la identidad E€S0(3). 

Dicha f6rmu_la se obtien_e substituyendo v i=w x r i en 

1/2 L: m .· v. ·v.· para el caso discreto (donde r., v. €R
3 

l l l . . . . l l 

son posic~ones.y velocidades de las partículas), y 

pasando a una integral como. límite en el caso de dis-

tribuc~6n continua de masa. 

Supondremos que D es definida positiva, válido siempre 

que el cuerpo no esté contenido en una recta que pase 

por el punto fijo. Sin pérdida de generalidad podemos 

suponer más precisame_nte que 

La matriz de inercia variará con la posición del cuerpo 

puesto que está referida a_ los ejes fijos en el espacio,. 

siendo fácil verificar que dicha matriz de inercia res-

pecto a los ejes fijos cuando el cuerpo está en la po

sición definida por A€$0(3) es, p:r-ecisamente ADAT. 
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El momento ~ngulair del sistema J:TM+R3 está definido 
. T 

por J(A,w)=wADA • Esto se obtiene de L m. r. x v. 
l. _l. l. 

donde-v.=r. x w, y generalizando como arriba para el 
l. J. 

caso continuo. 

La energía cinética K define una métrica Riemanniana 

en M en la forma usual. Por el prii.ncipio de mínima 

acci6n, los movimientos de este sistema corresponden 

a geodésicas de la métrica Riemanniana.' En coorde-

nadas locales, las geodésicas se describen por medio 

de las ecuaciones de Lagrange para K,[1]. 

En el espacio fase TM tenemos definido el flujo geo

désico (curvas velocidad de geodésicas), con su c·ampo 

vectorial asociado XK (ver[l]). Queremos describir 

\ precisamepte este flujo y sus subconjuntos invariantes. 

Por las leyes de conservaci6n en Mecánica, es sabido 

que K y J son primeras integrales del movimiento. Es 

decir, ambas son cons~antes a lo largo de curvas 

integrales de XK. 

Definamos I : TM+ R x. R3 como I= (2K, J) , o sea 
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también será una primera integral 
-1 

I
0

p=I · (c,p) para cada (c¡p) ER .x R3 

serán subconjuntos invariantes bajo el flujo. Por el 

teorema de Sard [l], las Icp 
1

son. generalmente subvarie

dades de TM (posiblemente vac!as) . 

En las secciones 4 y 5 del presente trabaj6 realiza-

remos el estudio de nuest:i;:-o sist.ema mecánico desde el 

punto de vista global sigu~endo el programa de Smale 

[7], el cua;L consiste de lo siguiente: 

a) Estudiar la variaci6n de la topología de las 

Icp al cambiar el punto (c,p). En particular la es

tructura del conjunto de bifurcaci6n·, E y la imagen Im. 

,b) Encontrar el tipo topológico de las varieda

des integrales Icp para cada . (c,p). 

c) ·Es'bldiar los sistemas din~icos más simples 

(retratos fase) en cada Icpº 

Donde Im=Im(I),::R x R3 es la imagen de la aplicación 

I, y E=E(I)~ R x R3 es el· conjunto de v~lores críticos 

de I ep el sentido dif erenci·able. Este conjunto E 

contiene en nuestro caso particular todos los puntos 

(c,p) en cuya vecindad la topología de ias I cambia, 
cp 
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por lo cual es llamado· conjunto de bifurcaci6n (ver 

en [7] la definición gene~al de córijunto·<le bifurcaci6n, 

que puede ser•dist1nto del de v~lorés crítitos) . 

. Comenzaremos por un repaso de la descripci6n clásica 

del movimiento por Poinsot en la sección 3, para tratar 

de relacionarla con la informac~n·global del sistema 

en la última secci6n. 

3. DESCRIPCION GEOMETRICA DEL MOVIMIENTO 

.El movimiento. del cuerpo rígido puede describirse .geo-

.métricamente como sigue, de acuerdo con Poinsot: 

Sean ceR, pe:R3 las constantes de energía y- momento 

angular respecti.vamente,_para un movimiento dado. 

Entonces se satisfacen las siguientes ecuaciones al 

-través del movimiento 

(3) T T c=wADA w 

T (4) p=wADA 

De (4) deducimos que 

• 

(5 ) 1 12 AD,2AT T . . p = w '• w • 

•' 
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Supongamos por un momento que A=E, la identidad. En

tonces vemos que (3) y (5) representan 2 elipsoides 

en R 3 , si. consideramos W e R3 como variable: 

{6) , 2 2 + , 2 2 + , 2 2 
11. W 11. W 11.

3 
w

3 
= 

l 1 2 2 

(7) c. 

En el caso general Á.:¡!E, simplemente debemos rotar 

ambos elipsoides por A, para tener (3) y (5) • Por 
1 

tanto,, su posici6n ,relativa es la misma independien-

temente de A, as! que comenzaremos por estudiar (6) 

y (7) s 

Fijos IPI y e, los valores posibles de w están dados 

por la interseccí6n de (6) y (7) • ·Si suponemos c fi-

jo, dicha interse.cci6n será un par de curvas cerradas, 

y en casos excepcionaies puntos, una curva, o 2 que 

se intersectan. Estas curvas se llaman polodésicas 

(trayectorias del eje de rotación), ver secci6n 6 del 

presente artfculo, y MacMillan [6]. 

/ 

Es claro que al rotar (7) por A como se describí6 

arriba, el dibujo de las polodésicas conservará su 

posíci6n respecto al elí:psoíde. Supondremos que (7) 

y sus polodésicas se encuentran ancladas al cuerpo y 

se mueven con él. 

1 . 
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La ecuaci6n del plano tangente al elipsoide .(3) en 

un punto w0 sobre él es 

T por lo que un vector normal es w0ADA =p, y su distan-

cia al origen es c/IPI, ambos constantes del movi-

miento. Por consiguiente, este plano se conservará 

fijo a lo largo de un movimiento dado, razón por la 

cual se denomina plano invariable. 

Si decimos que el cuerpo r!gido'se encuentra en el 

estado (A,w)E:TM, esto significa que el cuerpo, junto 

con el elipsoide (7) y sus polodésicas se llevan a 

la posición definida por A, mientras que su velocidad 
1 

angular instantánea es w. Si p=w ADAT y c=pwT son 

respectivamente el momento angular y la energ!a en 

P,icho estado, entonces de lo de arriba deducimos que 

el plano invariable será tangente· a (3) en el punto w 

dado. 
l 
1 

Por lo tanto, el movimiento de cuerpo rígido puede 

describirse como sigue: de la condición inicial (A
0 

,w
0 

)E: TM 

localice el plano invariable. Al transcurrir el tiempo, 

el elipsoide (junto. con el cuerpo) rueda sin resbalar 

sobre el plano, y su punto de tangencia (velocidad 
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angularl se conserva siempre sobre la misma polodésica 

correspondiente a IPl 2 • Es claro que el centro del. 

elipsoide se conserva también fijo, dado que su dis

tancia c/IPI al plano invariable es constante. 

Para cada movimiento el punto de tangencia describe 1 

sobre. el plano invariable una curva llamada herpolo

désica. Todas las heI.polodésicas correspondientes a 

una misma polodésica se obtienen rotando una de ellas 

en el plano invariable cor~ respecto a la proyección 

ortogonal del centro de masa (centro común de los 

elipsoides) , g.enerando el total un anillo con centro 

en dicho pun,to. 

4. IMAGEN Y CONJUNTO DE BIFURCACION 

En esta sección realizaremos para el cuerpo rf.gido 

la parte a) del programa de Smale, encontrando Im y 

el conjunto de bifurcación E. 

Consideremos M=S0(3) como actuando en sí mismo mediánte 

su producto-de grupo. En una forma· natural (ver [7], 

sea. 4) se induce una acci6n de S0(3) sobre TM=S0(3) x R3, 

definida como 

(8) 
. T 

B* (A,w) = (BA,wB ) 
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, para Bt:S0(3) y (A,w)ETM. De (2) es fácil probar la 

siguiente propiedad de equivariancia. 

(9) I(B*(A,w)) - (2K(A,w) ,J(A,w)BT) 

··por otro lado, puesto que la energía. cinética es cla

ramente cuadrática y el momento angular es lineal en 

w, se sigue también que 

( 1 o) I (A, A w) = ( 2 A 2 K (A, w) I A J (A, w) ) • 

Observemos que el haz tangente TM puede generarse par

tiendo de la bola unitario s 0 en TEM (con respecto al 

producto interno definido por K) , también llamada 

elipsoide de inercia. Si aplicamos a s 0 todos los 

productos posibles por escalares /.. generaremos TEM' 

y aplicando a éste todas ras rotaciones BES0(3) de 

acuerdo con (8), nos produce TM. 

De (9) y (10) vemos que se puede generar la imagen 

de I partiendo O.e I esº) e 1 X R3 y definiendo 

(11) Im = f P~ 2 ,J.pBT}ER x R3 1 (l,p)cI(Sº),l.cR, 

BcSOC3)}. 
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'P•. ' ' ' T ' 
Como I(E,w)=(wDw ,wD) ,· sº estará definido por la 

ecuación 
,/ 

en TEM. Vemos que ·su· imagen ·r(sº) qued~rá definl.da 

-:-1 T . ' 
pd~ las ecuacione~ c=l, pD p =l, si hacemos p=wD. 

De acuerdo con (11) 1 la imagen total se puede obtener 

apli~and6 primero to~as lai posibles rotaciones a la 

compbnénte p de los elementos '(c,p)cI(Sº), y luego 

construyendo la parábol~ don vértice al ori~en y 

simétrica respecto a la recta R x (0,0,0), para cada 

punto del conjunto resultante. Esto último corresponde, 

a aplicar .los escalares >. en ( 11) . 

Es claro·que al aplicar las ~otacibnes obtenémcis el 

subconjunto dé R X R3 definido por c=l, xl ~IPl~,A3, 

Finalmente, al aplicar los A€R, obtenemos 

· Ahora veamos como· obtener I: • : Al calcular la -derivada 

DI aparecen propiedades análogas a (9) y (10), por lo 

cual ¿ se puede genérar como s;Lgue (ver [ 5] , sec ·' 3) : 

Encontrar primero el. conjunto a 0 de puntos críticos 

\ 
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de I contenidos en 50 1 luego obtener I (q-0) e: I' (SO) , y 

construir 

El proceso es análogo al s·eguido para Im, s<Slo que 

aº debe calcularse aparte. Comencemos por este punto. 

Por un conocido procedilniento debido a Arnold [2] (ver 

[s], teor. 3.7 y observaciones que le siguen), tenemos 

que aº puede definirse como sigue, 

Donde U:R3 x R3-+R3 es una funci<Sn li.neal definida 

por la condici.6n de que para todo x,y ,zeR3 se cumpla 
' 

lo siguiente 

(15) 2 <U(x,y} ,z> = <x,yxz> + <xxz,y>. 

Aquí estamos identificando, a TEM con Ant (3), matrices 

antisimétricas rea.les 3 x J como álgebra de Líe de 

so (3)'. A su vez 1 R3 con su prpducto v~ctoríal X re; 

presenta a Ant (_3}_, de acuerdo con el isomorfismo 

e :R3-+.Ánt (3) de álgebras de Lte, definí.do por 

(_16} e (a}b =ax b, para a,be:R3 • 
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La notación <,> representa product~ interno .definido 
.1 

por la matriz D (o sea, K restringida a TEM). 
1 

~ 

Hagamos x=y en (15), puesto que sólo necesit~mos 

U(x,x). Substituyendo <x,y> = xDyT para cualquier 

x,yER3
, y calculando los productos matriciales, 

obtenemos 

Como esto vale para cualquief w=x, ZER 3 , deducimos que 

(17) . U (w.,W) = w w ' 2 3 

Para caracterizar el conjunto definido por U(w,w)=O, 

tenemos que considerar genéricamente los siguientes 

3 casos, a los cuales nos referiremos varias veces 

en io que sigue: 

1) Si A1 <A 2 <A 3 , la ecua~ión U(w,w)=O es equi

valente a w2 w3 =0, w1 w3 =0 y w1 w2 =0. El conjunto 

correspondiente consiste de los 3 ejes coordenados. 

2) Si A 1 =A 2 <A 3 , obtenemos las dos 

w2w3=0 y w1 w3=0. Esto da el plano w
3
=0, 

el eje w3 • 

1 


