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SUBVARIEDADES INVARIANTES EN EL
PROBLEMA DEL CUERPO RIGIDO
" Por |

Ernesto A. Lacomba Zamora*

1. INTRODUCCION

En este articulo estudiamos el movimiento de un cuerpo
rigido'sin fue:zéé externas alrededdr‘déiun5puntb fijo,‘
desde un punto dé vista global. . Es bien conoéidpf[z]ﬂ
'qug este ﬁroblema es equiﬁalente’a1 estudidvde-géodéf'
s%casven el grupo de rotaéionés 80(3),con una métrica
iﬂvariante;»,De hecho, es. un sistema_médéniCo transitivo,
y siendo en particular grupo de‘Lie, los resultados )
thenidoé“por'el autor [5] son decisivos para encontrar

los paré&metros £, Im del estudio global. -

Iacob [3, sec. 3] también estudié varios aspectos del
problema, pero con métodos mis especiales, y sin des-
cribir completamente la foliacién del espacio fase

por las variedades invariantes.

Primero daremoé un repaso répido de}~método clésico de
Poinsot que describe geométricémentekel movimiento.
Luego lo estudiaremos globalmente, siguiendo ei'pro—

‘ graﬁé dé Smélé*[?]; ”Fiﬁalmente; haremoS*una'deséripcién

‘del sistema relacionando los dos métodos.

Parte de las secciones 4 y 5 de este trabajo aparedian

como aplicacibén en la versién original de la tesis
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‘doctoral de;'autor. Aqui se completaron detalles y se

i -

. relaciond con el método de Poinsot al‘preparar‘pléticas

Sobre el particular en el IMPA, la PUC (Rio de Janeiro) ,

S

y el CIMAS.

2. 'NOTAS Y PRELIMINARES
‘Consideremos el movimiento de un cuerpo rigido con un
punto: fijo, sin accién de fuerzas externas.

(
~Supongamos qué dicho punto fijo es el origen de R3.
Consideremos una base ‘ortonormal -{er,ez,ef} defRG,
y sea'{e;,e;,e;} otra base ortonormal con la misma

-orientacién, fija al cuerpo y moviéndose con é&l.

Cualquier posicién del cuerpo estd definida por la
“matriz A que;transforma’la base {el,ezfeg}f en‘la
{e{;eé,eé}. Por lo tanto, todas.las posiciones posi-
.bles del .cuerpo estédn descritas por el grupo‘de Lie
‘M=SO(3)vde rotaciones de R3.

; L En consecuencia, TM=SO(3),><R3 describe.loéAestadés_del
sistema.i Dado (A,w)eTM, A fepresenta iaﬂposicién,y

w la velocidad angular instanténea del cuerpo, [6].
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.~ La ‘energia (cinética) del sistema K:TM>R estd dada por
el producto matricial K(A,w)=wADAT wT/Z, donde D es una
matrix simétrica 3 x 3 gque clésicamente se denomina

matriz de inercia.del cuerpo, cuando &ste se encuentra

en la posicién definida por la identidad EeS0(3).
Dicha férmula se obtiene substituyendo V,=W x ¥, en

‘ ey ; - 3
1/223 mi Vi Vi parg el caso discreto (donde ri, vieR
'son posiciones .y velocidades de las particulas) y

pasando a una integral como limite en el caso de dis-

tribucidén continua de masa.

Supondremos que D es definida positiva, valido siemére
~que el cuerpo no esté contenido en una recta que pase
'por‘el punto fijo. Sin pérdida de generalidad podemos
_supoher ﬁés precisamente que |
(1) D= diag <'x1,;2,xg)‘, donde 0gh <A, <h,.
La matriz de inercia variaré con la posicifén del cuerpo
‘pueéto gue esté referida avibs ejes fijos en el espacio,
siendo fécil verificar que dicha matriz de inercia res-.
pecto a los éjes fijos cuando'ei.cuerpo estd en la po-.

sicién definida;poriAeSO(3)_es, ptecisamente ADAT.‘
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El momento angular del sistema J:TM>R3 estd definido

por J(A,w)=wADAT. Esto se obtiene de E:nﬁ'ri x v,
donde-vi=ri X w, Y generalizando como arriba para el

caso continuo.

7
¥

La energia cinética K define una métrica Riemanniana
en M en la forma usual. Por el principio de minima

accién, los movimientos de este_sistema corresponden
a geodésicas de la métrica- Riemanniana.' En coorde-
- nadas locales, las geodésicas se describen por medio

de las ecuaciones de Lagrange para K,[1].

En el espacio fase TM tenemos definido el flujo geo-
d&sico (curvas velocidad de geod&sicas), con su campo
vectorial asociado Xyg (ver[1]). Queremos describir

. precisamante este flujo y sus subconjuntos invariantes.

Por las leyes de conservacién en Mec&nica, es sabido

que K y J son primeras integrales del movimiento. Es
decir, ambas son constantes a 10'1argo de curvas

integrales de Xy

Definamos I:TM+*R Xx. R} como I=(2K,J), o sea’

~

T

(2) I(A,w), = (wADA'w,wADAT), para (A,w)em™
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Esta nueva funcién también ser§ una primera integral

y por lo tanto las Icp=If1(c,p) para cada (c;p) eR x R3
seran subconjuntos invariantes‘bajébel.flujo."Por el
Feorema,de Sard [1], las Icp
‘dades de TM (posiblemente vacias).

\

son’ generalmente subvarie-

En las secciones 4 y 5 del presente trabajd»realiZa—
rembs el estudio de nueét:o sistema mec4nic¢o desde el
pﬁnto de vista global éiguiendo_el programa de Smale

[7],»el cual consiste de lo siguiente:

a) Estudiar la variacién de la tOpologia de las
Icp al cambiar el punto (c,p). En particulaf la es-
. tructura del conjunto de bifurcacién, & y la imagén Im.

'~ b) Encontrar el tipo topolégico de las varieda-

des;integrales’lcp para cada (c,p).

- .¢) Estudiar los sistemas din&micos m&s simples
b-(retratos fasef en cada'Icp.
Donde Im=Im(I)<R * R? es la imagen de la aplicéciénA
I, v r=X(I)e=R x_R3 es el;conjunto de valores crfticos
de I eh el sentido diferenciable. :Este conjunto I
contiene en nuéstro caso particular todbs los puntos

(c,p) en cuya vecindad la topologfa de las Ic_p cambia, - -
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por lo cual es-llamadQ‘C6hjunto*de bifurcacién (ver
en‘[7]'la'definici6n general ‘de’ conjunto -de bifurcacién,

que puede. ser'distinto del de valoreés-crfticos). -

_Comenzaremos por un repaso de la descripcibn clésica
del movimiento por-Poinsot en la seccidn 3, para tratar
de relacionarla .con la informaci§n9globa1‘del»sistema

en la Gltima seccién. ..~ - : o
3. DESCRIPCION GEOMETRICA DEL MOVIMIENTO

El movimiento_del cuerpo rigido puede describirse geo-

.métricamente como sigue, de acuerdo con Poinsot:

Sean ceR, peR3 las constantes»de:energiay‘momento
angular respectivamente, para un movimiento dado.
Entonces se satisfacen las siguientes ecuaciones al

. través del movimiento -

(3) c=wADATwT

(4) p=wADAT-

De (4) deducimos que

(5) |pl? = ‘W‘AD'ZATW»T.“-\



|

-33-

Supongamos por un momento qhe A=E, la idehtidad. -En-

tonces vemos que (3) y (5) representan 2 elipsoides

‘en R3, si consideramos W ¢ R3 como variable:

g
i

3 ' 2 2 2. 2
(6) Ay2 w2 + 2, w,” + 2 lp| %

2 . 2 2
W2 kA, w2 g W, c.

En el caso general A#E,’simplémente debemés fofar
ambos elipédides.pbr A, péfa téner (3)‘y (5). Por
 tanto, su poéicién\rélafivé es la misma indebendien—
temente de A, asf que comenzaremos por estudiar‘(G)

y (7). .

Fijos |p| y‘c; los valores posibles dé W estén.dadds
por la interéeccién de (6))y (7)."Si~suponeﬁqéc fi-
jo, dicha interséccién ser& un par‘de curVas cerradas,
y en casos excepcionaiés puntos, una cufva,_q 2 que

se intersectan. Estas éurvas se llaman pdlodésicas
(tréyectorias del eje de.rotacién),vver’seccién 6 del

presente artfculo, y MacMillan [6].

Eé claro que al rotar (7} por A como se describib
arriba, el dibujo devlas polodésicasféénservéra‘su
poSicién respecto al elipsoide. Suéondremqé‘que (7)
' sus’poiodésicas seyencuentran ancladas al cuerpo v

se mueven con &l.
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'Lalecuacién del plano tangente al elipsoide (3) en
un punto wg,sobre €l es

i

(wo ADAT)W'T = ¢,

por lo que un vector normal es WOADAT=p, y su distan-
cia al origen es c/[p[, ambos constantes del movi-
miento. éof.consiguiente, este plano se conservari
fijo a’lo\largo ée un movimiento;dado,‘razén por la

cual se denomina plano invariable.

N

' 81 decimos que,elvcuérpo rigido se encﬁentra en el
estado (A,w)eTM, esto significa que el cﬁerpo, junto
con el elipsoide (7) y sus polodésicas se llevan a
la posicién defiﬁida por.A, mient#as qué su velocidad
angular instant&nea és w. Si p=w ADAT y c¥pr son
respectiﬁamente‘el momento angu1ar y la energfa en

dicho estado, entonces de lo de arriba deducimos que

elfplano invariable seri tangente a (3)/en el punto w

)
/

dado.

Pof lo tanto, el movimiehto de cuerpo rigido puede
describirse como sigue: de la éondicién'inicial (Ao,wb)eTM
localice el plano invariable. Al transcurrir el tiempo,

| el eliﬁsoide‘(juntofcon'el cuerpo) rueda sin"resbalar |

sobre el plano, y su punto de tangencia (velocidad



=35
angular) 'se conserva siempre sobre la misma polodésica
correspondiente-aa1p|2., Es claro que el centro del.
elipsoide se conserva también fijo, dado‘que su dis-

tancia c¢/|p| ‘al plano invariable es constante.

 Para cada movimiento el punto‘de tangenciafdescribef'
. { '

' sobre. él’planb-invariable una curVa llamada herpolo-
désica. Todas iaslﬁﬂpolodésicas correspondientes a
una misma polodésica_se obtienen rotando una de ellas
enbel plano invariable con respecto a la projeccién
ortogonal del centro de masa (centro comdin de los

" elipsoides), generando el total un anillo con centro

en dicho punto.
4. IMAGEN Y CONJUNTO DE BIFURCACION

En esta seccidn realizaremos para el cuerpo rigido\
la parte a) del programa de Smale, encontrando-Im y

el conjunto de bifurcacifn I.

Consideremos M=S0(3) como actuando en sf mismo mediante
su producto.de grupo. - En una forma natural (ver [7],
sec. 4) se induce una accién de SO(3)‘sobre TM=S0 (3) x R3,

definida como

(8) B, (A,w) = (BA,wBT)
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’\‘para"BéSO(3)‘y (A,w)eTM. De (2) es f&cil probar la
siguiente propiedad devéquiVarianciar

H{9) " I(B,(A,w) = (2K(A,w),3(A,w)BY)

“Por otro lado, puesto que la energia cinética es cla-
ramente cuadr&tica y el momento angular es lineal en
w, se sigue también que

N

(10)  I(A,2w) = (2A2K(A,w),A J(A,w)).

ObservemOS'que el haz tangente TM puede génerarse par-
tiendo de la bola unitario s% en TEM (con'réspecto al
producto-interno‘definidb'por K),‘también llamada

elipsoide de inercia. Si aplicamos a S todos los

broductos posibles por escalares A generaremos TEM,
y aplicando a éste todas las rotaciones BeSQ(3) de

acuerdo con (8), nos produce TM.

De (9) y (10) vemos que se puede generar la‘imagen

de I partiéndo de 1(s%)= 1 x R3 y definiendo

(11) Im = {(32,2pB1)eR x R¥| (1,p) eI(S8%),XeR,

BesS0(3)}.
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Como i(E;w)=(waT

;'/

,WD);.SO estéré'définidolﬁérlla
ecuacidn
(12) A W12 +-X21w22 + Ay Q32= 1;

en TEM; Vembé‘qué“éﬁ7iMagen"i(SO) quedérévdéfiﬁida
por las ecuaciones c=1, pD-"'1 pT=l,'siahacemds]p=wD.

De acuefdo_con (11); lé;imagen total se puede obteﬁer
aplicando primero'godasslaé posibléslfotaCiohesué la
“ 'compdnénte‘p de lés'elémentos‘(é,p)éI(SO); y 1uégo

construyendo la paribola con vértice al origen v
simétrica respecto a la recta\ R x (0,0,0), para cada
. : A
punto del conjunto resultante. ‘Esto Gltimo corresponde

a aplicar los escalares ) en (11).

Es claro que al aplicar las rotaciones obtenemos el
subconjunto dé R x R3 definido por c=1;“Xi's1p1Z;A3,

Finalmente,'al aplicar 1los 1eR, obtenemos
(11') Im = {(c,p)eR * R¥| cr z|p|2<an b

‘Ahora veamos como ‘obtener I.' Al calcular -la‘derivada
DI aparecen propiedades andlogas a (9) y (10), por lo
cual I se puede generar como sigue (ver [5], sec.:3):

Encontrar’ primero el conjunto ¥ de puntos criticos
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de I contenidos en s8¢, luego obtener I(q°)<=I(S°), y

construir

(13) z={ (a2 :AI‘?BT)'GR x R3| (L,pleI(c?) ,2eR,BeS0(3)}.

!

El proceso es andlogo al seguido para Im, s6lo que .

o0 debe calcularse aparte. Comencemos por este punto.

Por un conocido procedimiento debido a Arnold [2] (ver

[5], teor. 3.7 y observaciones que le siguen), tenemos

que ¢9 puede definirse como sigue,

(14)  o0= { (E,wle™|U(w,@)=0, wDw'=1}.

i

Donde U:R3 x R3—R? es una funcibn lineal definida

por la condicién de que para todo x,y,zeR3 Se cumpla

lo siguiente
(15) 2 <U(x,y),z> = <x,y*X2> + <xx2z,y>.

Aqui estamos identificando\a TzM con Ant (3); matrices
antisimétricas reales 3 * 3 como §lgebra de Lie de
S0(3). A su vez, R® con su producto vectorial x ré;
Presehta a Ant (3), de acuerdo con el isomorfismo

6 :R3—Ant (3) de 4lgebras de Lie, definido por

.'f(lG) 6 (a)b = a x b, para a,beR3.






