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Resumen

En este trabajo justificamos el enunciado actual del pro-
blema del subespacio invariante: ¿todo operador continuo
definido en un espacio de Hilbert separable y de dimen-
sión infinita, tiene un subespacio invariante no trivial?
Además hacemos una breve revisión histórica de los acon-
tecimientos que han surgido en la búsqueda de la solución
del problema.

1. Introducción

El famoso problema del subespacio invariante lleva más de 80 años
sin tener una respuesta completa. En este trabajo hacemos un breve
recuento de algunos resultados que se han obtenido con la esperanza
de que alguno de nuestros lectores tengan el talento suficiente para dar
una respuesta definitiva al problema.

En adelante usaremos el término ((operador)) como sinónimo de una
transformación lineal T definida en un espacio vectorial normado X
sobre el campo de los número complejos C.

Decimos que A es un subespacio invariante bajo un operador T :
X → X o que A es un subespacio T -invariante si:

1. A es un subespacio vectorial no vaćıo contenido en X.
2. A es cerrado en X.
3. T (A) := {T (x) : x ∈ A} ⊂ A.

Si además A 6= {0} y A 6= X decimos que A es un subespacio inva-
riante no trivial de T .



112 MARCOS LÓPEZ GARCÍA

Por ejemplo, consideremos un operador continuo T : X → X y
λ ∈ C un valor propio de T. Entonces el espacio propio correspon-
diente {x ∈ X : T (x) = λx} es un subespacio invariante no trivial de
T cuando T no es un múltiplo escalar del operador identidad.

Una pregunta natural es: ¿Todo operador continuo tiene un subes-
pacio invariante no trivial?

¿Cuál es la importancia de encontrar tal solución? Grosso modo,
tenemos las siguientes situaciones:

a) Supongamos que todo operador continuo T : X → X tiene un
subespacio invariante no trivial. En caso que se pueda escribir
X = A + B con A un subespacio T -invariante no trivial, apli-
caŕıamos el resultado a la restricción del operador T sobre A y
aśı sucesivamente.

El conocimiento de los subespacios invariantes de un operador
permitiŕıa su descomposición en suma de operadores más simples
definidos en tales subespacios invariantes. Esta idea es precisa, por
ejemplo, en el caso que X tiene dimensión finita y lo tratamos en
la siguiente sección.

b) Bajo hipótesis adecuadas, una respuesta negativa implicaŕıa la
existencia de un operador continuo T : X → X tal que para
todo x 6= 0, el conjunto{

n∑
j=0

ajT
j (x) : aj ∈ C, n ∈ N

}
seŕıa denso en X (convenimos que T 0 es el operador identidad).
Aśı que este seŕıa un resultado de aproximación.

Se desconoce quien planteó primero el problema del subespacio inva-
riante; tal vez surgió en 1930 como consecuencia del siguiente resultado
(no publicado) atribuido a John von Neumann: Todo operador com-
pacto definido en un espacio de Hilbert tiene un subespacio invariante
no trivial. Debemos mencionar también que en 1948 Beurling [7] carac-
terizó los subespacios invariantes del operador de traslación definido en
el espacio de Hardy, resultado que motivó el estudio de los subespacios
invariantes de operadores.

En la realización de este escrito nos hemos basado en los art́ıculos
[18, 21, 23, 29, 30] y en los textos [17, 28]. Además recomendamos la
lectura del libro [22].

2. El caso finito dimensional

Los resultados de esta sección se pueden encontrar en el libro clásico
de álgebra lineal [17]. En esta sección X denotará un espacio vectorial
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normado sobre C que además es finito dimensional; aśı que X es iso-
morfo a (Cn, ‖·‖2) para un cierto n ≥ 1 y ‖·‖2 es la norma euclidiana
en Cn. Es decir, existen n ≥ 1 y un operador biyectivo Λ : X → Cn.
De lo anterior también se sigue que todos los subespacios vectoriales
contenidos en X son cerrados.

Denotamos por C [t] al conjunto de todos los polinomios con coeficien-
tes en C. Si T : X → X es un operador, entonces T n es la composición
de T consigo mismo n−veces. Dado un polinomio p (t) =

∑n
m=0 amt

m ∈
C [t] , ponemos p (T ) :=

∑n
m=0 amT

m con T 0 = Id. Además el núcleo
del operador T es el subespacio vectorial kerT := {x ∈ X : Tx = 0}.

Bajo las condiciones antes mencionadas, es fácil ver que todo ope-
rador T : X → X tiene un valor propio y por lo tanto X contie-
ne un subespacio T -invariante no trivial. Para ello supongamos que
X tiene dimensión n ≥ 1 y fijamos x ∈ X\ {0} . Como el conjunto
{x, Tx, . . . , T n} es lineamente dependiente y por el teorema fundamen-
tal del álgebra, existen polinomios lineales sj ∈ C [t] , j = 1, . . . , n, tales
que

sn (T ) . . . s1 (T )x = 0.

Entonces u := sj−1 (T ) . . . s1 (T )x es un vector propio de T si j es el
ı́ndice más pequeño tal que sj (T ) . . . s1 (T )x = 0.

Recordamos que el polinomio minimal p ∈ C [t] de un operador T :
X → X es el polinomio mónico de grado más pequeño que anula a T .
Por el teorema fundamental del álgebra se puede escribir

p = pr11 · · · p
rk
k

donde pj ∈ C [t] es un polinomio lineal y rj ≥ 1.
El llamado teorema de la descomposición prima del álgebra lineal

afirma que

X =
k⊕
j=1

ker pj (T )rj ,

es decir, cada x ∈ X tiene una única representación x =
∑k

j=1 xj con

xj ∈ ker pj (T )rj . Además, cada operador Ej : X → ker pj (T )rj dado
por

Ej

(
k∑
l=1

xl

)
= xj, con xl ∈ ker pl (T )rl ,

es suprayectivo, es una proyección
(
E2
j = Ej

)
y es un polinomio en T ;

aśı que T conmuta con las proyecciones Ej y por lo tanto ker pj (T )rj

es T -invariante.
Concluimos que todo operador T definido en un espacio vectorial

normado X sobre C y de dimensión finita, induce una descomposición
de X como suma directa de subespacios invariantes no triviales de T .



114 MARCOS LÓPEZ GARCÍA

Si Bj es una base ordenada de pj (T )rj entonces B = {B1, . . .Bk}
es una base ordenada de X; se deduce que la matriz asociada a la
transformación T respecto a la base B es

[T ]B =


A1 0 . . . 0
0 A2 0
...

. . .
...

0 0 · · · Ak

 ,

donde Aj es la matriz asociada a la transformación Tj, que es la res-
tricción de T en ker pj (T )rj . Lo anterior se resume poniendo T =
T1 ⊕ · · · ⊕ Tk.

3. El caso infinito dimensional

A partir de este momento suponemos que X es un espacio vectorial
normado completo sobre C (conocido como espacio de Banach) y que
tiene dimensión infinita. Por ejemplo, el espacio `∞ de sucesiones aco-
tadas de números complejos es un espacio de Banach respecto de la
norma

‖(xn)‖∞ := sup {|xn| : xn ∈ C, n ≥ 1} ,
y tiene dimensión infinita.

Para referencia posterior, introducimos el espacio vectorial `p de las
sucesiones de números complejos que son p−sumables, es decir

`p :=

{
(xn)n≥1 :

∞∑
n=1

|xn|p <∞, xn ∈ C

}
.

Para 1 ≤ p <∞ es bien conocido (ver [28, p. 86]) que `p es un espacio
de Banach sobre C con la norma

‖(xn)‖`p =

(
∞∑
n=1

|xn|p
)1/p

,

además `p tiene dimensión infinita.
Dado un conjunto no vaćıo A ⊂ X denotamos por spanA al conjunto

de todas las combinaciones lineales finitas de elementos en A. Un con-
junto no vaćıo B ⊂ X es separable si contiene un subconjunto denso
y numerable. Por ejemplo, `p es separable si 1 ≤ p < ∞ y `∞ es no
separable (ver [27, p. 113]).

Consideramos ahora un operador T : X → X y x ∈ X\ {0} ; la
T−órbita de x es el conjunto Orb (x, T ) := {T nx}∞n=0, aśı que

span Orb (x, T ) = {p (T )x : p ∈ C [t]} .
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Por definición, el subespacio ćıclico generado por x ∈ X \ {0} es el
subespacio vectorial cerrado más pequeño que contiene a span Orb(x, T )
y lo denotamos por W (x, T ); se puede verificar que

W (x, T ) = span Orb (x, T ).

Dado que cada vector p (T )x puede ser aproximado en X por un vector
de la forma q (T )x, donde q es un polinomio con coeficientes en Q+ iQ,
se sigue que W (x, T ) es separable.

Si además T es continuo en X, entonces

TW (x, T ) ⊂ T span Orb (x, T ) ⊂ W (x, T ) ,

de modo que W (x, T ) es un subespacio T -invariante que contiene al
menos a x 6= 0. Si X es no separable, entonces W (x, T ) es un subespacio
T -invariante no trivial para todo x 6= 0.

Concluimos que todo operador continuo definido en un espacio de Ba-
nach de dimensión infinita y no separable, siempre tiene un subespacio
invariante no trivial. Por ejemplo, todo operador continuo definido en
`∞ tiene un subespacio invariante no trivial.

Aśı que en adelante sólo consideramos espacios de Banach separables.
¿Qué se puede decir en este caso?

En 1975 Per Enflo probó que existe un espacio de Banach X sobre
C, no reflexivo, separable, y un operador continuo definido en X que
sólo tiene subespacios invariantes triviales. Aśı que resta considerar el
caso cuando X es reflexivo. A continuación introducimos esta noción.

Dado un espacio de Banach X, su espacio dual es

X∗ := {Λ : X → C|Λ es lineal y continuo} .
Es conocido (ver [28, teo. 4.3]) que X∗ es un espacio de Banach respecto
de la norma

‖Λ‖ := sup {|Λ (x)| : ‖x‖ < 1} .
Aśı que podemos considerar X∗∗ := (X∗)∗ y el mapeo canónico i : X →
X∗∗ dado por

ix (Λ) = Λ (x) , para todo x ∈ X, Λ ∈ X∗.
Por definición, un espacio de Banach X es reflexivo si el mapeo i es
suprayectivo. Por ejemplo, los espacios `p son reflexivos para p ∈ (1,∞).
Los espacios `1, `∞ no son reflexivos.

Los espacios de Banach reflexivos más conocidos son los llamados
espacios de Hilbert. Recordamos que un espacio de Hilbert H sobre C
es un espacio vectorial sobre C, dotado de un producto interno 〈·, ·〉H
que además es un espacio normado completo respecto a la norma ‖x‖ =

〈x, x〉1/2H .
Las soluciones de los casos considerados hasta el momento nos per-

miten plantear el llamado problema del subespacio invariante: ¿todo
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operador continuo definido en un espacio de Hilbert sobre C, separable
e infinito dimensional, tiene un subespacio invariante no trivial? Bajo
las condiciones mencionadas, se ha probado que los elementos en cier-
tas clases de operadores tienen un subespacio invariante no trivial. Es
decir, las soluciones parciales apuntan hacia una respuesta positiva.

A pesar de los indicios, ¿qué significa hallar una respuesta negativa?
Todo espacio de Hilbert sobre C, separable e infinito dimensional,

tiene una base ortonormal numerable y por la igualdad de Parseval
se sigue que es isométricamente isomorfo al espacio `2 de sucesiones
complejas que son cuadrado sumables (ver [27, teo. 4.18]). Es decir,
hay un solo espacio de Hilbert con las propiedades mencionadas. Lo
que resta es encontrar un operador continuo T : H → H que sólo
tenga los subespacios invariantes triviales. ¿Cuál seŕıa la consecuencia
del resultado en este sentido?

Asumamos que T : H → H es un operador continuo que sólo tiene
los subespacios invariantes triviales, se sigue entonces que W (x, T ) :=

span {T nx}∞n=0 = H para todo x ∈ H\ {0}. Este seŕıa un resultado de
aproximación.

4. Breve revisión histórica

Antes de presentar un bosquejo del desarrollo histórico del problema
del subespacio invariante introducimos algunos conceptos básicos.

En un espacio de Banach (X, ‖·‖) sobre C, denotamos por U :=
{x ∈ X : ‖x‖ < 1} a la bola unitaria abierta en X. Dado un operador
T : X → X, es conocido que T es continuo en X si y sólo si T (U) es un
conjunto acotado en X. Esto justifica que a los operadores continuos se
les llame acotados. Además la norma del operador acotado T se define
como sigue

‖T‖ := sup {‖T (x)‖ : x ∈ U} <∞.

Denotamos por B (X) al espacio de operadores acotados en X.

Se dice que T es un operador compacto si T (U) es compacto en X.
Es claro que todo operador compacto es continuo en X. Por ejemplo,
si X es un espacio de Banach de dimensión infinita entonces la bola
cerrada unitaria no es compacta en X (ver [28, teo. 1.22]); se sigue que
el operador identidad definido en X es continuo pero no es compacto.

En [2] Aronszajn afirma que John von Neumann le hizo saber que
a principios de la década de 1930, hab́ıa probado (sin publicarlo) que
todo operador compacto definido en un espacio de Hilbert tiene un
subespacio invariante no trivial. En 1950 Aronszajn probó el mismo
resultado utilizando proyecciones ortogonales, aśı que su demostración
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no se pod́ıa extender directamente a los espacios de Banach. Corro-
boró verbalmente con von Neumann que esencialmente teńıan la misma
demostración y luego la extendió para espacios de Banach reflexivos.
Fue hasta 1954 que Aronszajn y Smith [2] probaron el resultado en el
contexto de los espacios de Banach.

Posteriormente K.T. Smith preguntó si un operador T ∈ B (X) tiene
un subespacio invariante siempre que T 2 es compacto. Esto motivó la
siguiente definición.

Sea X un espacio de Banach. Un operador T : X → X es polinomial-
mente compacto si existe p ∈ C[t] \ {0} tal que p(T ) es compacto. Por
ejemplo, sea K un operador compacto en X y c un número complejo no
nulo, entonces el operador T := K + cId es polinomialmente compacto,
pero no es compacto si X tiene dimensión infinita.

En 1966 Abraham Robinson y su alumno Allen Bernstein usaron en
[6] técnicas del análisis no-estándar para probar que todo operador de-
finido en un espacio de Hilbert que es polinomialmente compacto tiene
un subespacio invariante no trivial. Robinson fue quien desarrolló el
análisis no-estandar en la década de los sesenta del siglo pasado y el re-
sultado anterior pretend́ıa ser la primer aplicación de esa nueva teoŕıa.
Halmos obtuvo de Robinson una versión preliminar de ese trabajo y
en [16] tradujo el resultado al análisis estándar (el de ε y δ). En esa
época Halmos era editor de la revista Pacific Journal of Mathematics y
decidió que el art́ıculo de Robinson y el suyo se publicaran en el mismo
volumen e incluso ¡aparecen uno tras el otro!

En 1967 Arveson y Feldman probaron en [3] que si T ∈ B (H) es un

operador tal que ĺımn→∞ ‖T n‖1/n = 0 y

[T ] := {p (T ) : p ∈ C [t]}B(H)

contiene un operador compacto no cero, entonces T tiene un subespacio
invariante no trivial.

Al intentar eliminar la hipótesis ĺımn→∞ ‖T n‖1/n = 0, Halmos pre-
guntó si todo operador continuo tiene un subespacio invariante no tri-
vial cuando se asume que conmuta con un operador compacto no nulo.
Los expertos en teoŕıa de operadores se llevaron una gran sorpresa en
1973, cuando el joven matemático ruso Victor Lomonosov respondió en
[19] de manera positiva. Probó que si T ∈ B (X) es un operador no
escalar (es decir, no es múltiplo escalar de la identidad) que conmu-
ta con un operador compacto no cero, entonces existe un subespacio
T -invariante no trivial. Además mostró que T ∈ B (X) tiene un subes-
pacio invariante no trivial si conmuta con un operador S ∈ B (X) que
no es múltiplo de la identidad y tal que S conmuta con un operador
compacto no cero.
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La técnica de Lomonosov se basa en un uso ingenioso del teorema
del punto fijo de Schauder, que da lugar a una prueba corta y elegante.
Varios matemáticos han intentado reemplazar el teorema mencionado
por el principio de contracción de Banach para dar una prueba alter-
nativa, pero no lo han conseguido. En 1977 Hilden proporcionó en [20]
una bella y sorprendentemente simple demostración de una parte del
teorema de Lomonosov: todo operador continuo en X que conmuta con
un operador compacto no cero tiene un subespacio invariante no tri-
vial. Incluso la prueba se puede encontrar en el libro de Rudin [28, teo.
10.35].

Inicialmente se creyó que el teorema de Lomonosov podŕıa conducir
a la solución general del problema del subespacio invariante. Sin em-
bargo, en 1980 Hadwin, Nordgren, Radjavi y Rosenthal dieron en [15]
un ejemplo de un operador T tal que si ST = TS con S un opera-
dor continuo no escalar, entonces S no conmuta con ningún operador
compacto no cero.

5. Un ejemplo de Per Enflo

En 1976, durante la reunión anual de la Sociedad Matemática America-
na, el matemático sueco Per Enflo anunció la existencia de un espacio
de Banach y de un operador continuo definido en él, que sólo tiene los
subespacios invariantes triviales. Desde 1975 hab́ıa estado circulando
una versión preliminar de su construcción, la cual hab́ıa sido expuesta
en un seminario (ver [12]). En 1980 publicó un reporte en el Instituto
Mittag–Leffler (ver [13]), sin embargo, no sometió su trabajo a revisión
hasta 1981 cuando lo envió a la revista Acta Mathematica. Desafor-
tunadamente el art́ıculo permaneció sin revisión durante 5 años más,
debido a que era bastante d́ıficil y no estaba bien escrito. Su trabajo
[14] apareció publicado finalmente en 1987 y comprende alrededor de
100 páginas.

Para que el lector tenga una idea de la complejidad del trabajo re-
producimos lo que escrib́ıan en 1982 Radjavi y Rosenthal en [21]:

Hemos escuchado muchos rumores de la forma: fulanito
pasó dos meses trabajando muy duro en el manuscrito, en-
contró errores menores corregibles, recorrió un tercio del ca-
mino y luego abandonó agotado.

Ya publicado el trabajo, la reseña de A.M. Davie para MathReviews
menciona:
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La finalización exitosa de la tarea de Enflo es un logro no-
table; sin embargo, la última parte de su art́ıculo es tan im-
penetrable que está destinada a ser admirada en vez de ser
léıda.

Antes de la aceptación de este trabajo, Enflo gozaba de una gran
reputación ya que en el art́ıculo [11] publicado en 1973 resolvió tres
problemas que hab́ıan permanecido abiertos al menos tres décadas: el
((problema del ganso)) de Stanislaw Mazur, el problema de la base de
Stefan Banach y el problema de aproximación de Alexander Grothen-
dieck.

El matemático británico C. J. Read siguió las ideas de Enflo (cono-
cidas entre los expertos de la epóca) para construir también un con-
traejemplo y lo sometió a publicación en el Bolet́ın de la Sociedad
Matemática Londinense. El art́ıculo [24] fue rápidamente revisado y
apareció en julio de 1984, saltándose una cola de retraso para publi-
cación. En 1985 Read construyó en [25] el primer contraejemplo sobre
un espacio de Banach clásico, a saber `1, ejemplo que a su vez fue
simplificado por A.M. Davie y aparece publicado en el libro [5].

La tentación por parte de Read para tener precedencia sobre la solu-
ción del problema fue considerado profesionalmente no ético en muchos
sectores de la comunidad matemática, dado que su trabajo estaba esen-
cialmente basado en la ideas desarrolladas por Enflo. Por ejemplo, en [4]
Beauzamy produjo otro contraejemplo refinando las técnicas de Enflo y
lo presentó en el Seminario de Análisis Funcional de la Universidad de
Paris (VI–VII) en febrero de 1984. Aunque los editores del Bolet́ın de la
Sociedad Matemática Londinense le hab́ıan ofrecido las mismas facili-
dades que a Read, Beauzamy publicó su trabajo en Integral Equations
and Operator Theory en 1985. Como podrá notar el lector, el t́ıtulo del
art́ıculo [4] abiertamente reconoce que es una simplificación del ejemplo
de Enflo.

A continuación reproducimos extractos de la introducción de algunos
art́ıculos de los personajes involucrados.

Read en [24]:

Este es el único contraejemplo que el autor sabe que es válido.
P. Enflo ha producido dos versiones preliminares que aparen-
temente contienen ejemplos de operadores sin un subespacio
invariante, (los cuales fueron) obtenidos por métodos muy di-
ferentes a los nuestros. Sin embargo, estos preliminares han
existido desde 1976 y 1981, y ninguno ha sido publicado to-
dav́ıa.

Enflo en [14]:



120 MARCOS LÓPEZ GARCÍA

Un bosquejo de esta construcción fue presentado en [12]. Esta
versión es la misma —excepto por algunos cambios en la
presentación— que la dada en [13].

Beauzamy en [5]:

Hacer tal precisión es inusual, y no seŕıa de interés, si C. Read
no hubiera tratado, varias veces, de manera poco elegante y
sin éxito, reclamar prioridad por la solución del problema. Es-
te comportamiento podŕıa ser condenado con palabras más
fuertes, pero recordamos que en este momento estamos escri-
biendo para la posteridad.

Finalmente, en [30] Yadav reproduce un diálogo que sostuvo con
Enflo:

Yadav: ¿Cómo es que Read no reconoce tu trabajo en su
art́ıculo?

Enflo: ¿Qué puedo decir, solo que el asistió a mis seminarios
antes de publicar su art́ıculo?

Discusión aparte, no nos debemos quedar con la impresión que to-
dos los contraejemplos están basados directa o indirectamente en las
técnicas desarrolladas por Enflo. De hecho, Read posteriormente escri-
bió una serie de art́ıculos que constituyen una contribución significativa
al tema. El contraejemplo que él construyó en 1985 sobre `1, es com-
pletamente diferente y más simple que el de Enflo y se puede contar
como un logro importante.

En 1988 en el art́ıculo [26], Read construyó un operador acotado en `1

que no tiene conjuntos cerrados invariantes (ya no digamos subespacios
invariantes) salvo los triviales. No sólo es un resultado más fuerte sino
que puede dar lugar a una nueva situación: Supongamos que el proble-
ma del subespacio invariante se resuelve algún d́ıa de manera negativa
(como ya lo hizo Enflo en los espacios de Banach), automáticamente
se enunciaŕıa la pregunta ¿cada operador T ∈ B (H) tiene un conjunto
cerrado invariante no trivial?

6. Ejemplos

Ejemplo 6.1. La importancia del campo escalar. Ahora consideramos
a R2 como un espacio vectorial sobre el campo R. La rotación T : R2 →
R2 dada por

T (x, y) =

(
1√
2
x+

1√
2
y,− 1√

2
x+

1√
2
y

)
,

no tiene ningún subespacio invariante no trivial, contrario al resultado
general visto en la sección 2.
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Como se menciona en el resumen de [1], en cuanto al problema del
subespacio invariante se refiere, hay una sutil diferencia al considerar
operadores actuando en espacios de Banach reales y en espacios de
Banach complejos. Por ejemplo, mientras el teorema de Lomonosov es
válido para espacios de Banach complejos, no lo es para espacios de
Banach reales.

Ejemplo 6.2. Un operador continuo que no es compacto. Introducimos
el espacio de Lebesgue

L2 (0,∞) =

{
f : (0,∞)→ R| f es medible y

∫ ∞
0

|f (x)|2 dx <∞
}

y el operador T : L2 (0,∞)→ L2 (0,∞) dado por

Tf (x) =
1

x

∫ x

0

f (t) dt, x > 0.

La llamada desigualdad de Hardy afirma que∫ ∞
0

|Tf (x)|2 dx ≤ 4

∫ ∞
0

|f (x)|2 dx,

para toda función no negativa f ∈ L2 (0,∞), se sigue entonces que T
es un operador continuo.

Notamos que la sucesión de funciones de norma uno fj (x) =
χ(0,1/j)

√
j, x > 0, satisfacen la estimación

‖Tfi − Tfj‖2 ≥
∫ 1/j

0

(√
i−
√
j
)2

dx =

(
1−

√
i

j

)2

para todo j ≥ i, se sigue que ninguna subsucesión de (Tfj) es de
Cauchy, aśı que T no es un operador compacto.

Cuando λ > 0 la función fλ (x) = x−1+1/λ satisface Tfλ (x) = λfλ (x)
para todo x > 0, pero notamos que fλ /∈ L2 (0,∞) .

Si p ∈ C [t] tiene grado a lo más n, entonces Tp (x) también es un
polinomio de grado a lo más n, pero p /∈ L2 (0,∞) .

Se sigue que los ((candidatos naturales)) a ser subespacios invariantes
no están en el espacio de Hilbert L2 (0,∞).

Ejemplo 6.3. El operador de traslación (o desplazamiento) unilateral
a la izquierda T : `2 → `2 dado por

T (x1, x2, x3, . . .) =
(x2

2
,
x3

3
,
x4

4
, . . .

)
(1)

es continuo ya que
∞∑
j=2

∣∣∣∣xjj
∣∣∣∣2 ≤ ∞∑

j=1

|xj|2 .
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Sea en la llamada n-ésima sucesión básica, es decir,

en (m) =

{
1 si m = n,
0 si m 6= n.

El lector puede verificar que λ = 0 es el único valor propio de T y que
su correspondiente espacio propio es el espacio vectorial generado por
e1. ¿Existen otros subespacios invariantes no triviales de T?

Para n ≥ 1 ponemos Mn = span {e1, . . . , en} , entonces Mn es un
subespacio invariante no trivial de T para todo n. Se puede probar que
si M es subespacio invariante no trivial de T, entonces coincide con
algún Mn.

7. El operador integral de Volterra

Para un operador general T ∈ B (H) es bastante complicado determi-
nar o caracterizar la colección de todos sus subespacios invariantes. A
continuación presentamos un ejemplo en la que es posible tal caracte-
rización.

El operador integral de Volterra V : L2 ([0, 1])→ L2 ([0, 1]) está dado
por

V f (x) =

∫ x

0

f (t) dt, x ∈ [0, 1] , f ∈ L2 ([0, 1]) .

Por la desigualdad de Cauchy–Schwarz tenemos

|V f (y)− V f (x)| ≤
∫ y

x

|f (t)| dt ≤ ‖f‖L2 |y − x|1/2 ,

para todo x, y ∈ [0, 1] , x < y. El teorema de Arzela–Ascoli implica
que V : L2 ([0, 1]) → (C [0, 1] , ‖·‖∞) es un operador compacto y como
C [0, 1] está encajado de manera continua en L2 ([0, 1]) , se sigue que el
operador de Volterra es compacto.

Para α ∈ [0, 1] sea

Mα =
{
f ∈ L2 ([0, 1]) : f = 0 c. d. en [0, α]

}
.

ClaramenteMα es un subespacio invariante de V para todo α ∈ [0, 1] , lo
impresionante es que estos son todos. Esta caracterización fue obtenida
por Dixmier [9] en el caso L2 ([0, 1]) sobre R, e independientemente
por Brodskii [8] y Donoghue [10] en el caso L2 ([0, 1]) sobre C.
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8. Conclusión

En este trabajo hemos presentado el problema del subespacio inva-
riante, sus antecedentes históricos, algunos ejemplos y una extensa bi-
bliograf́ıa; esperamos haber sembrado una semilla de curiosidad en los
jovenes lectores.

Debemos mencionar que algunos resultados tienen una conclusión
más fuerte, a saber, hablan de la existencia de subespacios hiperinva-
riantes no triviales. También existen ejemplos de caracterización de los
subespacios invariantes de operadores definidos en espacios de funcio-
nes anaĺıticas. Al lector interesado le recomendamos revisar los art́ıculos
[29, 30].

Agradezco profundamente los comentarios hechos por los revisores
de este trabajo, los cuales mejoraron considerablemente la exposición
del material.
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[19] V. I. Lomonosov, ((Invariant subspaces of the family of operators that commute with

a completely continuous operator)), Funkcional. Anal. i Priloen., vol. 7, núm. 3, 1973,
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