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El objetivo de este articulo es doble; es un texto de naturaleza historica
pero con una clara lectura didactica. En él se estudia una proposicién
euclidiana (que se enuncia mdas abajo) reconstruida en el siglo IV y
posteriormente en los siglos XVIII y XIX y en la cual se puede encontrar
una version del Teorema de Desargues. Es mediante el anélisis detallado
de esta proposicion que salen a la luz multiples temas que el lector
reconocera como parte de la geometria moderna.

1. Introduccion.

La Coleccion Matemdtz’caﬂ (CM) de Pappus que consta de siete libros
constituye uno de los mayores acervos matematicos de la antigiiedad;
con una estructura poco convencional se presenta por vez primera una
caracterizacion de distintos problemas geométricos en planos, solidos y
lz’nealesﬂ Esto permite presentar resultados acerca de las secciones de
razones o las secciones angulares, lo mismo que problemas de cuadra-
turas y equivalencias de areas y también un primer acercamiento a los
problemas isoperimétricos. Sin embargo, nuestro interés en esta obra se
centra en el libro VII y la presentacion que en él se da para un tipo
particular de proposiciéon geométrica, distinta de los teoremas y de los
problemas.

'Los autores son miembros del Seminario sobre los Fundamentos de la Geometria
(Fac. de Ciencias, U.N.A.M.) el cual dirige el Dr. Carlos Alvarez J.

2Ver [3].

3Los problemas planos son dquellos que pueden ser resueltos con lineas rectas y
circunferencias, los problemas sélidos son dquellos que requieren secciones cénicas
para su solucion y los problemas lineales son los que requieren cualquier otro tipo
de curvas para su solucién.
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Al inicio del libro VII Pappus presenta al método del andlisis, nece-
sario tanto para la solucion de un problema como para la demostracién
de un teorema (lo que le permite hablar de un andlisis problemdtico
y de un andlisis teoremdtico) y cuya caracteristica principal consiste
en “asumir como dado [0 como verdadero] lo que se busca construir [o
demostrar| hasta que de esta hipdtesis se obtenga una condicién [o un
enunciado| alcanzada por una sintesis previa”. Dicha presentacién con-
cluye con la mencién a una serie de libros (32 en total) que constituyen
el “tesoro del analisis” por el hecho de que las proposiciones tratadas
en ellos han sido demostradas o construidas a partir de este método
regresivo. Entre ellos se encuentran los 8 libros de la Conicas escritos
por Apolonio, los 5 libros sobre los Lugares (Geométricos) Sdlidos es-
critos por Aristeo y también el libro de los Datos y los 3 libros de los
Porismas escritos por Euclides.

En la actualidad no se conocen la totalidad de estos 32 libros men-
cionados por Pappus, y en particular los 3 libros de los Porismas de
Euclides se consideran como libros perdidos. Sin embargo, se conocen
dos intentos de reconstitucién de estos 3 libros, el primero de ellos en
una edicién de 1776 por Robert SimsonF_f] y el segundo en una edicion de
1860 por Michel ChaslesE] pero para ambas la fuente mas importante
ha sido la presentacién que Pappus incluye en el libro VII de CM.

Nuestro objetivo en este articulo, como ya lo habiamos anunciado,
es tratar una proposicién formulada por Pappus y que él considera co-
mo un enunciado que conjunta en si mismo a varios de los Porismas que
Euclides formula en sus libros; se trata de un “Porisma General” que,
como tal, tiene algo en comun con un teorema pero al mismo tiempo
comparte caracteristicas con los problemas geométricos. Nuestro interés
en este porisma general se debe a que ademas de que para su demos-
tracién (y construccién) se recurre al procedimiento “regresivo” que
Pappus describi6 para el método del anélisis, tiene por sus caracteristi-
cas la posibilidad de ser enunciado en términos puramente descriptivos,
lo que nos permite formular y demostrar una versién dual, misma que no
se encuentra en ninguna de las dos reconstrucciones del texto euclidiano
y que por tanto consideramos como original. Cabe mencionar que en
un segundo articulo daremos una demostracion puramente proyectiva
tanto del porisma general de Pappus como del porisma dual.

4Se puede consultar una traduccién anotada de esta obra en [7].
*Ver [1].
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2. El Porisma General de Pappus y su
demostracion.

En su caracterizacion de los Porismas, Pappus asegura que la mejor for-
ma para distinguirlos de los teoremas y de los problemas es el considerar
que:

Un teorema [es una proposicién en la cual] se requie-
re demostrar lo que se ofrece [0 enuncia, mientras que en
un problema se requiere construir lo que se ofrece y en un
porisma se requiere encontrar lo que se ofreceff]

De acuerdo con esta caracterizaciéon el porisma general enunciado
por Pappus va a requerir encontrar algo que se ha ofrecido. Este porisma
es enunciado por Pappus del siguiente modo:

Si en una figura convexa o no convexa (OmwTiov ) TapPUTT
tov) [formada por cuatro rectas] tres puntos [de interseccion)]
estdn dados en una de las rectas [de la figura], mientras
que [cada uno de| los restantes [puntos| excepto uno, yacen
en una recta dada en posicién, entonces este punto yace
también en una recta dada en posicién/]

Este porisma puede ser enunciado de la siguiente forma en un len-
guaje moderno:

Proposicién 2.1 (PGy) Sien un cuadrildtero completo dado tres pun-
tos (del cuadrildtero) y la recta que los contiene permanecen fijos, mien-
tras que las otras tres rectas y los tres puntos que ellas determinan con
sus intersecciones se mueven cuando ellas giran en torno de los puntos
figos, de tal manera que dos de estos tres puntos de interseccion deter-
minan, cada uno de ellos, una recta dada, entonces el tercer punto de
interseccion determina también a una recta dada.

En el porisma se establece que ha sido dado un cuadrilatero com-
pleto c[pgrs| (Figura 1) y que al considerar a los 3 puntos A, By F
de esta configuracion que yacen en la recta s, las rectas p, ¢ y r que
los determinan se mueven (giran) tomando a estos puntos como centros
de rotacion. Pappus asegura entonces que si de los puntos de intersec-
cién restantes P, R y ) —los que varian conforme las rectas p, ¢ y r

6Cf. [3L vol. 2 p. 486].
TCf. [3] vol. 2 p. 488].
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P

Figura 1.

giran—, los dos ultimos describen (recorren) las rectas f y b —mismas
que intersectan a s en los puntos E' y C respectivamente—, entonces el
lugar geométrico descrito por el punto P es también una recta cuya
posicién ha sido dada. De acuerdo con la cita de Pappus, una recta (el
lugar geométrico del punto P) ha sido“ofrecida” y en el porisma se pide
encontrar dicha recta.

En la Figura 1 se observa que un séptimo punto también ha sido
dado, se trata del punto S, intersecciéon de las rectas f y b. Sabemos
que en la geometria euclidiana plana (que constituye obviamente el
unico marco de referencia para Pappus) existen solamente dos modos
de determinar o dar (la posicién de) una recta: cuando dos puntos han
sido dados (se trata entonces de determinar a la recta que pasa por
ellos, lo que en esencia constituye el primer postulado euclidiandg[) o
bien cuando ha sido dado un punto de la recta junto con la posicién
que esta recta tiene con respecto a una segunda recta (ha sido dado el
angulo que ellas forman). Estas son igualmente las tinicas dos maneras
de determinar a una recta en la geometria analitica plana: es posible
determinar la ecuacién de una recta dados dos puntos o bien si se
conoce (la posicién de) un punto de la recta y su pendiente. En nuestro
caso a partir de lo que ha sido dado en el enunciado del problema —lo
que constituye en la tradicion de la geometria antigua la exposicion
(ékbeois) de la proposicién—, ademds de los puntos P, Q, R, A, By
F' del cuadrilatero completo, y de los puntos £ y C, ha sido dado el
punto S, interseccion de las rectas by f; se trata entonces de demostrar

8En la traduccién inglesa de la versién de Heiberg del texto de los Elementos de
Euclides ([4]) el primer postulado dice: “[Let the following be postulated:] to draw a
straight line from any point to any point.”[“Postilese lo siguiente: trazar una recta
de cualquier punto a cualquier punto”].
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Figura 2.

que la recta a = PS es el lugar geométrico descrito por el punto P.
Esto significa que si las rectas p, ¢ y r giran en torno de los puntos
A, B y F como centros de rotacién y adquieren las nuevas posiciones
P, ¢y r’ respectivamente (Figura 2), de modo que los puntos Ry Q
toman las posiciones de los puntos R’ y (' respectivamente, entonces
el punto P toma la posicién del punto P’ que es la interseccién de las
rectas ¢’ y r’. Afirmar que la recta a es el lugar geométrico descrito
por el punto P equivale a afirmar que el punto P’ yace en esta recta.
Se considerard inicamente el caso mas general en el que el punto S no
yace en la recta s y en el que los puntos de interseccién C' y E son
distintos de los puntos B y F.

Si se retoma el enunciado del porisma (tanto en la versién de Pappus
como en nuestra versién moderna) es posible preguntar si una vez que
en la recta s han sido dados 5 puntos, A, B, C, E' y F, siendo cada
uno de ellos el punto de interseccion de esta recta con las rectas p, g,
b, f v r respectivamente, es posible determinar en s la posicién de un
sexto punto D que sea la interseccion de la recta descrita por el punto
P. De acuerdo con el precepto “regresivo” caracteristico del método del
andlisis tal y como Pappus lo describe, es posible partir de la hipdtesis
de que el punto D es la interseccion de las rectas s y a, lo que equivale a
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asumir que los puntos P, S'y D son colineales, para tratar de encontrar,
a partir de esta hipdtesis alguna relaciéon que permita caracterizar su
posicion a partir de los otros puntos dados. De este modo si en la
configuraciéon dada originalmente se asume que los puntos P, S y D
yacen en una recta a se tiene que ésta es una transversal que intersecta
a los lados AC, CQ y QA del tridngulo T [ACQ)] en los puntos D, Sy
T respectivamente, y por el teorema de Menelao se cumple la siguiente
igualdad:

AD CS _ AT
DC " SQ T QT

La misma transversal a corta a los lados AF', FQQ y QA del tridngulo
T[AFQ] en D, Py T respectivamente, por lo que se cumple la siguiente

igualdad:
AD FP AT

DF “PQ ~ QT'
y de las dos igualdades anteriores obtenemos la siguiente:
AD CS AD F P (1)
DC SQ Q DF ~ PQ

Observamos también que para el tridngulo T [AFQ] la transversal
q corta a los lados AF, FQ v QA en B, P y R respectivamente, con lo

cual se obtiene:
FP RA FB

PQ RQ “BA’
y como la transversal f corta a los lados C'Q, QA y AC' del triangulo
T[ACQ] en S, Ry E respectivamente, se obtiene:

CS _RA CE
5O RQ T EA

Al hacer las respectivas sustituciones en y al cancelar el término
comun que aparece en ambos miembros se obtiene:

AD " CE AD " FB
DC "~ EA DF "~ BA’
la cual podemos escribir de la siguiente forma:

ADXCE_ADXFB 2)
DC x EA DF x BA’

9Con respecto a la notacién que usamos se aclara que a lo largo del articulo, y
como es usual, si X y Y son dos puntos, entonces XY denota a la magnitud del
segmento entre ellos; si x y y son dos rectas, entonces zy denota a su punto de
interseccién y sen(zy) denota al seno del d4ngulo formado por ellas.
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Es claro que si se asume que el punto P’ yace en la recta a, los lados
del tridngulo T [AC' Q'] intersectan a las transversales a 'y f en los puntos
D, SyT y E, Sy R respectivamente, mientras que la transversal ¢’
intersecta a los lados del tridngulo T [AFQ'] en los puntos B, P’y R'. Al
seguir ahora el razonamiento anterior se obtiene la misma proporcién
(2)-

Esto significa que a partir de la hipdtesis de que los puntos P, S,
y P’ son colineales y que la recta a que definen intersecta a la recta
s en un punto D, se obtiene la proporcion de rectangulos ; lo que
significa que dados los puntos A, B, C', E y F en la recta s es posible
determinar la posicion del punto D a partir de esta proporcion.

De acuerdo con el proceso regresivo descrito por Pappus se puede
afirmar que la proporcién (2) constituye la condicién a partir de la
cual serd posible probar que los puntos P, S y P’ son colineales, y que
la recta que determinan intersecta a la recta s en el punto D, lo que
significa que al determinar a través de esta proporcion la posicién del
punto D se habra determinado igualmente la posicién de la recta que es
el lugar geométrico descrito por el punto P. La prueba de este hecho es
dada por el mismo Pappus en la proposicién 130 del libro VII, misma
que reproducimos a continuacion:

Pappus asegura que si en la Figura 1 los seis puntos colineales
A, B,C,D,FE y F satisfacen la proporcién de rectangulos , enton-
ces los puntos P, S y D son colineales. Para hacer ver esto, de se
obtiene, al permutar los términos extremos, la siguiente proporcion:

FDxAB ADxFB FB
CDx AE ADxCE CE’

Ahora al trazar en la misma configuracién por el punto () una recta
recta paralela a la recta s, la que intersecta a la recta ¢ en el punto N
y a la recta f en el punto M, se tiene que:

FB FB QN QM
CE_ QN QM ~ CE’ )

y por otro lado al reescribir una razén de rectangulos como una com-
posicion de razones se obtiene:

FDxAB_FDXAB
CDx AE CD =~ AE’

Pero por la semejanza de los tridangulos T[AER] y T[QMR] y de
T[ABR] y T[QNR] se tiene:
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AB QN
AE ~ QM

por lo que

FB QM _FD n
ON “CE ~ CD
Ahora por la semejanza de los tridngulos T[BFP] y T[NQP] se

tiene que

FB _FP

ON ~— QP (5)
y por la semejanza de los tridngulos T[QMS] y T[CES] se tiene a su
vez que

Qv _as o

CE CS

De las igualdades , y @ se sigue asi que:

FP QS _FD
QP CS D’

la que al ser reacomodada deviene

FP QS _FD
PQ “SC T CD

Se puede mostrar que esto implica que el punto D es tnico y asi, de
esta tltima igualdad se concluye que los puntos P, S 'y D son colineales
y que la recta que forman es una transversal que corta a los tres lados
del tridngulo T[C'FQ] lo cual prueba el porisma.

Ahora bien, es importante notar que a partir de este porisma se
puede demostrar el Teorema de Desargues ya que si partimos de la
hipotesis de que los puntos de la recta s satisfacen la proporcién ([2)),
y en la Figura 2 se traza por el punto () una recta paralela a s que
corta a las rectas ¢’ y f en los puntos N’ y M’ respectivamente, se
sigue igualmente que los puntos P’, S y D son colineales y que la recta
que forman es una transversal que corta a los tres lados del triangulo
T[CFQ'].

De este modo a partir del cuadrildtero completo c[pgrs| se obtiene
un cuadrangulo completo C[PQRS], en donde ninguna de las rectas
del cuadrilatero pasa por el punto correspondiente del cuadrangulo, de
modo que la posibilidad de determinar mediante los puntos A, B, C,
E y F de la recta s la posicion del punto D, interseccién con la recta
PS' del cuadrangulo, esta dada por el siguiente lema:
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Lema 2.2 Dado un cuadrdangulo completo C[PQRS] y una transversal
s que mo pase por ninguno de los puntos diagonales y que corte a los
cinco lados del cuadrdngulo p = QR, g = PR, b = QS, f = RS vy
r = PQ en los puntos A, B, C, E y F respectivamente, el punto D en
s es la interseccion con el sexto lado a = PS del cuadrangulo si y solo
si este punto D satisface con los otros cinco puntos la proporcion:

ADXCE_ADXFB
DC x EA DF x BA’

Una vez completada esta prueba en dos partes, procedemos a ana-
lizar la proposicién que constituye el enunciado dual, misma que como
anunciamos no se encuentra en CM.

3. Enunciado y prueba de la proposicion
dual del Porisma.

Como lo senalamos en la Introduccién la proposicion que Pappus for-
mula como una generalizacién de varios porismas euclidianos admite
una versién dual toda vez que en el mismo no se incluye ninguna afir-
macién acerca de ninguna magnitud geométrica, lo que en la geometria
de la primera mitad del siglo XIX era considerado como una proposi-
cion puramente “descriptiva”. Por ello podemos intentar formular una
version dual para el enunciado de Pappus como sigue:

Si en una figura convexa o no convexa (OmTiov ) TapPUTT
iov) [formada por cuatro puntos] tres rectas [de conexion]
estdn dadas en uno de los puntos [de la figura], mientras que
[cada una de] las restantes [rectas| excepto una, pasa por un
punto dado en posicion, entonces esta recta pasa también
por un punto dado en posicién.

Este enunciado dual, en el que hemos intentado ser fieles a la ver-
sién que Pappus da para el porisma original (PGy), puede también ser
enunciado de la siguiente forma en un lenguaje moderno:

Proposicién 3.1 (DPG,) Si en un cuadrdngulo completo dado tres
rectas (del cuadrdngulo) y el punto en el que concurren permanecen
figas, mientras que los otros tres puntos y las tres rectas que ellos deter-
minan con sus conexiones se mueven cuando ellos recorren las rectas
figas, de tal manera que dos de las tres rectas de conexion determinan,
cada una de ellas, un haz de rectas centrado en un punto dado, entonces
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la tercera recta determina también a un haz de rectas centrado en un
punto dado.

Como en el caso original la proposicién establece que ha sido dado
un cuadrangulo completo C[PQRS] (Figura 1) y que al considerar a
las 3 rectas concurrentes en el punto S: a, by f, los puntos P, Q v R
que las determinan (junto con el punto S) se mueven sobre estas rectas
respectivamente. Ahora se asegura que si de las rectas de conexién
restantes p, ¢ y r —las que varian conforme los puntos P, ) v R se
mueven—, las dos ultimas giran como rectas que pertenecen a los haces
de rectas con centros en los puntos B y F' respectivamente —mismos
que con el punto S determinan a las rectas e y ¢ respectivamente,
entonces la recta p también pertenece a un haz de rectas cuyo centro
ha sido dado. Podemos entonces afirmar, al retomar nuestra parafrasis
de la cita de Pappus, que un punto (el centro del haz en el que se
encuentra la recta p) ha sido “ofrecido” y de lo que se trata es de
encontrar (determinar la posicién de) dicho punto.

Ahora, en la Figura 1 se observa que una séptima recta ha sido
dada también en posicion, se trata de la recta s, que esta determinada
por los puntos I’y B. Asi, ademas de las rectas p, ¢, r, a, by f, del
cuadrangulo completo, junto con las rectas e y ¢ ha sido dada la recta
s y nuestro objetivo es demostrar que el punto A que es el centro del
haz al que pertenece la recta p, es el punto de interseccién de las rectas
py s. Esto significa que si los puntos P, () y R recorren las rectas a, b
y [y toman las nuevas posiciones P’, Q' y R respectivamente (Figura
3), de modo que las rectas r y ¢ toman las posiciones de las rectas 7’
y ¢ respectivamente, entonces la recta p toma la posicién de la recta
P que es determinada por los puntos @’ y R'. Afirmar que el punto A
es el centro del haz al que pertenece la recta p equivale a afirmar que
la recta p’ pasa por este punto. Se considerard unicamente el caso mas
general en el que el punto S no yace en la recta s y en el que los puntos
de intersecciéon C' y E son distintos de los puntos B y F'. Del mismo
modo que en el porisma original s6lo consideraremos el caso en el que la
recta s no pasa por el punto S y en el que las rectas ¢ y e son distintas
de las rectas by f.

Si retomamos el enunciado de nuestra proposicién dual podemos
preguntarnos si una vez que han sido dadas 5 rectas a, b, ¢, e y f que
concurren en un punto S, siendo cada una de ellas la recta determinada
por el punto S y los puntos P, (), B, F'y R respectivamente, es posible
determinar en este punto S la posicion de una sexta recta d sobre
la cual yace el punto A que es el centro del haz al que pertenece la
recta p. Nuevamente seguiremos el precepto “regresivo” del método de
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Figura 3.

Pappus, por lo que iniciaremos la demostracién suponiendo que la recta
d concurre con las rectas p y s en el punto A, para tratar de encontrar
a partir de esta hipdtesis alguna relacién que permita caracterizar su
posicién a partir de las otras lineas rectas dadas.

Antes de comenzar con los detalles de esta demostracién queremos
senalar que uno de los arbitros de este articulo, en una lectura previa
a la publicacion de este texto, encontré una demostracion mas corta y
directa de la proposicion dual del porisma. Esta demostracion dualiza
la demostracion que presentamos en la seccion anterior. Sin embargo,
como recurre a la version trigonométrica del Teorema de Ceva conside-
ramos que, como el propésito de este articulo no nada més es el demos-
trar la proposicién sino hacerlo en un contexto matematico propio de
la Coleccion Matemdtica de Pappus, no seria conveniente sustituir la
demostracion que presentaremos a continuacion por ésta. No obstante,
agradecemos fuertemente el trabajo y los comentarios del arbitro e in-
vitamos al lector a llevar a cabo la dualizacion de la demostracion de
la seccion anterior para obtener la prueba mas corta y moderna de la
proposicion a la cual dedicamos esta seccion.

La demostracion que proponemos y que es completamente fiel al
contexto de la matematica de Pappus es la siguiente: si en la configu-
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Figura 4.

racion dada originalmente se asume que las rectas p, s y d son concu-
rrentes y se dualiza todo lo que se hizo para la versién original de G Py,
al tomar en el trilatero t [acq] (que es el tridngulo T [PSB]) a las rectas
cevianas t = AP, d y s que parten del punto A, se obtiene la siguiente
igualdad por el teorema de Ceva:

rv  BW DP
X = ) (7)
vB WS SD
en la cual, como se observa en la Figura 4, los puntos V', D y W son
los puntos de interseccién de las rectas d, s y t con las rectas ¢, a 'y ¢
del trilatero.
De igual manera pero tomando ahora al punto F' que es la interdec-
cién sr se obtiene para el mismo trildtero la siguiente igualdad:

PY y BX DP ®
YB XS SD’

cuando las cevianas que parten del punto F' son las rectas r, s y e =
F'S, que intersectan a las rectas ¢, a y ¢ en los puntos X, D y Y
respectivamente.

Ahora para el trildtero tafq] (= T[PRS]) nuevamente desde el
punto A y tomando a las cevianas ¢, p y d que intersectan a los lados
f,ayqenlospuntos Z, Ty V:
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PV RZ TP (9)
VR ZS ST
y para el mismo trilatero pero desde el punto () y con las cevianas r, p
y b, las que intersectan a los lados f, ay g en J, T'y K se obtiene:

PK RJ TP
KR JS ST

De las igualdades (7)) y (&) se obtiene la siguiente igualdad de com-
posicion de razones:

(10)

PV BY BX SW (11)
VB YP XS WB
y de las igualdades @ v se obtiene

PV RK RJ SZ

VR KP_ JS " ZR (12)

Se puede observar de la Figura 4, que los puntos B y R yacen en la
recta ¢, los puntos X y J en la recta r, los puntos W y Z en la recta
t, y que a su vez las rectas ¢, r y t concurren en el punto P. Si por S
se traza una recta paralela a ¢ (Figura 5)@, que corta a la recta r en el
punto L, el tridngulo T [LXS] es semejante al tridngulo T [PX B], de
donde se obtiene la proporcion:

XS XB

SL ~ BP’ (13)

y de la semejanza de los triangulos T [LJS] y T [PJR] se obtiene la
proporcion:
JS JR
SL  RP’
Si ahora se traza por L una recta paralela a la recta t, misma que
intersecta a las rectas f y ¢ en los puntos [ y U respectivamente, se
tiene que los triangulos T [LIS] y T [PZR)] son semejantes, por lo que
se obtiene la siguiente proporcion:

(14)

SL RP

1S~ ZR’ (15)

y a su vez de la semejanza de los tridngulos T[LUS] y T [PW B] se
obtiene la proporcion:

10Esta recta se ha omitido de la figura por claridad de la misma. Lo mismo es
cierto de la recta paralela a t por L a la cual se hace alusién mas abajo.
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Figura 5.
SL  BP
i — 1
us WwWBahB (16)

Al componer las proporciones y se obtiene la proporcion:

XS XB

US ~WB’ 1"
y al componer y (15) se obtiene:

JS JR

Ahora de las proporciones y (18)) se obtienen las igualdades:

XSxWB=USxXB (19)

JSx ZR=15 x JR. (20)
Al dividir ambos miembros de entre SW x BX se obtiene:

XSxWB USxXB SU
SW x BX SW x BX SW’
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y al dividir ambos miembros de entre SZ x RJ se obtiene:

JSxZR_ISxJR_ﬂ
SZxRJ SZxRJ SZ

De la semejanza de los tridngulos T [SUI] y T [SW Z] se obtiene que

XSXLVB__JSXZR
SW x BX SZ x RJ’

y al considerar a cada uno de los miembros de esta ultima igualdad como
una composicién o producto de razones, se obtiene entre los puntos B,
X, Sy W que yacen en la recta ¢ y los puntos R, J, S y Z que yacen
en f, la siguiente igualdad:

RJI _SZ BX _SW

-7 — 21
JS “ZR T XS “WB (21)
de la cual al sustituir en y finalmente se obtiene que:
P K P BY
V. _RK PV (22)

X = X .

VR KP VB YP

El mismo argumento que justifica la prueba de se puede seguir
para obtener también que

PV RK DA EC
VR KP ~ AE CD

y que
PV BY DA BF

VB YP AB FD'

Si se considera a la recta h = EP, misma que intersecta a la recta b
en el punto O, y alarecta g = AO, de se concluye, al considerar al
cuadrangulo completo C[EOSA], por el Lema (2.2), que los puntos A,
V' y S son colineales. Se puede asegurar entonces que si se asume que las
rectas p, s y d son concurrentes, entonces en la recta ¢ el punto V = gd
satisface junto con los puntos P = ga, R = qp, K = gb, B = ¢s y
Y = qg la igualdad . Pero al igual que en la version original de este
porisma, se puede demostrar que si el punto V' de la recta ¢ satisface
esta relacion junto con los puntos P, R, K, By Y de la misma recta,
entonces los puntos A, S y V son colineales. Esto significa que la recta
d, que es una ceviana para el trildtero t[cfq], concurre en el mismo
punto A en el que se encuentran s y p. Si se aplica ahora el mismo
argumento para los trilateros t[acq’] (T [P'SB]) y tlafq] (T [P'R'S)),
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y el punto @’ con las cevianas ' = Q'P’, p’ = Q'R y b se obtiene sobre
la recta ¢’ una proporcién

PV R'K'" PV' BY'

VR “KP VB YP
en donde los puntos P’, V', ... tienen el significado obvio a partir de la
recta b’ = EP’, el punto O' = bl la recta ¢ = AO’ y el cuadrangulo
completo C[EO'SA]. El mismo Lema permite concluir que los
puntos A, V' y S’ son colineales. Ahora puesto que el punto V' de la
recta ¢’ satisface esta relacién junto con los puntos P', R, K', B
y Y’ de la misma recta, los puntos A, S y V' son colineales, lo que
significa que la recta d, que es una ceviana para el trilatero t[cfq'],
concurre en el mismo punto en el que se encuentran s y p’. Pero como
d y s concurren junto con p en A, se concluye que las rectas p, p’ y s
concurren en el mismo punto A que es asi el centro del haz de la recta

p.

(23)

Ademds ahora se puede apreciar que al tomar a las rectas ¢ y ¢’ que
se intersectan en B,y a las rectas PP’, VV', RR/, ... que convergen en
el punto S, se tiene que

PV " RK PV’ " R K’

VR KP V'R~ K'P
y que el punto Y’ yace también en la recta e = F'S, por lo que se tiene
que

PV BY PV BY
VB YP VB YP
De este modo a partir del cuadrangulo completo C[PQRS]| se ob-
tiene un cuadrildtero completo c[pgrs|, en donde ningin punto del
cuadrangulo es un punto del lado correspondiente del cuadrilatero, de
modo que la posibilidad de determinar mediante las rectas a, b, ¢, e y
f del punto S la posicion de la recta d, determinada por este punto y
por el punto ps del cuadrilatero, esta dada por el siguiente lema:

Lema 3.2 Dado el cuadrildtero completo c[pqrs| y un punto S que no
estd sobre ninguno de los lados diagonales y que al tomar a los puntos
del cuadrildtero P = qr, Q = pr, B=gqs, F =rs y R = ps, determina
a las rectas a, b, ¢, e y [ respectivamente, la recta d que pasa por S
estd determinada por el sexto punto A = ps si y solo si esta recta d
intersecta a la recta g en un punto V' que satisface junto con los puntos
P=gqga, R=qp, N=qb, B=¢qs yY = qg la igualdad

PV RN PV BY
VR NP VB YP
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4. Conclusion.

De las dos proposiciones principales de este articulo podemos hacer
una lectura que sea consistente con el hecho de que se trata de dos
enunciados que son duales el uno del otro y que involucran a dos confi-
guraciones duales la una de la otra. En este sentido podemos decir que
en la ecuacion se afirma que los puntos A, B, C, E'y F' son cinco
puntos (colineales) de un conjunto cuadrangular, y que en esta propo-
sicién se pide probar que el sexto punto D se puede encontrar a partir
de estos cinco puntos dados. De igual manera para la ecuacién se
puede decir que las rectas concurrentes a, b, ¢, e, y f forman parte de un
conjunto cuadrangular de rectas y se afirma que es posible determinar a
partir de ellas a la sexta recta d de este conjunto. Pero es mucho més lo
que se puede decir acerca de estas dos proposiciones si decidimos abra-
zar completamente este punto de vista proyectivo. Las consecuencias e
interpretaciones de estas dos proposiciones desde esta 6ptica proyecti-
va seran tratadas en un segundo articulo como ya se habia mencionado.
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