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1. Introduccién

Mi intencién en este breve articulo es el de ilustrar el uso que los
modelos matematicos han tenido en la teoria epidemiologica. Mi punto
de vista es parcial, incompleto y, por supuesto, sesgado hacia problemas
de interés personal. Lo que el lector encontrara en lo que sigue sera la
descripcion y critica al enfoque de modelacién matemaética en epidemio-
logia que hace uso de modelos dindmicos, particularmente ecuaciones
diferenciales, aunque también trataré modelos discretos y estocasticos
de manera breve. Asi mismo, debo aclarar que mi punto de vista surge
de mi interés en la ecologia, la inmunologia y las matemaéticas. De hecho,
no es dificil argumentar que la epidemiologia es una parte de la ecologia
dado que muchos de los procesos poblacionales de crecimiento, regu-
lacién, reproduccion, e interaccion que ocurren en un brote epidémico
y su eventual establecimiento como endemia en una poblacién humana,
pueden explicarse desde la ecologia. Por 1ltimo quiero indicar que no
trataré aqui de la estadistica, enfoque que merece por si mismo un li-
bro. No espere el lector encontrar aqui muchas ecuaciones o anélisis
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12 JORGE X. VELASCO HERNANDEZ

de las mismas. Este trabajo es una reflexion sobre el uso de los mo-
delos matematicos en un area particular. Las referencias satisfardan la
curiosidad del lector interesado.

La aplicacion de las matematicas a la epidemiologia puede trazarse
al menos hasta el ano de 1760 cuando Daniel Bernoulli publicé un
pequeno tratado sobre la epidemia de peste que en ese entonces se
abatia sobre Europa. En el siglo pasado el interés por la aplicacion de
métodos cuantitativos a la biologia florecié como consecuencia del éxito
de estos en la fisica y en particular en biofisica y bioquimica. Una obser-
vacion temprana que fue rapidamente puesta en términos cuantitativos,
es que las enfermedades infecciosas se transmiten por contacto entre
un individuo susceptible y uno enfermo infeccioso. Hamer en 1906 for-
mulo la ley de accion de masas que establece que el niimero de contactos
infecciosos, es decir que producen enfermedad, por unidad de tiempo es
proporcional al nimero total de contactos entre individuos infecciosos y
sanos. Mas tarde Ronald Ross en el apéndice a su libro The Prevention
of Malaria en la edicién de 1911, formulé un modelo matematico sencil-
lo como apoyo de su argumentacion de que para erradicar el paludismo
era suficiente con disminuir la poblacion de mosquitos a un nivel bajo,
sin necesariamente extinguirla. Mas tarde, en 1927 Kermack y McK-
endrick formularon un modelo matematico bastante general y complejo
para describir la epidemia de peste que sufriera la India en 1906. Con
estos autores iniciaremos propiamente la discusién tema del articulo.
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Figura 1: Gréficas de mortalidad

A lo largo de este trabajo me centraré en comentar sobre el método
que se utiliza para estudiar la transmisién de enfermedades infecciosas.
Antes de empezar propiamente la discusién quiero senalar que la llama-
da epidemiologia matematica ha tenido un gran auge en anos recientes,
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no porque las ciencias bioldgicas estén llegando a un nivel de “madurez”
lo suficientemente “elevado” como para matematizarse. Este punto de
vista es absolutamente inapropiado. Las ciencias biolégicas han tenido
un desarrollo paralelo al de la fisica desde la Revoluciéon Cientifica del
s. XVII y que ha sido distinto. El hecho de que ahora la matematica
tenga tal importancia en algunas dreas de la biologia que permitan el
uso de nombres como “epidemiologia matematica” por ejemplo, tiene
que ver con la necesidad de un enfoque multidisciplinario en el ataque
de los problemas bioldgicos. Tal enfoque ha requerido del uso de mo-
delos matematicos como una herramienta conceptual, un nuevo tipo
de microscopio, con el cual se pueden describir, explicar y en algunos
casos, predecir comportamientos especificos.

Para ejemplificar las ideas que acabo de expresar describiré en for-
ma escueta, y necesariamente incompleta, algunas de las formas en que
los modelos mateméticos se han aplicado a problemas epidemiolégicos.
Los aspectos técnicos seran omitidos y para aquellos interesados en
ellos mis referencias fuente se hallan listadas al final de este documen-
to. En este trabajo nos limitaremos a presentar ejemplos de modelacion
matematica dindmica (ecuaciones diferenciales y procesos estocasticos)
y, repito, no me meteré demasiado con la estadistica que aunque suma-
mente importante como herramienta de descripcién, prediccién y andli-
sis se encuentra lejos del tema de este trabajo.

2. Kermack y McKendrick: descripcién de un bro-
te epidémico

En la figura 1 reproducimos la grafica de mortalidad durante la epi-
demia de peste que asolé6 Bombay entre 1905 y 1906 y la de sarampién
en Bristol. Los pequenos puntos describen los casos observados y la
linea continua las predicciones de Kermack y McKendrick basadas en
su modelo. El ajuste es poco preciso, obviamente, pero aunque desde
este punto de vista el modelo aparentemente no sirve, cualitativamente
la forma de la curva predicha es bastante similar al patrén observado
en los casos reales. Mas ain, la intencion de los autores del modelo no
era la prediccion exacta de los casos fatales durante la epidemia, meta
que sabian de antemano no iban a lograr, sino contestar a la pregun-
ta: jqué factores determinan tanto la magnitud como la terminacién
de la epidemia en la poblacion de Bombay y, en general, en cualquier
poblacién humana?
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En la época de estas personas, la vision aceptada era que para que un
brote epidémico llegara a su fin era necesario que el niimero de personas
susceptibles de contraer la enfermedad se agotara o, alternativamente
o simultaneamente, la virulencia del agente infeccioso decreciera du-
rante el transcurso de la epidemia. Los resultados del modelo de Ross
indicaban que ninguna de la dos hipdtesis era correcta pero el palu-
dismo involucraba mecanismos de transmision ausentes en la peste y
por ello, estrictamente, no eran aplicables. El enfoque que Kermack y
McKendrick tomaron esta basado en el uso de herramientas mateméti-
cas que permiten la postulacién explicita de mecanismos responsables
para el funcionamiento o comportamiento de un fenémeno, entre otras
cosas, de una manera precisa y bastante libre de ambigiiedades. Por
supuesto que las hipotesis expresadas en el modelo matematico cons-
truido estan basadas en el marco tedrico y conceptual en la que el pro-
blema objeto de estudio estd contenido. De hecho, en nuestra opinion,
la construccion del modelo matematico no empieza con la postulacion
de ecuaciones, sino cuando se plantea un tipo de pregunta que requiere
de un enfoque cuantitativo y formal para su repuesta. Obviamente la
pregunta y su planteamiento particular depende fuertemente del marco
teorico y conceptual en el que el problema es concebido.

2.1. Enfoque

Kermack y McKendrick establecieron, en este caso, como postulados
bésicos los siguientes: a) la enfermedad que iban a estudiar debia ser
viral o bacteriana y ser transmitida por contacto directo de persona
a persona, b) al inicio de la epidemia solamente una fraccién de la
poblacién era contagiosa, c¢) la poblacién seria una poblacién cerrada
y, a excepcion de las pocas personas inicialmente enfermas, todas las
deméds eran susceptibles de enfermarse, d) el individuo sufre el curso
completo de la enfermedad para al final recuperarse (sanar) adquiriendo
inmunidad, o morir y e) la poblacién total de personas seria constante
y sin dinamica demogréafica. En la figura 2 se encuentra ilustrado el
diagrama basico de esta epidemia.

Si denotamos por N a la poblacién total al tiempo ¢ en la que el
brote epidémico puede ocurrir, y por S(t),[(t) y R(t) a los individuos
en estados susceptible, infeccioso y recuperado o muerto al tiempo ¢
respectivamente, entonces N = S(t) + I(t) + R(t) es constante. La
tasa de infeccion que determina el niimero de individuos por unidad de
tiempo que se transfieren del compartimiento de susceptibles a infec-
ciosos depende el nimero de contactos per cdpita ¢ que una persona
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Figura 2: Modelo diagramatico de una epidemia tipo SIR con poblacién
constante y sin dindmica demografica.

sana y susceptible tenga por unidad de tiempo, y de la proporcion ¢
de estos contactos que sean con individuos infecciosos que le transmi-
tan la enfermedad. Con este razonamiento, si denotamos por 3 = ¢c
a la tasa per capita de transmision de enfermedad, entonces la tasa de
infeccién de la figura 2 estd dada por la expresion 3S(t)I(t). La tasa
de recuperacion o muerte la denotaremos por . De hecho, el inverso
de esta tasa es el tiempo promedio que un individuo de la poblacion
dura enfermo (e infeccioso) cuando suponemos que la distribucién de
tiempos de residencia en el comportamiento de infecciosos sigue una
distribucién exponencial. Podemos ahora escribir la ecuacion diferen-
cial que describe el cambio en el niimero de individuos pertenecientes
al comportamiento infeccioso.

dl
= = BSI—~I, I(0)=1

donde Ijrepresenta el nuimero inicial de personas infecciosas en la
poblacién. Un brote epidémico se iniciard cuando el nimero de gente
infecciosa se incremente una vez que los primeros casos son introduci-
dos en la poblacién (que originalmente supondremos conformada solo
por gente sana y susceptible). En términos de la ecuacién anterior la
condicién enunciada significa que buscamos condiciones para que

ﬂ > 0.
dt
No voy a detenerme a ver los detalles algebraicos necesarios para
que la tasa de cambio del nimero de gente infecciosa sea positivo. Baste
decir aqui que si al inicio del brote epidémico casi todos los individuos
eran susceptibles ( y en consecuencia, solo unas cuantas personas esta-
ban enfermas) la condicién para que la desigualdad anterior se satisfaga

es necesario que
BN

g

Roi



16 JORGE X. VELASCO HERNANDEZ

sea un numero mayor que 1. Este pardmetro R se llama el nimero
reproductivo béasico y representa el ntimero de infecciones secundarias
producidas por un individuo infeccioso 3 introducido en una poblacién
totalmente susceptible N durante el tiempo en que este individuo per-
manece infeccioso 1/+. Imponiendo la condicién de que Ry sea exacta-
mente igual a 1 nos permite despejar N y obtener que, en este caso,
N = ﬁl y que entonces si la poblacion de susceptibles N es mayor que

N, entonces habra un brote epidémico (equivalente Ry > 1); en cam-
bio, si N < N, no habra ningiin brote epidémico (equivalentemente,
Ry < 1)

En conclusion, el modelo de Kermack y McKendrick indica que para
que exista un incremento en el nimero de susceptibles a lo largo del
tiempo es necesario que el nimero de estos en la poblacién exceda un
valor umbral N. Una vez que el nimero de susceptibles quede por de-
bajo de este valor umbral, el nimero de casos nuevos decrecerd hasta
que la epidemia se acabe. Méas aun, Kermack y McKendrick encon-
traron que la poblacién umbral N podia ser considerablemente menor
que la poblacion de susceptibles N. Ademés, con su modelo completo
(aqui hemos solamente descrito una sola de las ecuaciones), pudieron
reproducir cualitativamente la forma de la curva epidémica de peste
(figura 1). Una epidemia entonces se agota cuando la poblacién umbral
es mayor que la poblacion de susceptibles disponibles para la trans-
misién de la enfermedad; no es necesario que se agote el nimero de
susceptibles ni tampoco que exista una evolucion del patogeno hacia
niveles de virulencia baja durante el transcurso de la epidemia.

La estimacion del niimero reproductivo basico es obviamente impor-
tante pues proporciona, no solamente una condicién para la ocurrencia
de un brote epidémico, sino también una herramienta para prevenirlo.
El modelo de Kermack y McKendrick puede usarse encontrando una
aproximacion del valor de este parametro. Si denotamos por Sy y Sy a
las proporciones de susceptibles con respecto a la poblacién total antes
y después de un brote epidémico, el modelo de Kermack y McKendrick
permite formular, de la siguiente expresion

IH(SOO / S())
Ry
donde R(0) es el nimero de gente inmune a la enfermedad al tiempo
cero. Si suponemos que 1 — R(0) = Sy, podemos despejar el niimero

reproductivo basico de la expresién anterior para obtener
111(500 / S())
So — Seo

1— R(0) — S + =0,

ROI—
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Usando esta sencilla férmula Evans calculd, en 1982, el niimero re-
productivo para rubéola e influenza en la poblaciéon de nuevo ingreso
en la Universidad de Yale, obteniendo para rubéola Ry = 6.2, y para
influenza Ry = 5.138.

Como una dultima consecuencia del estudio del modelo de
Kermack y McKendrick mencionaré el efecto de los procesos demografi-
cos de nacimiento y muerte en la aparicion de epidemias. En el modelo
que hemos estado revisando supusimos que la poblacién era constante
pues ignoramos los nacimientos y contamos dentro de la poblacién a los
muertos. Empero, existe al menos otra razén por la cual una poblacién
puede mantener una poblacion constante a lo largo del tiempo y es
que los nacimientos y las muertes queden exactamente balanceados. El
balance neto exacto de nacimientos y muertes es, obviamente, una su-
posicion poco sostenible puesto que aun si ocurriera en las poblaciones
naturales nunca podriamos realmente detectarla debido a los errores in-
herentes a este tipo de estimaciones. Sin embargo, es una hipdtesis que
nos permite incorporar dinamica en la suposicion de constancia en el
nimero de individuos. Por consiguiente, si suponemos que la poblacion
permanece constante debido a que el balance neto entre nacimientos y
muertes es igual a cero, tenemos la situacién descrita en la figura 3.

nacimiento

in? remocion

S . muerte - R

Figura 3: Modelo diagramatico de una epidemia tipo SIR con dindamica
demografica pero con poblacién constante. El dltimo compartimiento ahora
incluye solamente aquellos individuos con inmunidad adquirida después de
la enfermedad.

Si denotamos ahora por p a la tasa de mortalidad (que es idéntica al
valor de la tasa de natalidad), y si pensamos ahora que el compartimen-
to de personas removidas estda compuesto tinicamente de aquellos que
han sanado de la enfermedad y adquirido inmunidad permanente contra
ella, tendremos todavia que la poblacién total NV es constante pero aho-
ra de una manera dinamica. En este caso, el brote epidémico inicial se
producird si el (nuevo) nimero reproductivo basico Ry = % es mayor

que 1 pero la enfermedad quedara ademas establecida en la poblacion,
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es decir, la epidemia llegara a un estado endémico, que serd ademas un
punto de equilibrio estable. Una enfermedad tipo que sigue el esquema
de la figura 3 es el sarampién’® (y en general muchas de las enfermedades
infantiles que producen inmunidad permanente). La existencia de un
punto de equilibrio endémico permite el calculo del nimero reproduc-
tivo basandose en la edad a la cual el nino adquiere la enfermedad. Si
suponemos que la evolucién de la enfermedad ha alcanzado su estado
de equilibrio en la poblacién, entonces la tasa de infeccién estd dada
por la expresién S1* donde I* es el nimero de gente infecciosa en equi-
librio y que estd dado por la férmula I* = pu(Rg — 1)/5. La edad de
infeccién primaria £ en un nifio se puede estimar como F = 1/8I*.
Sustituyendo esta expresion en la férmula para la poblacién infectada
en equilibrio, puede despejarse Ry obteniendo que Ry = 1 + %, donde
V' es la esperanza de vida del nino (calculada como V' = 1/p).

3. Estructuras de Contacto

Un problema importante en epidemiologia es el estudio de los pa-
trones de dispersion en una epidemia. La actual pandemia del virus
de la inmunodeficiencia humana produjo a finales de los 80 una ex-
plosion sin precedente en el drea de la llamada ecologia y epidemiologia
matematicas. Muy probablemente los lectores recuerden la confusién
mundial y el debate acalorado sobre la definicién de poblaciones en
riesgo. En un inicio ser haitiano u homosexual significaba pertenecer a
un grupo de riesgo. Ahora es comun hablar de grupos de riesgo sin que
estos estén ligados a nacionalidades, razas o tendencias sexuales sino
mas bien a conductas especificas que estan determinadas en parte por
el contexto socioeconémico en el que un individuo participa.

3.1. Enfoque

D. Watts y S. Strogatz del Centro de Matematicas Aplicadas de la
Universidad de Cornell [15] han encontrado el siguiente resultado in-
teresante. Consideremos una red, conjunto de vértices conectados entre
si por lineas o aristas. A manera de ejemplo consideremos una red con
veinte vértices y cada vértice recibiendo 4 aristas. Llamaremos a una red
como la de este ejemplo una red regular. Una red aleatoria la podemos

1Para el sarampién, no obstante ser un ejemplo tipico de una enfermedad SIR,
el estado estacionario endémico no es, en general, constante sino que presenta os-
cilaciones periddicas o casi-periddicas.
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construir a partir de la regular si en cada vértice tomamos cada una de
las cuatro aristas que recibe y la conectamos a un vértice elegido al azar
de entre los 19 restantes (conexiones repetidas no se admiten). Una red
de “qué chico es el mundo” la podemos construir de la siguiente forma.
En cada vértice de una red regular tomamos las aristas que las ligan con
los dos vértices mas cercanos al elegido y con probabilidad las reconec-
tamos aleatoriamente a cualquiera de los 19 vértices restantes (una vez
mé&s duplicaciones no se admiten). Repetimos el proceso para los 19
vértices restantes. Después hacemos lo mismo pero ahora reconectando
las aristas que ligan a los segundos vecinos més cercanos, etc.
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Figura 4: Distribucién de conexiones por nodo como funcién de p. Ver texto
para mayores detalles y comentarios.

Dependiendo del valor de p (ver Fig. 4), obtenemos una red “inter-
media” entre una regular (p = 0) y una aleatoria (p = 1). Ahora defini-
mos dos parametros que podemos asociar a cualquier red. La longitud
caracteristica o media de camino entre un par de vértices cualquiera (el
numero de vértices promedio que existen entre dos nodos arbitrarios),
denotada por L(p), y el coeficiente de agregacion C(p) que es la frac-
cion promedio de conexiones que cada vértice tiene relativo al total de
conexiones posibles.
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Los resultados de Watts y Strogatz estan resumidos en la figura 5.
El eje de las abscisas representa a p en escala logaritmica, y el eje de
las ordenadas a C'(p)/C(0) y L(p)/L(0) de tal forma que ambos indices
toman valores entre 0 y 1.

Observemos que la longitud media de camino decrece de forma muy
rapida cuando p es apenas un poco mayor que 0 lo que significa que,
en promedio, la “distancia” entre un par de nodos cualquiera decrece
radicalmente en redes “mundo pequeno”. Otra cosa sucede con el indice
de agregacion. Observemos que en el intervalo de p en el que la longitud
media de camino decrece rapidamente, el coeficiente de agregacion es
practicamente constante, lo que significa que, a nivel local, alrededor
de cada nodo, una red regular y una “mundo pequeno” son indistin-
guibles. Supongamos ahora que una enfermedad caracterizada por tener
un estado infeccioso seguido de un estado inmune es introducida en una
poblaciéon estructurada como una red “mundo pequeno”.

Cada nodo representa un individuo y las aristas los contactos entre
individuos. La epidemia empieza con una sola persona enferma. Cada
persona puede infectar a otra con la que entra en contacto con probabi-
lidad r a la que llamaremos “infecciosidad”. Los resultados de Watts y
Strogatz indican que la infecciosidad necesaria para infectar a la mitad
de la poblacion decrece rapidamente para p pequenas. Por otro lado
suponiendo que la enfermedad es tan infecciosa que todo mundo se va
a contagiar necesariamente, el tiempo T'(p) requerido para que toda la
red quede infectada tiene una forma muy parecida a la de L(p)?.

Hay dos conclusiones inmediatas: 1) en una red tipo “mundo pe-
queno” las enfermedades infecciosas se dispersan muy rapidamente; 2)
el numero de aristas que hay que reacomodar para producir una red
“mundo pequeno” es en verdad muy pequeno.

Estas propiedades nos permiten plantear la pregunta necesaria: jqué
tipo de redes sociales, de relevancia para la transmisién de una enfer-
medad infecciosa, se integran en comunidades humanas? ;Son estas
redes tipo “mundo pequeno”? Los resultados de Watts y Strogatz indi-
can que existen propiedades de las redes sociales humanas y atun de las
redes biologicas poblacionales en general, que determinan propiedades
fundamentales en la tasa de transmisién de un agente infeccioso. Esta
propiedad de red “mundo pequeno” es independiente de la sociedad
o grupo humano que estamos estudiando. El tipo particular de red
dependera de un parametro estimable, p, que determina la llamada

2Obviamente T'(p) y L(p)representan cosas distintas. La forma de los graficos es,
sin embargo, similar. Para el caso de T'(p) la ordenada es tiempo.
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Figura 5: Diagrama del efecto de la longitud de camino medio y el indice de
agregacién como funcién de p, la probabilidad de reasignacién de aristas.
Ambas variables estdn estandarizadas a 1.

“topologia” de la red independientemente de la realizaciéon o poblacién
especifica en la que se encuentre.

Otra observacién que podemos hacer a los resultados de Watts y
Strogatz es que el coeficiente de agregacion C'(p)es un pardmetro local
de la red (describe en promedio el nimero de conexiones que cada
nodo individual tiene con otros). Redes con diferentes valores de p son
relativamente indistinguibles con respecto a C(p). Por otro lado L(p), la
longitud media de camino de la red, es una propiedad global (establece
una relacién entre dos nodos cualesquiera) que cambia drasticamente
con p. Una conclusiéon obvia de naturaleza epidemiolégica es que la
velocidad a la que una epidemia se transmite depende, ademas del
tamano de la poblacién y de la forma en la que ésta se agrega, un
resultado clasico, de la topologia de la red. Mas aun el nimero de
contactos promedio por individuo es un débil indicador de la velocidad
de transmision.

No quisiera dejar la impresiéon de que lo dicho arriba constituye
un hecho probado y verdadero. Simplemente pretendo mostrar una
conclusion plausible que produce el modelo matematico de Watts y
Strogatz aplicado a la epidemiologia.

Una pregunta que quizds intrigue a varios lectores es, ;y cémo se
modela una epidemia en una red cualquiera? La respuesta es la siguien-
te. Estudiemos una epidemia de una enfermedad que permite asignar a
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los individuos que la sufren uno y solamente uno de los estados suscep-
tible, infeccioso e inmune. Supongamos también que la escala temporal,
la velocidad, a la que la enfermedad progresa es pequena comparada
con la escala temporal demografica de la poblacién afectada; es decir,
el tiempo medio de vida de un individuo tipico es mucho mas grande
que el tiempo medio de duracién de la epidemia. Con estas hipotesis
podemos pasar a considerar a la red social que supondremos representa
las conexiones entre individuos que son relevantes para la transmision
del patégeno. Cada nodo de las redes mostradas en las figuras repre-
senta a un individuo en esta red epidemioldgica. En este contexto, el
nuamero de vértices que cada nodo recibe es el nimero de contactos que
en promedio cada persona puede tener. En las figuras cada individuo
se supone tiene cuatro contactos en promedio (pueden hacerse redes
donde cada nodo reciba tantas aristas como se desee). El agente infec-
cioso entonces se supone transmitido a través de las aristas de la red
con cierta probabilidad produciendo infeccién en el nodo que recibe la
arista con cierta probabilidad dependiendo del estado del nodo.

4. Estrategias de vacunacion

Una de las politicas de salud publicas mas importantes es la del
diseno de programas de vacunacién. Las enfermedades infantiles son
los ejemplos tipicos en los que las vacunas son altamente eficientes para
prevenir brotes epidémicos. Existen otras como la tuberculosis o el SI-
DA para las que existen o se estan investigando vacunas. En todo caso,
el objetivo de una vacuna es, ademas de proporcionar inmunidad a la
persona que la recibe, la de proteger a la poblacion ya sea previniendo
brotes epidémicos o erradicando la enfermedad. En todo caso, el resul-
tado inmediato de una campana de vacunacion efectiva es la reduccion
de la prevalencia o de la incidencia de la enfermedad. Desde el punto
de vista de la epidemiologia matematica, lo que la vacunaciéon de una
poblacién susceptible logra es reducir el valor de Ry por debajo del
umbral o evitar que rebase este umbral. Toda campana de vacunacion
tiene costos asociados que estan, por ejemplo, en funcion de la edad del
segmento de la poblacién a la que la campana esta dirigida (llamada
de pacientes, propaganda, equipo, personal, etc.) y del hecho de que la
eficacia de la vacuna puede ser baja o puede aplicarse a personas que
ya estén inmunizadas o estan enfermas. El problema sobre el que nos
concentraremos ahora serd el del diseno de programas de vacunacion
eficientes.



MODELOS MATEMATICOS EN EPIDEMIOLOGIA 23

infeccion
Susceptibles Infecciosos
recuperacién
vacunacion
Vacunados infeccion

Figura 6: Modelo diagramético de una enfermedad en la que se aplica una
estrategia de vacunacién en la que la vacuna confiere inmunidad perma-
nente. Los individuos infecciosos, una vez recuperados, se vuelven también
inmunes. Sin embargo la vacuna no es 100 % eficaz y por ello un cierto
porcentaje de los individuos vacunados todavia pueden enfermarse.

Para lograrlo tenemos que caracterizar y definir varias cosas. Prime-
ramente debemos dar una definicién adecuada de un nimero reproduc-
tivo en presencia de vacunacién; seguidamente serd necesario cuantificar
el decremento en el nimero reproductivo logrado por la estrategia de
la vacunacién y, finalmente, habra que asociar la estrategia de vacu-
nacién a sus costos que, en el ejemplo que trataremos en esta seccion,
estdn asociados a la edad de los individuos. La figura correspondiente
al modelo del que nos ocuparemos es la 6.

Esta estructura no es compatible con enfermedades infecciosas ve-
néreas de transmisién heterosexual, ni para la poliomielitis ni enfer-
medades macroparasiticas; sin embargo es todavia lo bastante general
como para ilustrar el enfoque que nos interesa.

4.1. Enfoque

Primeramente definiremos el nimero reproductivo de vacunacion
como R(¢) , es decir, R como funcién de ¢ . Si S denota el numero de
individuos susceptibles en la poblacion entonces donde ¢S es la tasa a la
que individuos susceptibles son vacunados. R(¢) satisface R(0) = Ry y
R(¢) < Ry, es decir que en ausencia de vacunacion este nuevo parametro
es exactamente el nimero reproductivo de la enfermedad y que en
presencia de cualquier tipo de estrategia de vacunacion ¢, siempre se
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obtiene un parametro umbral menor que el valor del niimero reproduc-
tivo basico. En otras palabras, la vacuna en el peor de los casos deja
todo como si no se hubiera aplicado. Karl Hadeler de la Universidad
de Tubingen encontrd, en 1993, que el nimero reproductivo de vacu-
nacion puede descomponerse en dos sumandos, uno que es exactamente
igual al niimero reproductivo basico, y otro que incorpora el efecto de
la vacunacién en la reduccién de este iltimo, es decir,

R(¢) = Ro - 2\
N

De hecho, el segundo término de esta expresion mide la reduccion en el
nimero reproductivo basico que puede alcanzarse usando la estrategia
de vacunacién ¢. Ademads este término es funciéon de la diferencia en
las tasas de infeccion de individuos vacunados y no vacunados. Aclare-
mos brevemente el comentario anterior. Una vacuna tiene un parametro
llamado eficacia que mide el porcentaje de individuos que aun siendo
vacunados, todavia pueden contraer la enfermedad. Una buena vacuna
tiene una alta eficacia, es decir, el porcentaje de gente desprotegida
aunque vacunada es muy pequeno, y aun esa gente desprotegida es
menos susceptible a enfermarse que una gente que no ha sido vacu-
nada. El objetivo entonces de una estrategia de vacunaciéon es la de
incrementar F' para disminuir R(¢).

Para modelar esta situaciéon deberemos, como hemos hecho en ca-
da uno de los ejemplos discutidos antes, proponer varias simplifica-
ciones. Las que haremos ahora son las siguientes. Supondremos que la
poblacién se encuentra en equilibrio demogréafico con una estructura
de edades estacionaria. Definiremos ademas un parametro umbral de
referencia que serd denotado por R que es el nimero reproductivo de
vacunacién cuando toda la poblacion, sin excepcion alguna, ha sido
vacunada. Supondremos ademas que los costos totales de la estrate-
gia de vacunacién dependen linealmente del niimero de vacunaciones
efectuadas. Estos costos totales seran representados como C(¢).

Hadeler diferencié dos casos. El primero ocurre cuando solamente se
vacuna individuos susceptibles y el segundo cuando se vacuna cualquier
individuo independientemente de su estado inmunolégico. Hadeler defi-
ni6 ademds esencialmente dos posibles escenarios de optimizacién: i)
lograr una meta con costo minimo (por ejemplo reducir R(¢) hasta un
valor R* minimizando C(¢)); ii) lograr un éptimo con gasto limitado
(por ejemplo, minimizar sujeto a C(¢) < c.
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En ambos casos, la estrategia 6ptima de vacunacion resulta una de
las dos siguientes:

e vacunar a toda la poblacién exactamente a la edad A,

e vacunar parte de la poblacion a la edad A y el resto a la edad B.

Hadeler proporciona los valores de las edades A y B en general. Es
interesante senalar que el problema de vacunacién en edades 6ptimas
rinde el mismo tipo de resultados que el problema de determinar las
edades optimas de pesca en la explotacion de recursos pesqueros. De
hecho, la estructura formal de los problemas de explotacién y mane-
jo de recursos son muy similares en estructura matematica a los de
vacunacién epidemioldgica y dindmica metapoblacional en ecologia.

5. Conclusiones

Las matematicas en epidemiologia y en general en las ciencias bio-
logicas constituyen, ademdas de una herramienta, una forma de pensar
y estructurar predicciones, descripciones y explicaciones de procesos.
Por ello, tanto en epidemiologia como en otras areas del conocimiento
biolégico, las matematicas son utilizadas para modelar. El lenguaje de
las matematicas proporciona un medio que, libre de ambigiiedades y
exigente de definiciones precisas, permite aclarar y especificar mecanis-
mos, funcionamientos y relaciones causales entre sus componentes, que
determinan o se supone que determinan, la evolucién de un fenémeno
dado. Las hipdtesis sobre las que el modelo es construido pueden estar
ya aceptadas dentro de la teoria o teorias en los que el modelo se sus-
tenta, o pueden ser hipdtesis novedosas que requieren de verificacién
empirica o tedrica.

Los modelos matematicos de la epidemiologia y en cualquier otra
ciencia natural o social, no son construcciones abstractas aisladas ni
pueden ser un fin en si mismos. Existe siempre un marco teérico del
cual cada modelo en particular se justifica puesto que las hipdétesis con
las que es elaborado provienen de éste y no de la imaginacién de quién
lo construye. El objetivo de cualquier teoria epidemioldgica, estd muy
lejos de ser el de desarrollar una nueva teoria cualitativa de ecuaciones
diferenciales ordinarias adecuadas y surgida del estudio de los perfiles
de morbi-mortalidad. La matematica y la modelacién matematica son
herramientas, lenguajes y puntos de fuga, formas de ver el mundo, que
dependen del marco tedrico y evidencia empirica que les da origen.
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Finalmente senalaremos que los modelos matematicos en epidemio-

logia sirven para interpretar tendencias epidemioldgicas observadas,
para coadyuvar en la recoleccién y organizacion de datos y para disenar
programas de control de enfermedades. Los modelos matematicos en el
area que nos concierne, no son ni mas ni menos que una herramienta
para pensar sobre fenémenos epidemioldgicos y ecolégicos en una forma
precisa.
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