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Resumen
Se revisan algunos de los conceptos bésicos en la teoria de
los continuos considerando varias propiedades topoldgicas como
el margen cero, la encadenabilidad, la indescomponibilidad y
la homogeneidad. Explicamos cémo estas nociones estan rela-
cionadas con el problema (atin no resuelto) de la clasificacién de
los continuos homogéneos en el plano.

Introducciéon

El material que se presenta en este articulo es de Topologia, mas pre-
cisamente pertenece a la Teorfa de los Continuos; de hecho un continuo
es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo
de un continuo X es un subespacio de X que también es un continuo.

Presentamos este trabajo a los lectores no expertos en estos menes-
teres, por esta razén la discusion se mantiene en un nivel elemental con
algunos ejemplos y propiedades sencillas en la primera parte antes de
tratar con la segunda, en la cual se enuncian resultados sin demostracién
pero senalando la referencia correspondiente.
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1. Ejemplos y propiedades de continuos

Son ejemplos de continuos en el plano los tres que siguen:

(1) Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].
Un arco, en el plano, tiene complemento conexo.

(2) Consideremos a la circunferencia unitaria en el plano S' como
un subconjunto del plano complejo, es decir,

St={2:2€Cy |z| =1}.

Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a S'. Una curva
cerrada simple, en el plano, tiene complemento disconexo.

Si A € R\{0}, denotemos por S, a la grafica en R? de la funcién
sen(%), para x € A, es decir,

s {(rrsen (1)) e ). g

(3) El continuo sen(3), denotado por W, es la cerradura en R?
del conjunto S(1). Observemos que

W = Sy U{(0,y) e R*: y € [-1,1]}.

|

ANV

Se deja como ejercicio ver si el complemento, en el plano, del con-
tinuo sen(7) es conexo o disconexo.

Nota 1.1. Dado un conjunto X, la diagonal del producto X x X es
Ax ={(z,x) e X x X 1z € X}.

Denotemos por p; y p2 a las funciones proyeccion de un producto de dos
continuos sobre la primera y segunda coordenadas, respectivamente.
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Definicién 1.2. Se dice que un continuo X tiene margen cero si para
cada subcontinuo Z de X x X con

pi(Z) =p(2),
se tiene que Z NAx #

En 1964, Lelek introdujo la nocién de margen para espacios métricos
conexos [12, pag. 209]. En realidad la definicién de margen no requiere,
ni siquiera, de la conexidad del espacio. Sin embargo, la mayoria de
los resultados acerca del margen se han establecido para los continuos.
Aqui estudiamos el margen tnicamente para los continuos y, més aun,
en este trabajo, tratamos con continuos de margen cero. Relacionado
con esta nocién tenemos el concepto de continuo encadenable. Hacemos
notar que es importante saber lo siguiente.

.Son nociones equivalentes el margen cero y encadenable?

Aqui explicamos por qué con una respuesta afirmativa a esta cues-
tién se consumaria el problema de clasificar a los continuos homogéneos
en el plano.

En colecciones importantes de problemas abiertos como [6] y [7] se
encuentran varias preguntas relacionadas con esta tematica.

Se deja como ejercicio probar que ésta es una propiedad topoldgica,
es decir, que si X y Y son homeomorfos y X tiene margen cero, entonces
Y tiene margen cero.

En términos generales un continuo tiene margen cero si no hay li-
bertad para transitar en él. Esto es, intuitivamente, si dos personas
necesitan recorrer un mismo conjunto (conexo) de un continuo de mar-
gen cero, sin lugar a duda deben encontrarse; como pasa en un intervalo.
Asi, un arco tiene margen cero al probar el resultado siguiente.

Teorema 1.3. El intervalo unitario [0, 1] tiene margen cero.

Demostracion: Supongamos que Z es un subcontinuo del cuadrado
[0,1] x [0, 1]

tal que p,(Z) = p,(Z). Notemos que p,(Z) es un subcontinuo de [0, 1].
Luego, existen a,b € [0, 1] con a < b tales que

p(Z) = la,b].
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at t'Db

Como p,(Z) = p,(Z), se tiene que a,b € p,(Z). Luego existen ¢,
t' € [0,1] tales que (t,a) € Z y (t',b) € Z.

De acuerdo con la figura anterior, el punto (t,a) estda en el lado
inferior del cuadrado [a, b] X [a,b] y el punto (#,b) en el lado superior.
Ahora, como Z es conexo, Z intersecta a la diagonal del cuadrado. Es
decir,

ZN A[O,l] =+ 0.

Asi, el continuo [0, 1] tiene margen cero. O

De acuerdo a lo anterior, ;habra un continuo que no tiene margen
cero? El ejemplo que sigue responde esta pregunta.

Teorema 1.4. La circunferencia unitaria S* no tiene margen cero.

Demostracion: Aqui usamos la notacién compleja de S, es decir,
St={z€eC: |z| =1}.

Sea f: S — S x St definida, para cada 2z € S, por f(z) = (2, —2).
Notemos que f es continua, porque lo son cada una de sus funciones
coordenadas. Sea Z = f(S!). Luego, Z es un subcontinuo de S! x S*
con p1(Z) = pa(Z) = S*. Observemos que

ZﬂA51:®.

Asi, S! no tiene margen cero. 0

En [13], [14] y [15] se puede encontrar mas informacién sobre la
teoria del margen de los continuos.

Definicién 1.5. El didametro de un subconjunto A no vacio de un
espacio métrico X (con métrica d), denotado por didm(A), es

diagm(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.



CLASIFICACION DE CONTINUOS HOMOGENEOS APLANABLES 79

Definicién 1.6. Sean f: Y — X una funcién continua entre continuos
y € > 0. Se dice que la funcién f es una e-funcion si para cada y € Y,
se tiene que

didm(f ™ (f(y)) < e.

Notemos que una funcién continua e inyectiva, entre continuos es,
para cada £ > 0, una e-funcion.

Una clase de continuos que se estudia desde principios del siglo pasa-
do es la que consiste de los continuos que tienen la propiedad siguiente.

Definicién 1.7. Un continuo X es encadenable, si para cada € > 0,
existe una e-funcién suprayectiva de X en el intervalo [0, 1].

Se deja como ejercicio probar que la propiedad de ser encadenable
es una propiedad topoldgica.

En un principio los continuos encadenables se llamaron continuos
tipo serpiente (“snake-like”) [2], actualmente también reciben el nombre
de continuos tipo arco. En [17, Capitulo XII] se puede encontrar mucha
mas informacién sobre esta clase de continuos.

Intuitivamente el concepto de e-funcién puede considerarse como
una manera de medir qué tan cerca estd una funcion de ser inyectiva.
Con esto en mente, un continuo X es encadenable si es posible estable-
cer una funcién suprayectiva de X en [0, 1] tan cerca, como se desee,
de ser un homeomorfismo. En particular, el intervalo cerrado [0, 1] es
encadenable y asi un arco es encadenable.

Un ejemplo de un continuo encadenable que no es un arco es el
siguiente.

Teorema 1.8. El continuo sen(%), que hemos denotado por W, es un
continuo encadenable.

Teorema 1.9. Sean € > 0, ty € (0, min{e,1}) y g un homeomorfismo
de [=1,1] en [0,to] tales que sen(%) =1yg(1) =t.

Usando la notacién dada en (*), pagina 76, hacemos A igual a la
cerradura de Sy, De modo que

W - A U S[to,l}'

1
{ (to, sen(%)) } = AN Sy, -

Ademads,
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Ahora notemos que gop, : A — [0,%] ¥ p1 : Sie,1) — [to, 1] son
funciones continuas y que

2 ((to, sen(%))) =ty =g(l) =gopy ((to, sen(%)))

por lo tanto la funcion
f:W —]0,1],
definida por
| gops(x) siz € A.
1) { () six € S -

es una funcién continua y suprayectiva. Observemos que f es una e-
funcion (;por qué?). Asi, W es encadenable.

El siguiente teorema es una pieza fundamental en el desarrollo de
la teorfa del margen. Aunque su demostracién no es complicada [12,
pég. 210], una justificacién detallada de este hecho se puede ver en [14,
Teorema 1.3].

Teorema 1.10. St X es un continuo encadenable, entonces X tiene
margen cero.

De los teoremas 1.4 y 1.11, se deduce que la circunferencia unitaria
Sty de aqui cualquier curva cerrada simple no son continuos encade-
nables.

La reciproca del Teorema 1.11, es uno de los problemas pendientes
mas importantes en el estudio del margen cero de los continuos.

Problema 1.11. ; Es cierto que cada continuo de margen cero es enca-
denable?

Este problema fue propuesto por Cook y Lelek, vea por ejemplo [6,
Problema 8| y [7, Problema 81]. Esta cuestién ha contribuido, en gran
medida, al desarrollo de la teoria. Desde que fue planteado, hasta la ac-
tualidad, se han publicado un gran nimero de trabajos de investigacién
en relacion con éste.

En principio podriamos especular que la propiedad que sigue la
tienen todos los continuos.
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Definicién 1.12. Se dice que un continuo X es descomponible, si exis-
ten subcontinuos propios Ay B de X tales que X = AU B.

Existen continuos que no son descomponibles, dichos continuos se
llaman indescomponibles, los cuales fueron descubiertos en 1910 por
L. E. J. Brower [5]. iMés aun!, existen continuos tales que todos sus
subcontinuos son indescomponibles.

Definicién 1.13. Se dice que un continuo es hereditariamente indes-
componible si todos sus subcontinuos son indescomponibles.

Si la presencia de continuos indescomponibles es ya bastante sor-
prendente, ahora que los continuos hereditariamente indescomponibles
existan es verdaderamente notable. En particular, existe un continuo
hereditariamente indescomponible, muy famoso, conocido como seu-
doarco.

Definicién 1.14. Un seudoarco es un continuo con mas de un punto,
hereditariamente indescomponible y encadenable.

Se deja como ejercicio probar que las nociones de descomponibili-
dad, indescomponibilidad e indescomponibilidad hereditaria son pro-
piedades topoldgicas.

En 1920, Sierpinski introdujo la nocién de homogeneidad.

Definicién 1.15. Un continuo X es homogéneo si para cada par de
puntos py ¢ de X, existe un homeomorfismo h: X — X tal que h(p)=gq.

Intuitivamente, un continuo es homogéneo si alrededor de cada uno
de sus puntos, el espacio se ve de la misma forma. Esto implica que
las propiedades locales son, topolégicamente, las mismas en cualquier
punto del espacio.

El intervalo cerrado [0, 1] no es homogéneo, porque los puntos dis-
tintos a los extremos tienen vecindades homeomorfas a la recta real,
mientras que los puntos extremos no. La circunferencia unitaria en el
plano, S!, es el ejemplo m4s sencillo de un continuo homogéneo, después
del continuo que tiene un tnico elemento. La esfera

S*={(z,y,2) eR*: 2 + " + 2* =1}

y el toro S x S (la superficie de una rosca) son otros continuos ho-
mogéneos.
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2. Sobre la clasificacién

Aqui vamos a explicar que una soluciéon afirmativa al Problema
101.11 completaria la clasificacion de los continuos homogéneos en el
plano.

Knaster y Kuratowski [11] preguntaron en el primer niimero de Fun-
damenta Mathematica, la primera revista polaca de matematicas dedi-
cada a la teoria de conjuntos y a la topologia, lo siguiente.

Teorema 2.1. ;Es cualquier continuo con mds de un punto, homogé-
neo, en el plano, un espacio homeomorfo a S'?

Con respecto a esta pregunta, cuatro anos después, Mazurkiewicz
[16] demostré que la respuesta es afirmativa para los continuos local-
mente conexos.

Bing [1] probé el siguiente resultado.

Teorema 2.2. i X es un seudoarco, entonces X es un continuo ho-
mogéneo en el plano.

Asi resolvié que la respuesta a la cuestion de Knaster y Kuratowski
es negativa.

En 1960, Bing [4] demostré que el dnico (salvo homeomorfismos)
continuo en el plano que contiene arcos y es homogéneo, es la circun-
ferencia unitaria S

Jones [9] prob¢ el siguiente resultado.

Teorema 2.3. 57 X es un continuo homogéneo en el plano tal que su
complemento, R\ X, es conexo, entonces X es indescomponible.

En 1955, Jones [10] propuso clasificar a los continuos homogéneos
en el plano, dividiéndolos en dos familias:

(I) Los de complemento conexo

y

(IT) Los de complemento disconexo
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Por clasificar entendemos, realizar una lista, tal vez infinita, de conti-
nuos homogéneos tal que cada dos continuos en la lista sean topolégi-
camente diferentes y tal que cualquier continuo homogéneo sea homeo-
morfo a alguno de la lista.

Segun el Teorema 2.3, todos los continuos descomponibles estan en
la familia (IT).
Nota 2.4. Con respecto a la propuesta de Jones él mismo demostré [10]
que cualquier continuo de la familia (/1) puede representarse en térmi-
nos de continuos de la familia (7). Es decir, para conocer a todos los

continuos homogéneos en el plano basta conocer a los continuos de la
familia (7).

Actualmente esta idea de Jones se mantiene interesante, los resul-
tados que mencionamos a continuacion nos indican un camino que ha
sequido dicha propuesta hasta hoy.

En 1976, Hagopian mejor6 el Teorema 2.3 concluyendo, bajo las
mismas hipotesis, que X debe ser hereditariamente indescomponible
[8] y después, en 1981, Rogers [19], demostré el reciproco. Con lo cual
se tiene lo siguiente.

Teorema 2.5. Sea X un continuo homogéneo en el plano. Entonces
X tiene complemento conexo si y solo si X es hereditariamente indes-
componible.

De acuerdo con lo expresado en la Nota y considerando el Teorema
2.5,para conocer a todos los continuos homogéneos en el plano, basta
conocer aquellos que son hereditariamente indescomponibles. Segun el
Teorema 2.2, un seudoarco es uno de estos continuos.

Conviene observar que hasta el momento, aparte de un seudoarco,
no se conoce otro continuo, con mas de un punto, homogéneo y heredita-
riamente indescomponible en el plano.

iSerd un seudoarco el inico de tales continuos (salvo homeomorfis-
mos)? Una respuesta afirmativa a esta cuestién completaria la clasifi-
cacion de los continuos homogéneos en el plano.

Tomando en cuenta que en 1959, Bing caracteriz6 [3] al seudoarco
como el tnico continuo, salvo homeomorfismos, con mas de un punto,
encadenable y hereditariamente indescomponible, podemos considerar
el problema que sigue.
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Problema 2.6. ;Si X es un continuo con més de un punto, en el
plano, homogéneo y hereditariamente indescomponible, entonces es X
encadenable?

Una respuesta afirmativa a esta pregunta implicaria que un seudoar-
co es el tnico continuo (salvo homeomorfismos) con més de un punto
en la familia (I).

Por otro lado, en 1982, Oversteegen y Tymchatyn [18] demostraron
el resultado siguiente:

Teorema 2.7. Si X es un continuo con mdas de un punto en el plano,
homogéneo y hereditariamente indescomponible, entonces X tiene mar-
gen cero.

Con este ultimo teorema, si se demuestra que todos los continuos
de margen cero son encadenables (vea el Problema 1.11), se concluye
la clasificacion de los continuos homogéneos en el plano.
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